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EL ESPACIO EUCLIDEANO éa

por
Hernando PHEREZ

Introduccidn.

En el libro <<Elementary Geometry from an advanced Standpoint>> del profe-
sor Edwin MOISE se da la siguiente nocién de espacio geoméirico:

Se considera que se tiene un espacio geométrico cuando se tiene un triplete
(S“(f,ga ) donde S es un conjunto llamado <<espacio>> y sus elementos

<puntos>>, X? una familia de conjuntos cuyos elementos son las <<rectas>>,
55 una familia de conjuntos cuyos elementos llamamos <<planos>> de tal ma=-
nera ques

I10) Todas las rectas y todos los planos son conjuntos de puntos.

I1) si P, Q son puntos diferentes de S, existe una Gnica recta '?d'que
los contiene,

12) Dadog_ P, Q; R puntos que no pertenecen a una misma recta, existe un
Gnico planc iiﬁf que los contiene,

13) si P, Q son puntos diferentes de un plano m, entonces Tﬁfcz To

14) Si “1’ n2 son planos diferentes tales que nlﬂnz % ¢ , entonces
nlﬂnz es una recta.

I5) Toda recta contiene por lo menos dos puntos. Todo plano contiene por
lo menos tres puntos no colineales {que no estln sobre la misma rec-
ta)° S contiene por lo menos cuatro puntos no coplanares (que no
estédn sobre el mismo plano).

Axioma de la distancia. A todo par de puntos P, @ de S corresponde
un Gnico ndmero real d(P,Q) tal guessi P, Q, R son elementos cualesquiera
de Ss

D1) d(P,Q) > 0.

D2) d(P,Q) = d(QsP).

D3) d(P,Q) = 0 <=> P = Q.

D4) d(P,R) < d(P,Q) + d{Q,R).

Axioma de completez. Si L es una recta, existe una funcidn biunivoca
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@:L - R tal que, si Py, @Q son puntos de L, entonces:
d(P,Q) = |9(P) - 9(Q) |
(R es el conjunto de los nimeros reales).
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Axioma de separacidén del espacio. Dado m un plano existen ‘ﬁfl 9 362 sub=-

conjuntos de S tales que:
s1) nN¥¢, =g, nn#_=¢,¥ K, =¢.
1 2 1 2
s2) S - UM UM, .
SB)%@I y }%é son conjuntos convexos.
S4) si P e Ml y Qexz entonces el segmento PG intersecta .

En la anterior construccidn axiomidtica, se supone conocido el conjunto R
de los numeros reales. La presente nota divulgativa, demuestra que, siguiendo
las ideas de Tom M. Apostol, si asumimosE., se demuestra la existencia de un

espacio geométricos
PARTE I.
Supongamos puesy, dado el conjunto R. Definimos
B3 = {(x,y,z )i X, ¥y 2 € R} .
En 83 tenemos las siguientes operacioness
a) (asbyc)e(xyy,2) = ax + by + cz = PeQ
b) a(a,b,c) = (xa,xb,%c) = «P , donde o € R.
c) (aybyc)x(xyy,2) = (bz - ¢y, ex - az, az - bx) = PxQ

Detalle completo de las propiedades de estas operaciones pueden consultarse

en [1] y [2]. Utilizamos a continuacibén todas estas propiedades y ademés la si-
guientes

a a a 850 bl, b son nGmeros reales tales que

11? 127 217 2

81189 = 8125 7 05

si y sblo si existen Xy X, nimeros reales Unicos tales que
*

Byt PaoFe MMy

By Xq ot XylomiBy

Esto Ultimo puede consultarse en [3].
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PARTE II

Vamos a construir el iriplete (S,f,@) donde S = RB.
Los elementos de « son los conjuntos de la forma { Po + dViaE El} donde
P es un elemento fijo de B3 y Ve 83 fijo tambien, tal que V)l = 1 (8i

v =(v1,v2,v3), N\vh = V(vi + v2 + vg) ). Por definicién, una recta en 83 es,

2
pues, el conjunto de todos los puntos de la forma Po + RV donde o toma to-
dos los valores reales posibles.

P

Los elementos de son los conjuntos de la forma

§2 5 (P-P )N = 0 1
con Po’ N, elementos fijos de R3 y Ny = 1.
OBSERVACIONES. 1) Si 4 = {Po +dV; ®e R} esunarectay P & L entor-
ces L={P +aV; e R}. También f§ ={P, +d(-V) 5w € R}.
2) Si = = { Py (P - PO)QN =0 f es un plano y P1 E TN entonces
n={P; (- P )eN = 0} = {P; (P - P )e(-N) = o}
Demostramos ahora algunos lemas.

LEMA 1. Si A,BE R3 son diferentes de (0,0,0) = O entonces

|aeB| = || Af-{BI

si y solamente si existe A& R tal que A = AB.

Demostracidfi.  Supongamos  |(AeB| = [A[IBI .

a) Si AeB > O entonces

A

2
4 5)0(a - Whs) < Jaf? + LA a2 - 2 AL (aem)

(A - :
1Bl "B" W31

1l

1alf + [a? - 2]|alB= o

De manera que

2
A
s - Ln)"-o,
y por lo tanto A =(lAl/|BI)B y entonces llamando A = { All/BIl obtenemos lo que

queriamos demostrar.

b) Si AeB < O, 1llamando C

-A tendremos CeB > O y

|aeB| = | CoB| = || C\BI

y segin a) existe PeR tal que C = pBy tomando p = -2 tendremos A =

AB,
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Supongamos ahora A = AB ; !AQB[='(}\B).BI=1}‘“B“ } pero
lallsl = 1slis] = [x|-I13fF

y entonces IAOBI = "A”'”B“.

LEMA 2. Si N es un elemento de R3 diferente de O existen A,B en

3 .
R~ diferentes de O tales que AeN = O, AeB = O, BeN = O.

Demostracién: Si N = (a,b,c) y N ;( 0, entonces alguno de les numeros
a,byc es diferente de O. Suponiendo a ;( 0, el punto A = (-(b+c)/a,1,1) es
tal que AeN = O y también A ;‘ O . Tomando B = AxN, la proposicién queda

demostrada con el siguiente lema:

LEMA 3. Para A, B € RB diferentes de cero, se tiene que: AxB = 0O s8i y

N~~~

s6lo si A = AB para algin A € R.
Demostracidn:Supongamos A =(<-0(1, ¥y 0/3), B= Bys By [53) ¥ que
AxB = 0. Entonces 012 [53 = 0(3 /32 . 0435;51;.,a._:@(tkp},nl,xo(]: Fgé,,-f By Tenemos

i) Ninguna componente de A es O, lLntonces segln las anteriores identida-

des, ninguna componente de B es cero, y tendremos 0[1/ Pl = o(z/ﬁz = 3/ ﬂ3,
llamando este valor comin A se tiene A = A\B.

ii) Si algunas componentes de A son cero y las demé&s no lo son, enton-
ces las correspondientes componentes.: de B son cero o diferentes de cero,
y entonces también es posible calcular A . Por ejemplo, suponiendo 0!1 = 0
pero dz £0 ¥y 0(3 # 0, d3 p,=d, By implica @3[51 = 0, y por lo tanto,
Pl = 0. Si P2 =0 en‘conceso"\zp3 -d3p2 =0 y asi p3 = 03 pero B # O.
l?e manera que pz y ﬁB no pueden ser cero. En este ocaso A= 0(2/ PZ =
ot3/p3.

PARTE III

Deducimos ahora los axiomas en (R3, £ 7 @).

TEOREMA 1. Si Pl’ Ql son puntos diferentes en RB, existe una lnica

o N~ o e

recta que los contiene.a ambos.
Demostracibén: Si P, # Q, entonces "P]. - Qll # 0 y entonces

Ve —2— (p, -Q)
LR RSN,
RS &
es un vector unitario. La recta L= {Pl + AV 3 e R} contiene a Pl Yy
Ql, pues tomando & = O, tenemos Pl + 0.,V = Pl y tomando olﬁ-'”Pl - QU
entonces Py + HPl-Ql n(Ql - Pl)/”Ql - P:U = Qe
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Supongamos ahora que P, = {Po + AV 3 AAe R§ es una recta que contie-
ne a Pl y a Ql- Segln las observaciones que hemos hecho, £° = {Po +oV 3

L= R}. Como Q1 e L’ existe o(l € R tal que Ql = Pl + Ol,lV; Ay 7! 0

pues Q1 ¥ Pl . Entonces Q, - Pl = dlv y ¥, DPOT tantg,"Ql-Pll =ldl|”V",

1
de manera que dl =||Ql - P1” 6 (Xl = - HQl—Plﬂ ,¥ por tanto,
Q, -~ P Q, =P
ot g s s §
lla,-B, | le, -2, |

/
y en ambos casos tenemos £ = £

~ i~ o~~~ e~

Demostracidén: Sea = =-{P $ (P—PO)ON = 0 } un plano cualquiera. Como
’ . 2
N ¥ O, segln el lema 2 existen A, B e W diferentes de cero con las

propiedades del lema., P, = Po + A pertenece a m ya que (PT—PO)ON =

1
AeN = O3 de la misma manera, P2 = Po + B pertenece a m. Los puntos
Po’ Pl, P2 no son colineales., En efecto, supongamos que existe

2={Qo +tV; t € R]S que contenga a Py Py
tl’t2 € R tales que: PO = Qo + tOV, P1 = Qo + th, P2 = Qo + t2V H
se sigue que A =P, - P = (%1 - tO)V, Bo= By =R (tz—to)V, y por
tanto, AeB = (tl_to)(tZ—to)’ y como t, # - W # t,, entonces

AeB % O, 1lo cual contra la manera como se escogieron A y B.

P2; existen entonces to,

son tres puntos no colineales existe un

~~~~~~~~ 2
Gnico plano =© tal que Po’Pl’ P2 € T
Demostracidn: a) Nl = (Pz—Po)x(Pl—Po) es diferente de 0, pues de
lo contario, segin el lema 3, existe AE R tal que P2_PO = AO(P1~PO)

y entonces la recta { ={ Po-+de o E R’}, donde V =(P1-PO)/IP1—P0" s
contiene a P =P + 0.V y a %l =P+ ("PI—POH)V y a P, =
Po - )\O(HP1 - PO|DV, lo cual va contra la hipétesis del teorema, PoT o=

tra parte N = Nl/"Nl | es tal que |N| = 1. El plano
n, = {P 3 (P-P )eN = ot

contiene evidentemente a Po’ P1 Yy P2.

b) Antes de demostrar la unicidad del plano LI demostraremos 1lo

siguiente: Si A, B, N, M son tales que AeN = A eM = B N = Be M = O

Yy A, B son linealmente independientes, entonces existe A € R tal

M = AN. En efecto, cuatro vectores cuulesguiera de B3 son dependien=-
tes, luego existen <o ,P, ny, m € R no todos nulos tales que
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olA+pB+nN+mM=O,
y entonces, haciendo el producto escalar de la anterior expresidn primero

por N y después por M, tendremos

n“N“2 + m(MoN) = 0O

()

n(NoM) + nﬂMn2 0

i

Yy m y n no pueden ser simultdneamente nulos, pues de lo contrario,
A +pB =0, con A, p no simultidneamente nulos, lo cual va contra la
hipbétesis de independencia lineal de A y B. De manera que, segun el
resultado en la Parte I, debemos tener:
lel)2 (b = (mon)?,

por lo tanto, {N|M|= \N.M‘, Yy segun el lema 1, M = AN, para &41gGtn AeR.
l.g.qsd.s

o) supongamos, pues, que n'={ Q 3 (Q - QO)OM = O} es un plano que

contiene a Po’Pl’PZ' Es claro que =n° = {Q 3 (Q—PO)QM = O} . Como

D D > \ - ’ 3 3 i, -

ll’ 12 pertenecen a mn° entonces <P1 PO)ON O (P2 Po)'N 0,
y como (Pl - PO), )Pg—Po) son linealmente independientes;_nxiste en—
tonces A € R tal que M = ANj por consiguiente, HM“ = }xl~|Nﬁ,o sea
|A| =1, lo cual nos indica que A=1 & N= -1, y entoncegs M =-N

6 M= N, y en ambos casos tenemos " - ;A

N A N N~

es una recta.
Demostracidn: Sean nyo= {Cg s (Q ~A)eN = O} y Ty = {P; (P-p)eM = O}.
51 NxM = O entonces existe A e R tal que N = AM, y como ||N”= ”M‘|=

1, entonces N =M 6 N = -M, y esto implica ny = nz. De manera que
NxM # O. Vamos a demostrar que Tty N T, = JA+ PV Pe R}, donde
V = (NxM)/|NxM|| . En efecto,

a) {-= {A + PV 3 PeR } c 7, fl n, s Pues si (A + 0V) € £ enton-

1
ces ((A+bV) = A)eM = (PV)eM = ©(NxMeM)/|NxM|| = 0. De la misma manera,

((A+PV)=-A)eN = 0.

b) m N n, © £ . In efecto, sea Q. un punto tal que (Q-A)eN = O
= (Q-A)eM; 1llamamos X = Q - A. hkxisten o, p s, &, nimeros reales
no todos nulos tales que

aX + pN +8M + 6(NxM) = O

multiplicando esclarmente por N y después por M, tendremos:
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B IMIZ + r(uow) = o

1]

B(wou) + pu|* = o.

Como HN“IM"¥ BNH?ﬂMﬂz sy DPues de lo contrario, N = AM, y entonces n1=

L debemos tener = 0 y [¥= 0 (segln Parte I). De manera que
XX+ 6(NxM) = 0, y A#0 # 8, 1lo cual nos permite decir que Q = A =
e (NxM), con P = -5/l + Entonces Q = A + ©(NxM) = A + poV § 1onde
Po = l.q.q.d.

Si P = (0(1, o, o<3), Q = (pl, p2, p3), definimos d(P,q) = ||P-q]|
como la distancia entre P y Q. Se comprueban fécilmente Dl), D )
D3), D4) de la introduccidn. Si 2 = {PO + PV 3 Per } la Iun01on

@(PO+PV) = P es la funcidén del axioma de <<completez "

Deducimos ahora el Teorema de separacién del espacio. Para ello nece-
sitamos algunos resultados preliminares:

51 P y Q son puntos de RB, llamamos segmento cerrado de extre-~

mos P y Q, al conjunto

BQ ={ 0P + (4-0)q ; oce<1t
observemos que PQ es parte de la recta £ ={P + ¢(Q-P); P e RY.
Un conjunto XK c R3 se llama convexo si se cumple la siguiente propie~
dad:
para todo P, @ € K, PQ c K .

Por ejemplo, si K =-{X;

|X - Xo” <r }, donde X = es un punto fijo
de R y r un nimero real positivo, es un conjunto convexo.

TEO REMA 5 Si 7m es un plano, entonces existen 361 5 762, subcon-

juntos de R3 tales gque
a) nNM =g, =0¥, na, = ¢ .
b) B = UM, UN,

c) Wfl v $€2 SON_Cconvexos.

—
d) si P, e*@l P, e ¥, entonces PP, Mlniff.

Demostracién:Si 7 es un plano, entonces

n={P (-P)ew=0%, |N|-
Definimos
T i) (P=p_)oN > o} , ¥, m{P;(P-PO)aN < 0}s
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: —
veamos que ?61 es convexo: sean, pues, P, Q € ?#61 y 0P+(1-a)Q €PQ;

entonces
(P + (1-0)Q - P ))oN ((6d P +(1=-X)Q)~- (o/P + {1~ O()P )) eN
= ®(P-P_)oN) + ((1-0)(Q-Q )eN).

1111 mo (V—P JeN > O Yy (Q—P JoN > 0, entonces GXP + (1—60Q-P0)0N > 0,
Yy, por lo tanto, 5@ 5(; De la misma manera podemos de mostrar que
# es convexo. Lvidentemente, lé =i R LVWez U 7{&, y ﬂ?(& =@,

,W(2 = ¢ Vamos ahora a demostrar la propiedad d) del teoremas
onsideremos ’ & Wel y P2 € W{z Entonces existen Q ’ Q2 puntos
n  tales que (P - Q }" N, -Q I~ ( aAll B si y solo si existe

& B tal que A = DB) En oiectoa si Ql = 1 - le, donde 1"
(P1~P3)0N, entonces (Q oK )eN = 0, y, por lo tanto, QEen ¥y

Py = Q; = wlN, o sea, (P —Q )h N. De la misma manera, tomando Q2 =
P, - dzN, con N2 - (P2 PO)ON, vemos que Q ETN ¥y (P -Q, )" N .
inalmente, podemos observar que dl > 0, pues P1 € 19 ¥ también
Jue NQ < 0, yaque P, e 3{2’ Por otra parte, si
o4
Q = P + "‘"'(P - P )
1 1
o, - dz
entonces
Q~(Q1+o(1N)+d1d(<Q -Qp) + (A~ )N)
= Q, + % Q - Q)
= Q e { 17
%-q, ° ,
Como O < 0[1/_(0( - 0(2) < 1, entonces Q € Pl o Puede suceder que

@, = Q, , con lo cual Q= Q, y, por lo tanto, Q€ P1P2 I n. En el
“480 que Q # Q , podemos deolr que Q € Qab c n, Yy de esta manera

||
W E P1P2 ” e

s evidente ahora que, como P1 Yy P2 no pertenecen a mn, la inter-
seccidn de T©  con §;¥9 no puede contener mds de un punto. Concluimos
pues gque §I}2 = Q.
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LA UNIVERSIDAD DEL CAUCA
y la
SOCIEDAD COLOMBIANA DE MATEMATICAS

invitan al

ITI CONGRESO NACIONAL DE MATEMATICAS A NIVEL MEDIO

que se celebrard en la ciudad de Popayin durante el mes de noviembre de
1969.
Presidentes del Comité Organizador: Gerardo PRADO, Universidad del Cauca,
Popayén, Colombia.
Camilo RUBIANO, Sociedad Colombiana de Matemidticas, Apartado Nacio-
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