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Introduccion.
En e1 libra «Elementary Geometry from an advanoed Standpoint» del profe-

Bor Edwin MOISE se da la siguiente nocion d.eespacio geometrico~
Se considera que se tiene un espacio geometrico cuando se tiene un triple"te

(S r (?\) d d S ' t 11 d << . >> 1 t~~ ~ ~- on e es un conJun 0 ama 0 espac~o y sus e emen os
<:<: »() « »puntos , ~ una familia de conjuntos cuyos elementos son las rectas ,
([i) « »
oJ una familia de conjuntos cuyos elementos llamamos planos de tal ma-
nera que:

10) Tod.as las rectas y todos los planos son conjuntos de puntoso
11) Si P, Q son puntos diferentes de S, existe una unica recta PQ' que

los contiene.
12) Dados P, Q9 R p~~tos que no pertenecen a una misma recta, existe un

"un i oo plano PQR que los cont i.ene,
13) Si P, Q son pun tos diferentes de un plano 1';, entonoes pel c;: 1';0

14) Si TIl' TI2 Bon pl.anos diferentes tales que 1';lfh2 I ¢ entonces
1';lnTI2 es una recta.

15) Toda recta contiene por 10 menos dos puntoso Todo plano contiane por
10 menos tres puntos no colinea1es (que no estan sobre la misma rec-
ta)o S contiene por 10 menos cuatro puntos no coplanares (que no
estan sobre el mismo plano).

A;12~~~~~~1e_~1~~e~2!~' A todo par de puntos P, Q de S corresponde
un -tiniconumero real d(P,Q) tal quegsi P, Q~ R son elementos cualesquiera
de S8

Dl) d(P~Q) :> 00-
D2) d(P,Q) d(Q~P)o
D3) d.(P, Q) ~ 0 <=-> P = Q.

D4) d (r ,R) < d(P?Q) +d(Q,R).

A~~2~~_~~_22~E1~!~~o Si L es una recta, existe una funcion biun1voca



T:L ~ fl tal que, si P, Q son puntos de L,entonces:

d(P,Q) = I~(p) - ~(Q) I

(fl es el conjunto de los nlimeros reales).

!~~2!!}~_5!~-,~~E£-E.e2i2!L5!~~L~§:e.e.Q~2. Dado 1t

conjuntos de S tales que:
si ) n nJ(l = ¢, 1t n~2

S2) S n UH-l U 11€ 2 •

S3) ~l y "JIf2 son conjuntos convexos.

S4) Si P E ~ 1 Y Q E ~ 2 entonces el segmento

un plano existen )(1 ' ~2 sub-

¢ .

1--\PQ intersecta n.

En 1a anterior construccion axiomatica, se supone conocido el conjunto ~
de los numeros reales. La presente nota divulgativa, demuestra que, siguiendo
las ideas de Tom M. Apostol, 8i asumimoslR., se.dernuestra:la existencia de un
~~pacio geom~tricol

PARTE 1.

Supongamos pues, dado el conjunto fl. Definimos

1t3 = { (x , y, z ); x, s, Z E fl} .
En tenemos las siguientes operaciones:

a) (a,b,c)e(x,y,z) = ax + by + CZ = PeQ

b) «(a,b,c) = (oca,a<b,lI(c)= elP ,donde ol. E E.

c) (a,b,c)x(x,y,z) = (bz - cy, ex - az, az - bx) = PxQ

Detalle completo de las propiedades de estas operaciones pueden consultarse
en [1) y (2J. Utilizamos a continuacion todas estas propiedades y ademas la si-
guiente:

all' a12, a21" a22, bl, b2 son numeros reales tales que

alla22 - a21a12 I 0,

si Y solo si existen numeros reales unicos tales que

allxl + al2x2
a21xl + a22x2

Esto ultimo puede consultarse en [3].



PARTE II
Vamos a construir el triplete 3

S = It •

olV;olE It~

Clue I\VI\= 1
Por definicion, una recta en R3

donde
Los elementos de ~ son los conjuntos de la forma t P +

P es un elemento fijo de 1t3 Y V E 113 fijo tambien, ~alo
V = (v i 'v2' v), 1\ V ~ = V (vi + v~ + v~) ).
pues, el conjunto de todos los puntosde la forma P + ~V

o

donde

es,
donde 01. toma to-

dos los valores reales posibles.

Los e Lerne njos de (P son los conjuntos de la forma

con
t P ; (p - po) eN == ° }

P , N, elementos fijos de R3 y UN' = 1.o

OBSERVACIONES. 1) Si t = f Po + ,*V; 0< E R} es una recta y PIE t enton-
L = {p 1 + ol V ; 0{ E R 1. '1'amb i8n t". { PI + 0{ ( -V) ; 01 E R} ~

2) Si n = t P; (p - po)eN = ° ~ es un plano y Pl E n entonces

7t = i P; (p- Pl)eN ol == {p; (p - Pl)e(-N) = 0 ~

ces

Demos t r-aaos ahora algunos Lemas ,

LEMA 1.
rv ....."''''''''_

Si ABE R3 son diferentes de- , (0,0,0) = ° entonces

\AeB I = 1\ AIII\B~
si y solamente si.existe "E R tal Clue A = AB.

Demostracioi:t. Supongamos lAeB I ee II AII·/lBII•
a) Si AeB > 0 entonces

= IIAf + /IA/l2IIBf - 2 Illll~I/11 (AeB)
IIBI/2

IIAI12 + IIAf - 211Alf= °
De mane ra que

II (A - ~ B) J/
2

= 0,

y por 10 tanto A = (II Alii liBIl)B y entonces llamando ').""V Alii liBII obtenemos 10 Clue
queriamos demostrar.

b) Si AeB ~ 0, 11amand0 C -A tendremos CeB > ° y

\AeB I I CeB \ = /I CII·I\BII

y segUn a) existe
.:lB.

P E ~ tal Clue C :PB; tomando p - ). tendremos A =



Supongamos ahora A = AB ; IA.BI= I (AB).B!=JAltDlI
IIAIIBIi= "ABlIIB~= IAr·~BIF

yentonces IAeB/ IIAIHIB/I.

pe ro

~~_~. Si N

R
3 diferentes de

es un elemento de R3 dife:rent" de A,B en
o tales que AeN = 0, A.B = 0, BeN = O.

Demostracion: Si N ...(a,b,c) y N I 0, entonoes alguno de los numeros
a,b,c es diferente de O. Suponiendo a ~ 0, el punto A. (-(b+c)/a,l,l) es
tal que AeN = 0 y tambien A ~ 0 q Tomando B ""AxN, la proposici~n queda
demostrada con el siguiente lema:

~~~_~. Para A, B E fi3 diferentes de cero, se tier~ que: AxB - 0 !!-l
solo si A = hB para algUn A E fie

Demostracion:Supongamos A ...«(<il, rl2, lY3)• .B ""( Pl, 102, f>3)Y que
AxB = o. Entonces r:i2 f33 '"0(3 132 ,oJ3i:l9f,F~£Xfji-3"J,,-~\: ,$~~;·etYiPi.Tenemos

i) Ninguna componente de A es O. Entonces segUn las anterio:res identida-
des, n.inguna componente de B es cero, y tend:remos oil/ PI • d..2/ f3 2 = ~/ ~3'
llamando este valor camUn A se tiene A = AB.

ii) Si algunas componentes de A Bon cero y las demas no 10 son, enton-
ces las correspondientes componentee: de B son cero 0 diferentes de oero,
y entonces tambien es posible calcular A. Por ejemplo, Buponiendo ~l = 0
pero r:J 2 lOy 01.3 I 0, ol3 ~l = dl'~ 3 implica ~3 f31 = 0, y por 10 tanto,
1\ = o. Si P2 = 0 entonces d.2 ~3 • d3 ~2 = 0 y as! J3J = 0; pezo B I O.
De manera que ~2 y (3 3 no pueden ser cer-e, En este oaao A ...012/ f3 2 :0:

~3/ ~3·

PARTE III

Deducimos ahora los axaomas en (l?3,J: , rP).
~~Q~MA_1. §i PI' Ql son puntos diferentes en R3, existe una Unica

recta que los contiene~ a ambos.
Demostracion: Si PI I QI entonces IIPI - QII lOy entonees

V = 1 (p _ Q )
IIPI-Q11I 1 1

es un vector uni.tar-Le , La recta --E. ... {PI + O{V ; ~e: Ii 1 ccrrti.ene a PI y
QI' pues tomando oc: = 0, tenemos PI + O.V = PI Y tomando cJ. -IfPl - QjJ
entonces PI + !IPI-QII1(QI- PI)/!IQI - pil = Ql·

-.l~~



Supongamos ahora que t· = iP0 + at V ; oI..EH ~ es una recta que contie-
ne a Pl ya Ql' SegUn las observaciones que hemos hecho, ~. = {po + <:XV

0( E R}. Como Ql E ~Q,' existe 0(1 E ll. tal que Ql = Pl + q1.V; <:XlI °
pue a Ql I Pl' Entonces Ql - Pl = C\V , s, por tant~" I!QI-PlI =!qllllvll,
de manera que ~l = IIQl - Plil 6 0<'1 IIQI-PIJI.s por tanto,

Ql - Pl. Ql - PlV 0 V
IIQI-P111 II QI-P111

/Y en ambos casos tenemos £ = £ .

T~Qm2~_g· Todo plano tiene ;por10 menos tres punt os no colineales.
Demostracion: Sea 1t ={p ; (p-p )eN = ° l un plano cualquiera. Como

N I segUn
o '<

0, e1 lerna2 existen A, B E If' diferentes de cero con las
propiedades del lerna.P = P + A pertenece a 1t ya que (Pl-p )eN ==

1 0 -l.. 0

AeN = 0; de 1a misma manera, P
2

Po + B pertenece a 1t. Los puntos
Po' Pl, P2 no son colineales. En efecto, supongamos que existe
Q = {Qo + tV; t E R 1 que contenga a Po' Pl, P

2
; existen entonces to'

tl,t2 E R tales que~ Po == Qo + toY, Pl == Qo + tlV, P2 == Qo + t2V ;
se sigue qu~ A = PI - Po = (ti - to)V' B = P2 -Po (t2-to)V, y por
tanto, A.B = (tl-to) (t2-tO)' y como tl I to Y t2 f to' entonces
AeB f 0, 10 cual contra Ia manera como se escogieron A y B.

T~QB~~_~.Si Po' PI' P2 son tres ~untos no colineales existe un
Unico plano 1t tal que Po,Pl, P2 E 1t.

Demostracion: a) Nl == (P2-Po)x(Pl-po) es diferente de 0, pues de
10 contario, segun el lerna3, existe AoE R tal que P2-Po = Ao(P1-po)
y entonces la recta Q, ==.{ P + r::J.V; o; E Ii 1, donde V '"(p -p )/ lip-P II,o r 1 0 ,I 0

contiene a Po = Po + O.V Y a PI == Po + (~Pi-Po~)V y a P2 ==

10 cual va contra la hipotesis del teorema. Poro-

tra parte N
- PoIPV,
N/IINlll es tal que ~N~ == 1.

ip; (P-Po).N = o}

El plano
P + A (II Plo 0

1to

contiene evidentemente a Po' Pl y P2'
b) Antes d.edemostrar la unicidad del plano 1to' demostraremos 10

siguiente: Si A, B, N, M son tales que A.N = A eM = B eN = Be M °
Z A, B son linealmente independientes, entonces existe A E R tal
M = AN. En efecto, cuatro vectores cualesquiera de son dependien-
tes, luego.existen 01, ~, n, m E 11 no todos nulos tales que

-~q>1-



«« +f3B + nN + rn!'II= 0,

y entonces, haciendo el producto escalar de la anterior expresion primero

pOl' N y despues pOI' !'II, tendremos

n\\NI12 + m(MoN}

n(NoM) + n~M~2

o
( )

o

y m y n no pueden ser sirnultaneamente nulos, pues de 10 contrario,

exA + ~ B 0, can d, ~ no simul t ane arnerrt e nul os , 10 cual va contra La

hipo te s i e de independencia lineal de A y B. De manera que, segun el

resultado en La Parte I, debemos tener:

2.12 2IINl\. IIfJ1/f = (MaN) ;

p or 10 tanto, 'NUfMII= \N.M~, y aegun el lema 1, M

Lv q v q v d ••

AN, para algUn AER.

contiene a Po,Pl,P2.

P P pertenecen al' 2
y como (p1 - p), )P2-F 0)
tonces A E ti tal que M =: AN;

c) Supongamos, pue s , que 1"= { Q ; (Q - Q ).M = O} es un plano quea
Es claro que 11' = {Q ; (Q-Po)eM = OJ Como

11' entonces (p - P )eN = 0 y (p - P ).N= 0,. 1 02 0
son linea1mente Lnde pe nd.i en t.e s , Rxiste en-

POI' consiguiente, IIMII - iA!·llijl,o sea

10 cual nos indica que A = lOA = -1, y entonces !'II =-N
o !'II = N, Y en ambos casos tenemos l' 11'.

o
:rI9QB§~'-6~4. Si dos planos diferentes se intersectan,

e s una recta.

su interseccion

c~.c i

Demo s t r-ac i.orn Sean 111 = t Q ; (Q -11.) eN = O} Y

NxM = 0 entonces existe A E R tal que N

112 = {p; (p'-A).M =: 01.
AM, y como II N 11= /IMil =

1, entonces N = M o N = -]V], y esto implica TIl

1'1 [1 112 =: iA + PV

11
2
, De manera que

; P E fl}, donde

v
NxM I O. Vamos a dernostrar que

(NxM)/INxr..r11 En efecto,

a) ~ = {A + PV ; P E tR } c
ces ((A+fJV) A)eM = (PV)eM

((A+PV)-A)eN O.
b) 111 n "lL2 c <2.-

(Q-A) eM; llamamos X = Q - A.

1'1 f] 1'2' pues si

P(NxMeM)/IINxM/I = O.

(A + PV) Ee enton-

De la misma manera,

En efecto, sea Q un punto tal que (Q-A) eN =: 0

Existen oi , ~ , r-, 0, nume ros reales

no todos nulos tales que

01X + P,N + a"M + 0 (NxM) =: 0;

multiplicando esclarmente pOl' N Y despues POI' M, tendremos:'

-108-



� l1N~2 +
f!>(NoM) +

1/ N '"IMIII ~NII? ~Mf

""(MoN) 0

t~M112 O.

.Como pues de 10 contrario, N =: AM, y entonces TI =:
1

TI2, debemos tener P=:O y ff'I =: 0 (segun Parte I). De manera que
~X + 6(NxM) = 0, y ~ I 0 I 6, 10 cual nos permite decir que Q - A
P (NxM), con P =: -6/ ~. Entonces Q = A + P(NxM) = A + P V doride .

o
P =: P IINxM//. Lv q s q i d ,o

Si P = (oli' o{2' o(), Q (~l' ~2' ~), definimos d(I',Q) = IIp-QII
como la distancia entre P y Q. Se comprueban fa.oiLme nte Dl), D

2
)

D), D4) de la introducci6n. Si ~ =: ip + PV; PER} la f'unc i cn
.~ . 0 « »~(po+PV) = P es la funclon del aXloma de completez.

Deducirnos ahora el Teorema de separaci6n del espacio. Para ella nece-
sitamos algunos resultados preliminares:

Si P y Q son puntos de n3, llarnarnos
mos P ;L Q, al conjunto

segmento cerrado de extre-

PQ =: { PP + (i-P)Q 0 < P ~1 1 .
observemos que PQ es parte de la recta l = {p + P(Q-p); P E JR.1 •

Un conjunto K c R3 se llama convexo si se cumple la siguiente propie-
dad:

para todo P, Q E K, PQ c K .

Por ejemplo, si K = {X; II X - X
O
II ~ r 1, donde Xo es un punto fijo

de R3 y r un numero real positivo, es un conj~nto convexo.
t~Q~~~~S'Si TI es un plano, entonces existen ~l ' ~2' subcon-• 3 ..:=..:...:..;;-"-'--"-----'-;;;....;-."-'--

juntos de R tales que

a) TI 11 ~ 1 = ¢, TI rl ~ 2 ¢, 1f.1 11 ~

b) R
3
= 7t U ~ 1 U ~2'

c) ~ 1 Y ~ 2 son convexos.

d) Si PIE:lel ;L P2E~2' entonces

¢ .

Demostraci6n:Si TI es un plano, entonces

Definirnos

-109-



veamos que ,ji£
1

es convexo: sean, pues~ P, Q E dlel
entonoes

(c< P + (1- ol)Q - P)).N '" ((IX P i- D<)Q)-(clPo + h- Ol)Po))eN
(o{(p-p ).N) -+- ((l-o()(Q-Q )eN).

o 0

como (p-p 0) eN > ° y (Q-P o)eN > 0, entonces (c(p + (l-01)Q-P o)eN > 0,

y, por 10 tanto, PQ c:~. De la mismu manera podemos de mostrar que

~ 2 es convexo. Evidentemente,:J - n u7+f.2 U ~l' Y n n'/(l '" ¢ ,
TI f1 ~ 2 ::::¢. Vamos ahora a demostrar La propiedad d) del teorema:

consideremos PIE wel Y P2 E 'iff. 2' Entonoes existen Ql ,Q2 puntos

d c n ales que (Pl Ql) II N, P2-Q2" N (All B si y solo si existe

p E]:l tal que A:::: PB). En e fe c t o r si Ql "" Pl - dlN, donde ~ 1

(PI-Po).N, entonoes (Ql - Po)ON = 0, y, por 10 tanto, Ql E 71 Y
PI - Ql ::::olIN, 0 sea, (P1-Ql) II N. De La misma mane ra , tomando Q2
P2 - cX2N,oon 1Y.2 "" (p2 -Po).N, vemos que Q2 E TI y (P2-Q2) II N ;

E'i almente, podemos observar que 0/1 > 0, pues Pl E ~l' Y tambi.e n
que cX

2
« o, ya que P

2
E W

2
' Por otra parte, si

Q '" P + -~-(p - P )
1 C{" - cX.z 2 1

e .tonoes

Q "" (Ql

Q +1

Como 0 011/( 0<1 - l:l( 2) < 1, entonoes

Q1 : Q2' Don 10 eual Q:::: Ql' y, por

caso \~ue Ql I Q2' podemos .de c l r que

Q, E P1P2 n TI.

Es evidente

0--1
Q E PIP2 .

10 tanto, Q E
r---i

Q E Ql Q2 C 71,

/

suoeder que

n n •. En el

esta manera

ahara que, oomo PI y P2 no perteneoen a n, Ia inter-
)--\

sacoion de TI eon P1P2 no puede Oontener m's de un punto. Conoluimo~

pues que. P;!2 fl n =- Q.
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