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RESUMEN

Los m od elos autorregresivos lineales han sido  am pliam ente utilizados 
en  el análisis d e  las ser íes  caudales. Sin em bargo, la estrech a  relación  
entre la hidrología colom biana y los p ro ceso s clim áticos g lo b a les q u e  
so n  no lineales, justifican el estudio d e otros m od elos alternativos q u e  
reproduzcan a lgunas características no lineales. Con e s te  fin s e  
estudian d o s  m odelos: Ecuación diferencial estocástica con dos es­
tados estables (EDE), un m odelo markoviano continuo no lineal en  el 
cual s e  considera  que la variable d e  interés s e  m u eve entre d o s  
es ta d o s  esta b les , y Modelo Autorregresivo dependiente del régimen 
(RAR), com binación d e  varios m odelos autorregresivos lineales que  
s e  se lecc io n a n  dependiendo d e una serie  índice q ue determ ina las  
características esta d ística s  d e  la variable.

Los m od elos s e  estudian en  cuanto a  su  estructura, prop iedades y 
m anera d e  estim ar s u s  parám etros y s e  aplican a  la ser ie  d e ca u d a les  
m en su a les  d e  la estación  RG8 (Riogrande) d e  las E m presas Públicas 
d e  Medellín, y a  otras ser ie s  hidrológicas. Los resultados indican q u e  
los d o s  m od elos reproducen aceptab lem ente las principales caracte­
rísticas esta d ística s  d e  las ser ie s  d e  lluvias y cau d a les incluyendo  
esta d ístico s  d e  ev en to s extrem os. En am b os s e  obtienen va lores del 
rango ajustado m ás cercan os a  las o b servacion es y m ayores q u e los  
encontrados utilizando el m étodo autorregresivo lineal usual con  trans­
formación logarítmica a  los datos. E stas características d e  lo s m od e­
los so n  particularmente importantes para los estu d ios d e  p laneación  
d e  alm acenam ientos d e  agua.

1 Este trabajo fue posible gracias al patrocinio de las Empresas Públicas de Medellín.
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ABSTRACT

Linear au toregressive m odels have b een  u sed  traditionally in stream - 
flow sim ulation. But there is a  c lo se  relation b etw een  Colombian 
hydrology and the global ocean-atm osp here interaction in the tropics 
which is known to b e non-linear. This interaction justifies a  search  for 
other m od els that may incorporate this observed  non-linear behavior. 
To that end two m odels are considered: Non-linear Stochastic Diffe­
rential Equations with a  potential formed by two stab le w ells sep arated  
by un unstable state. The two stab le sta tes  represent the two sta te s  
of the El Nino-Southern Oscillation (ENSO). The other m odel is called  
Regime dependent Autoregressive (RAR) Model that com b in es diffe­
rent linear au toregressive com ponents selectively  according to either 
an external tim e ser ie s  or the p ro cess itself.
This work undertakes the study of the structure, properties, parameter 
estimation and application of those two models to the Riogrande river 
in northwestern Colombia. Both models reproduce the same statistic 
parameters of the observed time series that are normally reproduced 
with the traditional linear autoregressive models. In addition, both 
models have a better representation of the statistics of extremes. The 
improvement is particularly important for the planning and operation 
of reservoirs.

1. INTRODUCCION

El intenso racionamiento de energía eléctri­
ca ocurrido en el año 1992, que tuvo como 
una de sus principales causas la ocurrencia 
de un período anormalmente seco; sumado 
a una serie de investigaciones que muestran 
la estrecha relación entre la climatología 
colombiana y variables climáticas globales 
que exhiben un comportamiento no lineal, 
han despertado interés sobre la capacidad de 
los diferentes modelos para representar ade­
cuadamente las series hidrológicas.

En Colombia, los modelos autorregresivos 
lineales han sido los más utilizados para el 
estudio de series temporales de lluvias y 
caudales. Sin embargo, estas series son no 
lineales, y los modelos no reproducen cier­
tos comportamientos propios de los datos 
históricos que son de gran importancia para 
el aprovechamiento del recurso hidráuli­
co.

La naturaleza no es lineal y el uso de mode­
los no lineales en diversas áreas de la ciencia 
ha demostrado claramente la posibilidad de
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conseguir mejores resultados que los obte­
nidos mediante los modelos lineales.

En este trabajo se hace el planteamiento y 
aplicación de dos modelos no lineales al 
estudio de series temporales en hidrología. 
Ellos son:

1. Ecuación diferencial estocástica con 
dos estados estables.
Consistente en un modelo markoviano 
continuo no lineal en el que se con­
sidera que la variable de interés se 
mueve entre dos estados estables.

2. Modelo Autorregresivo dependiente 
del régimen.
En el cual se combinan modelos auto- 
regresivos lineales y el efecto de una 
serie índice determinante de las 
características estadísticas de la varia­
ble.

Los modelos se aplican a la serie de caudal 
mensual de la estación RG8 de las Empresas 
Públicas de Medellín y a algunas otras series 
hidrológicas y se estudia su capacidad de 
reproducir las características de interés de 
dichas series.

De esta manera se da un primer paso hacia 
el estudio de modelos no lineales, que pue­
den permitir una mejor comprensión de la 
evolución de los procesos hidrológicos y 
plantean la posibilidad de lograr un aprove­
chamiento más adecuado de estos recursos.

2. MODELO DE ECUACION
DIFERENCIAL ESTOCASTICA 
NO LINEAL

2.1 Introducción

Existen fenómenos representados por una 
serie temporal en la cual se observa la exis­

tencia de varios estados estables coexisten- 
tes. Esto significa que la variable de interés 
adopta características estadísticas diferentes 
en cada uno de los estados. El paso de la 
variable de un estado al otro se puede con­
siderar debido a una fluctuación ocasionada 
por una fuerza externa o interna. El tiempo 
de residencia en cada estado es a su vez una 
variable aleatoria cuyas propiedades de­
penden del fenómeno en consideración.

Los modelos autorregresivos lineales no 
permiten analizar series de datos que pre­
senten estas características. Un modelo con­
ceptual que lo permite, está dado por un 
modelo de regresión no lineal en el cual la 
evolución de la variable de interés cambia 
entre dos estados estables debido a la acción 
de una perturbación que representa la fluc­
tuación interna o externa. Dicha fuerza, que 
posee un comportamiento aleatorio, hace 
que la variable se mueva de un estado a otro.

2.2 Descripción del modelo

2.2.1 Procesos Autorregresivos 
Continuos de Primer Orden

El modelo continuo AR(1) puede escribirse 
de la siguiente forma:

-^r + a x =  R,t) (2.1)

Esta ecuación es denominada Ecuación D i­
ferencial Estocástica Lineal. El proceso es- 
tocástico F(í) se denomina perturbación es­
tocástica o fuerza estocástica y puede ser 
definido formalmente como la derivada de 
un proceso de Wiener (Priestley, 1992). 
Normalmente F(t) se modela como un rui­
do blanco:
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E[F(t)] = 0 E[F(t)F(t’)] = cfdft-t’) (2.2)

(donde q2 es la varianza y 8(t) es la función 
delta de Dirac).

Una extensión de los procesos autorregresi- 
vos lineales continuos son los modelos no 
lineales que presentan la siguiente forma:

1(X) + F(t) (2.3)

A diferencia de la ecuación lineal, la función 
f(x) es no lineal e incluye los aspectos no 
lineales de la evolución de la variable.

El ajuste de un modelo de este tipo puede 
ser considerado como una regresión no li­
neal para la interpretación de los datos 
(Demarée 1990).

2.2.2 Dinámica de los Procesos 
Markovianos Continuos

Con el fin de introducir algunos de los prin­
cipales conceptos de la dinámica de los pro­
cesos continuos markovianos, se hará uso de 
un ejemplo de la mecánica: el oscilador 
armónico. Considérese el caso de una partí­
cula con masa m pequeña unida a un resorte 
y sobre la cual actúa una fuerza de amorti­
guación y muy grande. Llamando k a la 
constante de Hooke, la ecuación de movi­
miento de la partícula toma la forma:

ecuación lineal (2.1). La fuerza /  depende 
de la posición z de la partícula y realiza un 
trabajo W total:

W = ¡ 1 f(z)dz (2.5)

El negativo de W es llamado Potencial U. 
Usando la ecuación (2.5) se obtiene:

(2.6)

Esta curva se puede interpretar como la pen­
diente de una ladera. En el sitio de pendiente 
cero/fz) se anula, la partícula está en un 
punto de equilibrio estable.

Si se incluye ahora en la ecuación de movi­
miento de la partícula la fuerza aleatoria 
F(t), se obtiene una ecuación idéntica a la
(2.3). Esta fuerza tiene como efecto, que en 
su movimiento, la partícula será constante­
mente ’golpeada’ en forma aleatoria, lo que 
la hará desplazarse de su posición de equili­
brio.

Considérese ahora una función no lineal 
para la fuerza F(z). Por ejemplo supóngase 
que F(z) contiene un término cúbico ade­
más del lineal, la ecuación de movimiento 
es

efe
dt = - kz Áflz3 (2.7)

(2 4 >dt y

donde z es la posición de la partícula.

Obsérvese que la forma de la ecuación (2.4) 
es idéntica a la parte deterministica de la

El potencial para el caso en el que k < 0 y 
ki > 0 aparece dibujado en la figura 1 .Los 
puntos de equilibrio están determinados por 
la condición dz/dt = 0, con lo cual se en­
cuentran tres soluciones, una inestable y dos 
estables.
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2.2.3 La Función de Distribución 
de Probabilidad y  
los Momentos del Proceso

La ecuación (2.3), se puede reescribir en 
términos del potencial así:

d x  d U

« ' ‘ a ¡  + (2-8)

Debido a la componente aleatoria en la 
ecuación (2.8) es imposible conocer la posi­
ción exacta de la variable x en un tiempo t. 
En cambio es posible determinar la función 
de probabilidad. Así, la densidad de proba­
bilidad P(x,t) de tener un valor x de la 
variable de estado en un tiempo t está dada 
por la ecuación de Fokker-Planck (véase 
Haken,1983).

d f \ x , t )  =  d O / P ( x t t ) )  ¿  á2P(x,l) ( 2-  
** 2 dx* 'd t d x

de probabilidad es una función de proba­
bilidad normal. Gn la figura 1 se puede 
observar el potencial y la función de pro­
babilidad para f(x) cúbica.

FIGURA 1.
Potencial y Función de Prob. 

para f(x) cúbica.

Al contar con la función de distribución de 
probabilidad de estado estable de la variable 
Pe(x) es posible determinar el valor de los 
momentos mediante integración, por ejem­
plo para el primer momento se tiene

Wl, dUcon U = -r— dx
E M  = í x P 0 ( X )  

D
(2.11)

La solución de estado estable de esta ecua- 
ci6nj*e(x), es

(2.10)

donde el factor de normalización Z está 
dado por

Z  =  í  e x p {  -  -% U(x) ] d x  
D ( f

donde D  es el dominio de variación de jr.

Es interesante resaltar el hecho de que en el 
caso de f(x) lineal la función de distribución

donde D es el dominio de variación de x.

2.2.4 Tiempo de Permanencia de 
la Variable en un Estado

Es de interés conocer por cuanto tiempo una 
partícula cuya posición es descrita por la 
ecuación de Fokker-Planck permanece den­
tro de una cierta región de x. Este problema 
ha sido denominado tiempo de escape sobre 
una barrera de potencial.

El tiempo medio necesario para que la va­
riable pase desde el punto a hasta un punto 
xo está dado por (véase Gardiner, 1985)
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El tiempo medio necesario para que la va­
riable pase desde el punto c hasta un punto 
x0 está dado por:

exPf~~l/exPt— dy (2.13)

Utilizando las anteriores ecuaciones es fácil 
determinar el tiempo medio necesario para 
que la variable pase del valor a al valor c y 
viceversa (figura 2).

De igual manera es posible determinar el 
tiempo medio necesario para que la varia­
ble, teniendo un valor dado, alcance otro 
valor cualquiera.

FIGURA 2. 
Potencial con dos modas.

2.3. Aplicación del modelo a las seríes 
hidrológicas

Los procesos climáticos de gran escala están 
constantemente afectados por perturbacio­
nes debidas a procesos de una escala más 
pequeña, que pueden ser consideradas fuer­

zas aleatorias tanto en el tiempo como en el 
espacio. Esto ha incentivado a varios inves­
tigadores a usar el modelo de ecuación dife­
rencial estocástica en el estudio de los pro­
cesos climáticos. (Véase: Hasselman 1976, 
Sutera 1979, Nicolis y Nicolis 1981, Rodrí- 
gucz-Iturbe et al. 1990, Demarée y Nicolis 
1990).

2.3.1 Elección del Modelo

Algunos argumentos útiles para la escogen- 
cia del modelo adecuado en este caso, han 
sido dados por anteriores estudios sobre el 
comportamiento climático global.

Enfield (1989) y otros investigadores han 
indicado que es posible considerar que la 
Oscilación del Sur (que refleja la interacción 
entre el océano y la atmósfera en el Pacífico) 
se mueve entre dos estados contrastantes: El 
Niño y La Niña.

La estrecha relación entre la Oscilación del 
Sur y el régimen de caudales y lluvias en el 
país (Hastenrath 1990, Aceituno 1988, Po- 
veda y Mesa 1993) induce a pensar en que 
también se puede considerar que estos últi­
mos varían entre dos estados coexistentes.

La función cúbica, como se ilustró antes, es 
la forma más simple de incluir en la ecua­
ción de evolución de un proceso la exis­
tencia de dos estados estables coexistentes; 
entonces, se utilizará esta función para el 
presente caso.

2.3.2 El Modelo Cúbico

Supóngase que la ecuación de evolución del 
proceso es
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—  =  - x 3 +X x2 -pJC + v + F (í) ( 2 . 1 4 )  

d t

Los parámetros X, p, u están relacionados 
con los tres puntos de equilibrio (a,b,c) me­
diante

A =a+b +  c, p - b c  + ca+ab, ( 2 . 1 5 )  

v = a b c

Se encuentra que el potencial U(x) está dado 
por:

Las soluciones estables (a,c) corresponden 
a los mínimos de U, mientras que la solución 
inestable b corresponde al máximo.

2.3.2.1 Determinación de los
Parámetros de la Ecuación

El problema ahora, consiste en determinar 
los parámetros de la ecuación de evolución 
partiendo de los datos históricos. Haciendo 
uso de las ecuaciones (2.15) se concluye que 
al determinar los parámetros a,b,c,q2, la 
ecuación del proceso queda definida. Dema- 
iée y Nicolis (1990) en la aplicación de este 
modelo de función cúbica a una serie de 
datos anuales de precipitación en el Sahel, 
determinaron los parámetros a y c como los 
promedios de la serie dividida en dos grupos 
de datos y encontraron los valores de los 
parámetros b, q2, y el parámetro de evolu­
ción temporal mediante Idealizaciones de la 
ecuación de evolución del proceso alrede­
dor de los puntos a y  c.

Este procedimiento sin embargo, tiene el 
inconveniente de no preservar la media, la

varianza, ni el coeficiente de correlación de 
rezago uno de la serie original.

Por la razón anterior, en el presente trabajo 
se adoptó un método diferente para la deter­
minación de los parámetros de la serie, mé­
todo que a continuación se describe.

Si se parte de la hipótesis de que existen dos 
estados estables, la función de densidad de 
probabilidad de la variable presentará dos 
modas, y el histograma de frecuencias de la 
serie histórica, que es la versión discreta de 
la función de distribución de probabilidad, 
debe mostrar a su vez la presencia de dichas 
modas (véase la figura 1). Estos valores 
corresponden a la ubicación de los puntos a 
y c. Existe un método cuantitativo para la 
determinación de las modas de una serie 
descrito por Press (1989) en el cual se hace 
uso de la teoría de los procesos de Poisson. 
Se remite al lector interesado en los detalles 
a dicha referencia.

Para la determinación de los parámetros b 
(punto de equilibrio inestable) y q2 (varianza 
de la fuerza aleatoria) se utilizará la condi­
ción de que con estos parámetros el modelo 
preserve la media y la varianza de la serie 
histórica. Para ello se evalúan“numérica­
mente las ecuaciones de la media y la va­
rianza y variando los valores de b y q2 (en 
un proceso de ensayo y error) se hallan los 
valores adecuados con los cuales se obtiene 
la media y la varianza de la serie histórica.

Estas ecuaciones no son lineales, por lo cual 
es posible que existan varias soluciones para 
b y q2. Un criterio para el ajuste es que la 
función de probabilidad del modelo teórico 
debe ser ’parecida’ al histograma de fre­
cuencias, o lo que es igual (pero que evita el 
problema de la discretización) que la fun­
ción acumulada de probabilidad del modelo 
sea ’parecida’ al histograma acumulado de 
frecuencias.
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Este modelo, con la función f(x) cúbica, se 
trató de aplicar a la serie de caudales men­
suales estandarizados de la estación RG8 de 
las EE.PP.MM. y a otras series de caudales 
y lluvias. Los resultados obtenidos no son 
buenos con respecto a las ’colas’ de la dis­
tribución por la siguiente razón: La ecua­
ción del potencial U(x) es de cuarto orden. 
De acuerdo a la ecuación (2.10) esta función 
de densidad de probabilidad tiene un decai­
miento de las colas muy rápido debido al 
orden de U(x), característica que está en 
desacuerdo con el comportamiento de las 
series de datos históricos estudiados en este 
caso. Por esta razón se decidió tomar una 
nueva forma para la función f(x).

2.3.3 La Función f(x) Compuesta

Si se adopta la suposición de que las colas 
de la distribución de los datos decaen según 
una función de distribución normal, esto 
significaría que en esas zonas el potencial 
U(x) es de orden dos y por lo tanto la 
función f(x) es de orden uno.

Se quiere responder entonces a la siguiente 
pregunta: ¿ Cómo conseguir un potencial 
que presente dos estados estables y que ten­
ga además una función de probabilidad con 
decrecimiento normal en las colas, sin nece­
sidad de añadir nuevos parámetros ?

La respuesta más simple está dada por un 
potencial como el mostrado en la figura 3., 
en el cual U(x) es de orden dos para valores 
menores que a, U(x) es de orden cuatro para 
valores entre a y c, y U(x) es de orden dos 
para valores mayores a c.

FIGURA 3.
Potencial Compuesto

Los parámetros adicionales se determinan 
exigiendo la condición de que el valor del 
potencial y su derivada sean continuos.

Sobre la naturaleza del decaimiento de las 
colas de la densidad de probabilidad en las 
series hidrológicas ha existido una gran dis­
cusión por parte de los investigadores (Man­
delbrot 1971). En este trabajo se hizo la 
suposición más ’simple’ asumiendo que este 
decaimiento ocurre de acuerdo a una distri­
bución normal. Sin embargo es claro que es 
muy fácil incluir en el modelo cualquier otra 
alternativa, simplemente variando el poten­
cial U(x).

Los parámetros a,b,c,q2 que definen la fun­
ción f(x) compuesta son los mismos que los 
de la ecuación cúbica explicados en el nu­
meral anterior y se determinan de igual for­
ma.

2.3.4 El Parámetro de
Evolución Temporal

La estructura de evolución temporal del pro­
ceso gobernado por la ecuación diferencial 
estocástica que se está estudiando está dado 
por la función de autocovarianza. La solu­
ción numérica de esta ecuación reviste una
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relativa dificultad y por ello se hará uso de 
la simulación para lograr que el modelo 
preserve el coeficiente de autocorrelación 
de rezago uno a una escala de tiempo deter­
minada.

Es decir, que el tiempo t del proceso de la 
ecuación 2.2 es una unidad que debe ser 
reescalada para que corresponda al tiempo 
/’ del proceso que se quiere modelar.

Esto es : cot=t’

lo que significa que o) unidades de tiempo 
del proceso original corresponden a una uni­
dad de tiempo del proceso que se modela.

La determinación del parámetro © se hace 
generando series con diferente valor de t \  
hasta encontrar que los datos generados pre­
senten un valor de autocorrelación de rezago 
uno igual al histórico.

2.3.5 Uso del modelo
para generación de series

Para generar series de datos con el modelo 
se requiere resolver numéricamente la ecua­
ción de evolución del proceso. Se utilizó el 
método de Euler, que además de ser el más 
simple, permite encontrar resultados ade­
cuados si el intervalo de solución es peque­
ño.

La ecuación anterior en diferencias queda

Xt+At=Xt + Át &x ) + At c (0  (2.17)

donde eft^Aí^qWit) con W(t) un ruido 
blanco con media cero y varianza 1. La 
‘lectura’ de los datos se hace cada tai. Es

decir que si bien la ecuación (2.17) se resuel­
ve cada At, sólo interesan los valores de la 
variable cada o)t

2.4. Aplicación del modelo

2.4.1 Criterios de Evaluación de
los Resultados de la Aplicación 
del Modelo

Es importante evaluar las series de datos 
obtenidas al aplicar el modelo.

Para ello se consideraron los siguientes as­
pectos:

Características Relacionadas con Eventos 
Extremos: Se determinaron los principales 
parámetros de las excursiones de la variable 
relacionadas con las sequías y con los exce­
sos, o en forma más general, con las carac­
terísticas de las excursiones del proceso 
aleatorio por encima o por debajo de un 
valor límite.

Características Relacionadas cojt el Alma­
cenamiento: Otra característica de interés de 
las series es la relacionada con el almacena­
miento. Los primeros trabajos en esta área 
fueron hechos por Hurst (1951) y sus resul­
tados dieron lugar al hoy llamado fenómeno 
de Hurst.

Se determinó el rango reescalado de las 
desviaciones de la media acumuladas.

Espectro de Potencias: En el estudio de 
series de tiempo es muy importante la deter­
minación de la presencia de comportamien­
tos cíclicos. Para ésto es útil el uso del 
espectro de potencias. En el presente trabajo
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se determinó el espectro de potencias por el 
Método de Máxima Entropía (M.E.M.). 
(véase Press 1989).

2.4.2 Aplicación del Modelo a la Serie 
de Caudales de la Estación 

Rio grande-RG8.
Se aplicó el modelo de ecuación diferencial 
estocástica planteado, al estudio de la serie 
de caudales mensuales de la estación RG8 
(rio Riogrande) de las Empresas Públicas de 
Medellín. Dicha estación cuenta con regis­
tros entre los años 1942 y 1993 y puede 
considerarse una de las mejores series de 
datos del país en cuanto a calidad de la 
información y extensión del periodo de re­
gistro. Con el fin de eliminar el ciclo anual 
se estandarizó la serie.

El histograma de frecuencias dé la serie se 
muestra en la figura 4. La traza histórica se 
muestra en la figura 5.

FIGURA 4. Histograma de frecuencias 
de la serie de caudal mensual están* 

darizado. Estación RG8.

Tiempo (afta)

FIGURA 5. Serie histórica de caudal 
mensual estandarizado Estación RG8.

Los parámetros del modelo obtenidos para 
la serie de datos de la estación RG8 son los 
siguientes:

a- -0.4, b=1.2, c=1.7, q2 = 1.23, co = 0.8

se encontraron los tiempos medios de tran­
sición entre estados con los siguientes resul­
tados.

T’(a —ye) = 14.3 meses y T’ (c -*a)=4.8 
meses

Al igual que se observa en la serie histórica, 
estos valores indican que estando en período 
de sequía el tiempo medio de transición 
hacia un período húmedo es mayor que el 
tiempo medio para pasar de una época hú­
meda a una seca.

El potencial y la función de probabilidad se 
muestran en la figura 6.

Una traza generada mediante el modelo se 
muestra en la figura 7.
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Figura 6. Potencial y Función de Prob. 
de los caudales de la estación RG8.
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Fiango Escalado
EDE ARTL

Promedio 62.66 57.30

Desviación
estándar

15.21 12.07

10 15 70 25 50 55 40 45 50 55

El valor de este parámetro en la serie histó­
rica es 69.56, por lo cual se observa que el 
resultado del método de la EDE es preferible 
al del ARTL.

Aunque el modelo de EDE puede reproducir 
ciertas frecuencias en particular, el presente 
estudio no permitió concluir claramente las 
posibilidades del modelo en este sentido.

Se aplicó este modelo a otras series de cau­
dales (por ejemplo al Río Tenche) y a series 
de precipitación (precipitación en el embal­
se el Peñol). Los resultados obtenidos con- 
cuerdan con los obtenidos para la serie de 
caudales de la estación RG8 y señalan que 
el modelo presenta ventajas sobre un mode­
lo autorregresivo con transformación loga­
rítmica.

FIGURA 7. Serie generada con el 
modelo E.D.E. (parámetros de la 

estación RG8).

La aplicación señaló que los principales pa­
rámetros de eventos extremos (como valor 
esperado de la longitud de la excursión, 
volúmenes de excursión, número de excur- 
siones,etc) son representados adecuadamen­
te por el modelo.

Se encontró el rango reescalado de las series 
de igual longitud a la histórica generadas por 
el modelo. Los resultados se muestran a 
continuación al igual que los resultados ob­
tenidos utilizando un modelo AR(1) discre­
to con transformación logarítmica (ARTL).

3. MODELO AUTORREGRESIVO 
DEPENDIENTE DEL REGIMEN

3.1 INTRODUCCION

Los modelos autorregresivos lineales pre­
sentan diversas limitaciones para el estudio 
de ciertos comportamientos no lineales que 
se observan en los datos. Por ejemplo no 
permiten representar procesos en los cuales 
las propiedades estadísticas, dependen de un 
proceso externo que afecta la variable de 
interés.

Diversos estudios muestran que el régimen 
hidrológico Colombiano está claramente li-
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gado a variaciones macroclimáticas y entre 
ellas principalmente con la Oscilación del 
Sur, de la cual el Indice de Oscilación del 
Sur (IOS) es un buen indicador (Hastenrath 
1990, Aceituno 1988).

Por ello es interesante explorar la posibili­
dad de que las series de precipitación y 
caudal en Colombia tengan propiedades es­
tadísticas dependientes del estado que pre­
sente esta variable macroclimática.

El propósito de este estudio es investigar la 
aplicación de una clase de modelos de series 
de tiempo no lineales que ajustan su media 
y sus propiedades estocásticas dependiendo 
del estado de una variable que se considere 
influyente en el comportamiento del fenó­
meno.

Esta clase de modelos llamados "Modelos 
autorregresivos dependientes del régimen 
(RAR)" son una extensión de los modelos 
autorregresivos lineales (AR).

3.2. DESCRIPCION DEL MODELO

Los modelos autorregresivos dependientes 
del régimen (RAR) son una clase de mode­
los no lineales, propuesto inicialmente por 
Tong (1983) quien los denominó ’ threshold 
models’.

La idea básica consiste en una serie {Xt} 
cuyos parámetros varían de acuerdo a los 
valores de un número finito de valores pa­
sados de Xt, o de acuerdo a un número finito 
de valores pasados de una serie asociada
{Yt}-

Por ejemplo el modelo RAR(2,1) está dado 
por:

V a ? - * ® * » -  1+««® s i  X t - i * r

Donde [et(l)], [et(2)] , son procesos de ruido 
blanco a(1), a , son constantes y r  es una 
constante llamada ‘límite del régimen’.

Este modelo es simplemente el uso de una 
de dos ecuaciones de procesos AR(1) de­
pendiendo de si la variable Xt está por 
encima o por debajo del valor límite r, en la 
etapa anterior. Este modelo se puede exten­
der a un modelo de 1 regímenes y k términos 
de regresión RAR(l,k).

El modelo RAR(1,1) puede considerarse una 
aproximación lineal por tramos al modelo 
general no lineal de primer orden

Xt = X(Xt_l)+et (3.2)

Donde X es alguna función no lineal.

3.2.1 Proceso RAR Instrumental

Tong (1983) ha extendido los modelos de­
pendientes del régimen para incluir los ca­
sos en donde el cambio entre los grupos de 
parámetros está determinado por un valor 
pasado de un proceso asociado [F<], en vez 
de estarlo por un valor pasado de [JTJ.

Cuando sólo se tienen dos regímenes y a 
cada uno de ellos se ajusta un modelo 
AR(1), el modelo toma la forma

y  _/,(!) . « i1)v ^(i> ci VX f -flo  +£ i Xt-i et S1 t̂-d r
Y  - J 2K ^ Y  ^  ci V  s r  ( 3 -3 )Xf=flo +aí A,.,+C( si Yt_dzr

La variable externa {F<} es normalmente 
otra serie de tiempo estocástica; cuando esta 
variable índice cruza ciertos límites, los pa­
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rámetros del modelo AR que gobiernan la 
evolución de la serie de tiempo modelada 
cambian. El cambio en los parámetros pue­
de producirse luego de un cierto tiempo de 
rezago d.

La serie que se utiliza como índice debe 
estar ligada mediante algún mecanismo físi­
co a la serie que se está modelando, de tal 
manera que se justifique suponer que en 
realidad su estado tenga un efecto importan­
te sobre el comportamiento de la serie de 
interés.

3.2.2 Estimación de los parámetros

Dado un grupo de datos de una serie {A/}, se 
puede ajustar un modelo RAR(1 Je) haciendo 
separadamente el ajuste de cada uno de los 
1 modelos AR(k) para cada subconjunto 
apropiado de observaciones. Este ajuste 
puede realizarse mediante el método de 
mínimos cuadrados en la misma manera que 
se hace para el ajuste de un modelo AR 
lineal.

Para la determinación de los parámetros es­
tructurales del modelo, es decir el parámetro 
de rezago d, las regiones {R(J)} que señalan 
los distintos regímenes y el orden ki,...4cj, 
Tong propone un método que se basa en el 
Criterio de Información de Akaike (AIC) y 
que consiste en buscar la combinación de 
parámetros que produce el mínimo valor del 
AIC.

3.2.3 Determinación de los
Coeficientes de las Ecuaciones

En este trabajo la atención se concentró en 
el modelo RAR definido por la ecuación
(3.1) y en el modelo RAR Instrumental de­
finido por la ecuación (3.3). Es decir los 
modelos que presentan dos regímenes en 
cada uno de los cuales la variable se modela

mediante un proceso AR(1) (procesos mar- 
kovianos).

El interés ahora radica en la forma de definir 
los parámetros a de las ecuaciones (3.1) y
(3.3) de tal manera que los modelos sean 
estacionarios de orden dos.

Para ello nótese la similitud entre los mode­
los RAR y los modelos estacionales. Tho­
mas y Fiering (1971) plantearon un modelo 
AR(1) con coeficientes variables para con­
siderar la estacionalidad de las series. Este 
modelo es conocido como modelo autorre- 
gresivo univariado estacional de rezago uno 
y tiene la siguiente forma

donde

es el valor del proceso en el tiempo t en 
la estación j.

Pj es el coeficiente de correlación de rezago
1 entre las estaciones j y j-1.

pj es el valor medio en la estación j.

<jj es la desviación estándar en la estación j.

W# es una variable normal con media cero y 
varianza 1.

Aplicando este modelo a cada uno de los 
regímenes se encuentra que la ecuación
(3.1) toma la forma

(3.5)

.O)
*•=^  + + o«0«  - ( P l ' W ’ si X,.,<r

°<-i

+ p*4r(X'-. - si X,_^r
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donde el superíndice (.) indica que estos 
parámetros se estiman para los valores con­
dicionados al régimen.

El planteamiento para el modelo RAR Ins­
trumental de la ecuación (3.2) es idéntico, 
con lo cual se obtiene el modelo

(3.6)

X, = ni» ♦ P ^ * - '  -  O  + - ü W * ®

si W

x,= - & + - i p f Wf
° t -1

si Y , ^ r

3.3 RELACION ENTRE 
LOS MODELOS RAR 
Y LOS PROCESOS 
MARKOVIANOS CONTINUOS

El modelo RAR(2,1), dado por la ecuación
(3.1) y el modelo RAR Instrumental(2,l), 
dado por la ecuación (3.3), son procesos en 
tiempo discreto. La variación de sus pará­
metros de acuerdo al valor de variable indi­
cadora del régimen puede asimilarse con la 
existencia de dos condiciones de evolución 
coexistentes. (idea similar a la utilizada en 
el planteamiento del modelo de la Ecuación 
Diferencial Estocástica, véase el numeral 2).

Teniendo en cuenta la relación entre los 
procesos en tiempo discreto y en tiempo 
continuo, la versión continua del modelo 
RAR(1,2), dado por la ecuación (3.1), ten­
dría un potencial con la forma mostrada en 
la figura 8.

El proceso (o la partícula) se mueve sobre el 
potencial de la izquierda si Xui > r y sobre

el potencial de la derecha si Xt.¡ < r. Nótese 
que en este caso la escala de evolución 
temporal de la variable (determinada por el 
coeficiente de correlación) varía al pasar de 
un potencial al otro.

El modelo RAR Instrumental tendría, en su 
versión continua, el potencial mostrado en 
la figura 9.

El paso del proceso de un potencial al otro 
está determinado por la variable externa Ym 
que hace ’saltar’ la partícula (o el proceso) 
de un potencial al otro. Al igual que en el 
caso anterior la escala de evolución tempo­
ral varía en cada potencial.

Esta analogía ilustra la relación entre los 
procesos continuos descritos por la Ecua­
ción Diferencial Estocástica (numeral 2) y 
los procesos RAR.

Figura 8. Analogía del potencial 
para un modelo RAR
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I

Figura i  Analogía del potencial para un 
modelo RAR Instrumental

3.4. APLICACION DEL MODELO 
A ALGUNAS SERIES

Este tipo de modelos han sido utilizados 
para el estudio de diferentes clases de series. 
Tong (1980) las propuso para el análisis de 
series de caudales. Además, han sido utili­
zadas con algún éxito para modelar la serie 
de datos del número de manchas solares, y 
otras series que presentan un comporta­
miento no lineal.

El modelo RAR instrumental fue aplicado 
por Zwiers y Von Storch (1990) al modela- 
miento de la oscilación del sur.

Para la evaluación de los resultados de la 
aplicación del modelo se utilizaron los mis­
mos criterios que en la evaluación del mo­
delo de Ecuación Diferencial Estocástica:

Características Relacionadas con Eventos 
Extremos

Características Relacionadas con el Alma­
cenamiento

Espectro de Potencias

Además se compararon los resultados con 
los obtenidos mediante un modelo autorre- 
gresivo de orden uno al cual se le hace la 
transformación logarítmica (que es el méto­
do más utilizado para el modelamiento de 
series de caudales y lluvias).

Aplicación del Modelo a la Serie de 
Datos de Caudal de la Estación RG8

Los modelos RAR Instrumental y RAR se 
aplicaron a la serie de caudales mensuales 
de la estación RG8 (Riogrande) de las Em­
presas Públicas de Medellín.

Aplicación del modelo 
RAR Instrumental

Según se mostró en la ecuación (3.3) el 
modelo RAR instrumental utiliza una varia­
ble externa para determinar el régimen en el 
cual se encuentra la variable en estudio.

En este caso se utilizó como variable externa 
la serie del IOS (Indice de Oscilación del 
Sur, definido como la diferencia de presio­
nes normalizadas entre Tahití y Darwin)con 
promedio móvil 5 meses, que es un índice 
de la oscilación del sur, la cual hí mostrado 
tener una estrecha relación con los valores 
de los caudales y lluvias en el país (Hasten- 
rath 1990, Aceituno 1988).

El espectro de potencias de la serie mensual 
del IOS, determinado mediante el método 
de máxima entropía, presenta los valores 
máximos (usando 100 polos) en las frecuen­
cias f=0.016 (correspondiente a 5.2 aflos) y 
f=0.034 (correspondiente a 2.4 años). Utili­
zando 20 polos se obtiene un valor máximo 
en la frecuencia f=0.015 (correspondiente a
5.5 años). Existe una clara relación entre 
estas frecuencias y las de la serie de caudales 
históricos de la estación RG8 (figura 10).
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FIGURA 10. Espectro de potencias de la serie 
de caudal mensual estandarizado. Estación RG8

Se hizo la aplicación del modelo descrito 
por la ecuación (3.3) asumiendo que es su­
ficiente el ajuste de modelos AR( 1) para los 
diferentes regímenes. Además se supuso 
que solamente existen dos regímenes.

Entonces el modelo RAR Instrumental se­
gún la ecuación (3.6) tiene la siguiente for­
ma:

X,=0.9 +0-57(y ^ )M (*,-> -0-*4)+[105(l -0^7í)]a5í, 

si rt_,¿o.4

*02») ♦ [0.61 (1 -0.53J)]°J*t 

si r,_j<o.4

donde e(t) es un ruido blanco de media cero 
y varianza unitaria.

Con el modelo se generaron varias series de 
datos. Una traza de estas se muestra en la 
figura 11, El espectro de potencias de otra 
serie se muestra en la figura 12.

Aplicación del modelo RAR

El ajuste del modelo RAR a la serie de 
caudales de la estación RG8 tiene como se 
indica en las ecuaciones página siguiente.

Una traza generada con el modelo se presen­
ta en la figura 13, el espectro de potencias 
de otra traza se muestra en la figura 14.

*,= -0.3+0.53
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FIGURA 11. Serie generada con el modelo RAR Instrumental 
(parámetros estación RG8)

0 .0 5  0.1 0 .1 5  0 .2  0 .2 5  0 .3

100 Polos-------5 0 0  Polos

FIGURA 12.Espectro de potencias (M.M.E) 
de serie de 20000 datos generada con el modelo 
RAR Instrumental (parámetros estación RG8)

X,=0.83 .0 .4 6 ^ j  (X,.r 1.19W 1.06(l -O.*?)!“ «, 

SÍ * ,.,* 0 .3  

X t -  -0.37 +0-3 9 ( ^ p X<-t +054M 0-5 O 

SÍ X,.J<0.3
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FIGURA 13. Serie generada con el modelo RAR 
(parámetros estación RG8)

Frecuencia

------100 Polos -------  500 Polos

FIGURA 14.Espectro de potencias (M.M.E.) de serie de 20000 datos 
generada con el modelo RAR (parámetros estación RG8)
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Estos modelos se aplicaron también a otras 
series de caudales y a series de precipita­
ción.

En general muestran un adecuado desempe­
ño en la reproducción de las principales 
características de eventos extremos de los 
valores observados en la serie histórica.

Los valores del rango reescalado de las se­
ries de longitud igual a la histórica genera­
das con los distintos modelos se muestra a 
continuación:

RAR
In-

strumen­
tai

RAR ARTL

Promedio 60.76 61.81 57.30

Desviación
estándar

15.84 17.90 12.07

Donde ARTL corresponde al modelo AR( 1) 
con transformación logarítmica.

Teniendo en cuenta que el valor de este 
parámetro de la serie histórica es 69.56 se 
concluye que los modelos RAR producen 
valores más cercanos al histórico que el 
modelo ARTL.

Este resultado tiene importantes implicacio­
nes en la determinación de los volúmenes 
necesarios para la regulación de los cauda­
les.

Los modelos reproducen también adecuada­
mente la forma de la distribución del histo- 
grama de frecuencias de la serie histórica.

4. CONCLUSIONES

El desarrollo de este trabajo permite sacar 
las siguientes conclusiones de tipo general:

Los modelos para el estudio de series 
temporales no lineales presentan carac­
terísticas interesantes que los diferen­
cian de los modelos lineales y que los 
hacen apropiados para el estudio de los 
procesos hidrológicos, ya que éstos ex­
hiben ciertos comportamientos que no 
pueden ser representados por los mode­
los lineales.

El régimen hidrológico colombiano es­
tá claramente ligado a ciertas variables 
macroclimáticas. De allí que la com­
prensión de esta relación sea de gran 
importancia para conseguir un adecua­
do aprovechamiento del recurso hi­
dráulico en el país.

Los dos tipos de modelos acá tratados 
brindan una representación más ‘intui­
tiva’ de la evolución de los procesos 
climáticos que la obtenida al realizar 
una transformación logarítmica de los 
datos.

La existencia de dos estados coexisten- 
tes en la evolución de algunos procesos 
climáticos estrechamente relacionados 
con la climatología colombiana han si­
do señalados por varios investigadores.

Los dos modelos planteados reprodu­
cen adecuadamente las principales ca­
racterísticas de las series históricas de 
lluvias y caudales. En especial las rela­
cionadas con los eventos extremos y las 
características para almacenamiento de 
la serie de caudales.

Acerca del modelo de Ecuación Diferencial
Estocástica se concluye:

El modelo es útil para representar varia­
bles que evolucionan entre estados es­
tables.
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Mediante él es posible preservar las 
principales características estadísticas 
de la serie (media, varianza, coeficiente 
de correlación de rezago uno, forma del 
histograma de frecuencias) y reprodu­
cir adecuadamente los eventos extre­
mos. Permite encontrar, en términos es­
tadísticos, el tiempo de transición de la 
variable de un valor a otro.

Los datos de caudal generados median­
te el modelo presentan condiciones más 
desfavorables para estudios de almace­
namiento que los obtenidos con el mé­
todo usual de realizar una transforma­
ción logarítmica de un autorregresivo 
lineal, lo que conduciría, en caso de ser 
utilizados, a realizar obras con un crite­
rio más conservador.

Si bien la estimación de los parámetros 
planteada, entraña elementos arbitra­
rios, la metodología supera las dificul­
tades señaladas de la metodología de 
Demarée y Nicolis (1990).

Las conclusiones sobre el modelo RAR son:

Los modelos RAR y RAR Instrumental 
reproducen aceptablemente las caracte­
rísticas estadísticas de interés de las 
series en cuestión. En especial las rela­
cionadas con eventos extremos (núme­
ro de eventos, longitud etc.).

Las series generadas mediante estos 
modelos producen condiciones más crí­
ticas para efectos de almacenamiento 
que las obtenidas mediante un modelo 
autorregresivo lineal con transforma­
ción logarítmica.

Los modelos RAR Instrumental repro­
ducen en forma clara las frecuencias 
presentes en la serie histórica, como

consecuencia de la relación que se esta­
blece con la variable índice. Esta es una 
característica interesante que no pueden 
reproducir los modelos autorregresivos 
lineales.

Este modelo se puede considerar una 
regresión lineal por tramos de la serie 
original. Se observó que reproduce bien 
la forma del histograma de frecuencias 
de la serie de datos original, mostrando 
la asimetría típica de los histogramas de 
las series de caudales y lluvias.
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