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RESUMEN.

En el este artfculo se presenta el desarrollo matemético y la solucién numérica de un modelo
tridimensional que permite simular el avance de un frente salino en aguas claras.

Se presentan las ecuaciones generales del modelo (las ecuaciones de Reynolds) y con base en
la suposici6n de distribucién hidrostética de presiones y densidad variable, se presentan los
detalles de la integraci6n de los términos de presion de estas ecuaciones. Se describe, ademd4s,
el modelo de turbulencia utilizado para la simulacién de las tensiones de Reynolds.
Con estas ecuaciones, la ecuacién de conservacién de masa y la condici6n cinemética en
la superficie libre se obtiene el campo de velocidades. La ecuacién de conveccién-difusi6n se
utiliza para la simulacién del transporte de la concentraci6n salina. La densidad del
fluido, se obtiene mediante funciones empfricas que la relacionan con la concentraci6n
salina y la temperatura del medio (asumida constante en este trabajo).

Suponiendo que el avance del frente salino es més lento que el fenémeno hidro-dindmico,
las ecuaciones hidrodindmicas y la ecuacién de conveccion-difusién se solucionan
desacoplada-mente asf: el flujo se asume constante mientras se soluciona la ecuaci6n de
difusién para la salinidad. Una vez conocida la concentracién salina, se utilizan relaciones
empfricas para el cdlculo de la densidad del fluido y se obtiene entonces el campo de flujo de
las ecuaciones hidrodindmicas.

Finalmente, se describe en forma general la técnica del elemento eficiente utilizada para la
solucién numérica de las ecuaciones y se presenta un ejemplo de aplicacién.
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1. ECUACIONES DE REYNOLDS

Las ecuaciones de Reynolds, suponiendo distribucién hidrostdtica de presiones, en un sistema
cartesiano de coordenadas toma la forma:

Ecuacién de Momentum en direccién X:
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Ecuacién de Momentum en direccién Y:
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Donde:

x, ¥, z : Coordenadas espaciales en direcciones Oeste-Este, Sur-Norte, y la Vertical.

u,v,w : Componentes del vector velocidad en direcciones x, y, z respectivamente.

P : Presion.

p : Densidad.

Ty : Tensor de esfuerzos (incluye efectos viscosos y tensiones de Reynolds).

La ecuacién de Momentum en direcci6n z se reduce a la condici6n de distribucién hidrost4tica
de presiones bajo la suposicién de tener velocidades y aceleraciones verticales menores que
sus andlogas en las dos direcciones horizontales.

La componente vertical de la velocidad se obtiene por integracién directa de la ley de
conservacién de masa para fluidos incompresibles:

rou 9
wz) = W, - {(;" . 3:-)4, 3)

donde w, es la velocidad al nivel z,

Con el propésito de incluir el avance de frentes de fluidos de densidades diferentes (un
frente salino, por ejemplo), los gradientes de presiones en las ecuaciones (1) y (2) se
calculan a partir de la suposicién de distribucion hidrostitica de presiones y considerando
la densidad variable. A continuaci6n se presentan los detalles de dicho desarrollo.
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La distribucién hidrostética de presiones con densidad variable se escribe (de la ecuacin de
momentum en la direcci6n vertical):

opP
L. @
0z

o, integrando

4
P -P =g [pds (5)

donde £ es la cota de la superficie libre, y z es el nivel al cual se busca la presi6n. El
gradiente de presiones se obtiene, entonces, de la siguiente manera:

1 P 1 9P,
(6)
p ox
donde P, =0 (presi6n atmosférica)
Para integrar la ecuacion (6), se utiliza la regla de Leibniz que se escribe de la forma:
¢
[:13 on
dz = —|udz - u +u— 7
f f Yxr Mox ™
Aplicando la regla de Leibniz a la ecuacion (7), se obtiene:
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donde el término gz; se ha despreciado. De manera andloga, el gradiente de presiones en la

ecuacion de momentum en direccién Y toma la forma:
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Los términos del tensor de esfuerzos t; en las ecuaciones de momentum, se manipulan de la
siguiente manera:
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Este tensor de esfuerzos incluye los efectos viscosos y los efectos de las tensiones aparentes
(tensiones de Reynolds) obtenidas de la descomposicion de Reynolds que se hace a las
ecuaciones de Navier-Stokes. Las tensiones de Reynolds se simulan mediante la
aproximacién de Boussinesq en términos del coeficiente de turbulencia ("eddy viscosity"),
y de los gradientes de las velocidades Yel flujo principal. Es importante recalcar en este
punto que el coeficiente de turbulencia es una propiedad del flujo y no del fluido,
requiriéndose, entonces, de ecuaciones adicionales para su evaluacién. Teniendo en cuenta
estas consideraciones, el tensor de esfuerzos se escribe de la siguiente manera:

T ou
P ( o * V) ox ( a)
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donde v es la viscosidad cinemdtica del fluido; E,, E, y E, son los coeficientes de
turbulencia en las direcciones X, Y, y Z, respectivamente; n es la cota de la superficie
libre, y g es la aceleraci6n de la gravedad.

Para simular el efecto del viento que actia sobre la superficie libre, se utiliza una expresi6n
empfrica (ver por ejemplo Bloss et all, 1987) de la forma:

tn = Co Wx vwxz + Wyz (13)

1, = C W, W2+ W} (14)

donde C, = 1.3 x 10 es una constante empfrica, W, y W, son las velocidades del viento
a una altura de 10 m. sobre la superficie libre del agua.

Los coeficientes de turbulencia para aguas claras se determinan mediante las siguientes
ecuaciones (ver Toro, 1994):

412 [1-%
E, xh(u’)[h) [1 h) (15)
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Con la ecuacioén (15), se calcula el coeficiente de turbulencia suponiendo que la turbulencia
es generada en el fondo y fue comprobada experimentalmente por Nezu and Rodi, 1986.
Con las ecuaciones (16) y (17) el coeficiente de turbulencia se calcula suponiendo que hay
una balance entre los términos que representan la produccién de energfa cinética de
turbulencia y su tasa de disipacién y fue propuesto por el Dr. Eddy Langendoen en su tesis
doctoral (Langendoen, 1992).

Debido a los efectos de posible estratificacion, los coeficientes de turbulencia se deben
modificar en funcién del nimero de Richardson, R, el cual tiene en cuenta las diferencias

de densidad en el flujo. Esta funcin se obtiene empfricamente con mediciones de campo.
Bloss et al, 1988 proponen la siguiente expresi6n calibrada para el mar del Norte:

E=-EF® =-E[(l+3R" (18)

donde E, es el coeficiente de turbulencia para aguas claras. El nimero de Richardson se
calcula mediante la expresion:

e
(2)(2)(2)

La cota de la superficie libre se obtiene de la ecuacién de conservacién de masa integrada a
lo largo de la profundidad (ver ASCE,1988):

an-E) , -0 , dn-BW _

20
ot ox dy @0
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El sistema de ecuaciones presentado en los pérrafos anteriores se resuelve numéricamente
para las variables u, v,w y n.

Las variaciones de la densidad de fluido se tienen en cuenta al considerar las variaciones de
la concentraci6én salina (en Partes Por Mil), variaciones que se calculan resolviendo la
ecuacién de conveccién-difusién;

de , 8(ue)  8(ve) , 3we) _ 3 g B +i(x2€ +i(x£] 23)
o ox oy o8z ox\ “ex) ay\ Toy) az\ ‘o=

donde K,, K, y K, son los coeficientes de difusién en las direcciones x, y, y z res-
pectivamente. Estos coeficientes de difusién se relacionan con los coeficientes de
turbulencia para aguas claras mediante una funcién empfrica del nimero de Richardson
(ver Bloss et al 1988) asf:

K=E GR)=Ef1+3R> (24)

Finalmente, la densidad del fluido se obtiene como una funcién empfrica de la
concentracion salina y la temperatura. Bloss et al, 1988 proponen la siguiente expresién:

p-po(l-[7(T-T‘)-7S(k]IO") 25)

donde p, = 999.972 kg/n'? es la densidad del agua clara a la temperatura T, = 4°C.

Las f6rmulas empfricas descritas arriba fueron tomadas de un trabajo especifico
desarrollado para el Mar del Norte. Es claro que la aplicabilidad de estas férmulas en
nuestro medio es cuestionable. Su utilizacién en este caso se justifica ante el hecho de no
haber informacién disponible en nuestro medio para obtener los pardmetros aplicables al
caso particular del sistema deltaico de la Ciénaga Grande de Santa Marta.

2. SOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES

Las ecuaciones presentadas en el numeral anterior se solucionan mediante la técnica de
Elemento Eficiente. Por medio de esta técnica, el dominio de célculo se divide en hexaedros
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de 27 nodos. Las variables independientes y dependientes se interpolan mediante funciones
espaciales (funciones hfbridas). Una vez realizada esta interpolacién, se minimiza el error
localmente (método de la colocacién). De esta manera se transforma el sistema original de
ecuaciones diferenciales parciales en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias cuya
dnica variable independiente es la coordenada temporal. La solucién en el tiempo se logra
utilizando el esquema de Lax-Wendroff modificado. Para mayores detalles acerca de la
solucién numérica, referirse a la tesis Doctoral del autor (Toro, 1994)

3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL MODELO 3D

En este capftulo se presentan los resultados de la aplicacién del modelo 3D. En este caso se
corrié el modelo para un canal recto de 500 m. de longitud (direccién Oeste - Este) y de ancho
100 m. Los resultados de tres casos se presentan en este artfculo. En el primer caso, se simula
un frente salino que entra por la frontera Oeste. El segundo caso simula el mismo frente salino
que en el primer caso con la diferencia de considerarse la accién del viento en la direccién del
flujo. El tercer caso es similar al segundo con la diferencia de considerar la accién del viento
en direccién contraria a la direccién del flujo. Los pardmetros utilizados para correr el modelo
son:

NLEV= 7 (nimero de niveles en direccién vertical)

COEFTUR= 1.0 (E,=E,: Turbulencia isotrépica plano horizontal)

TURHV= 1.0 (E,=E, = E, Turbulencia isotrépica completa)

COEFWALL= 1.0  (paredes completamente lisas)

ITUR= 2 (E,, E, y E, calculados segiin ecuaciones (16) y (17)

IBOUN= 0 (paredes completamente lisas)

ITSAL= 2000 (ndimero de intervalos de cédlculo para salinidad con
campo de velocidades constante)

ITHYD= 1000 (ndmero de intervalos de cdlculo para flujo con sali-
nidad constante)

TSCALE= 2.0  (relacién entre intervalo de cdlculo para salinidad
y el para campo de velocidades)

CWIND= 1.0E-05 (coeficiente de friccién para accién del viento)

WINDX= 0.0 (no viento); 2.0(viento) y -2.0

WINDY= 0.0

DT= 0.03 s. (intervalo de célculo para el campo de velocidades)

El modelo se "calent" con perfiles logaritmicos de velocidad impuestos como condicién de
borde a la entrada del canal y corriendo el modelo hasta alcanzar el estado permanente (40
min. de simulacién). En las Figuras 1 a 3 se muestran los perfiles verticales de las tres
componentes de la velocidad a lo largo de las secciones Y = - 20.0 m, Y = 0.0 m (eje del
canal) y Y = 20.0 m. En estas figuras se aprecia claramente la simetrfa de la solucién numérica
asf como el estado de flujo permanente alcanzado al final del tiempo de simulaci6n.
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Una vez "calentado” el modelo se procedi6é a correr el avance de la cuiia salina para tres
casos: Flujo en el canal sin viento, flujo con viento actuando en la superficie libre en la
direccién del flujo y flujo con viento actuando en la superficie en direccién contraria a la
direccion del flujo. La cuiia salina se simul6 como un frente de concentraciones (constante a
lo largo de la vertical) impuesto como condicién de borde en la seccién de entrada al canal (X
=0.0 m).

En las Figuras 4 a 7 se muestran los perfiles verticales de las tres componentes de la
velocidad y el de concentracién salina después de 40 minutos de simulacién. Los perfiles
verticales se presentan a lo largo del eje del canal para diferentes secciones (X =0.0m, X =
125.0 m, X =250.0 m, X =375.0 m, y X =500.0 m). Se nota claramente de estas figuras que
la cuiia salina ha pasado completamente por todo el dominio (se ha mezclado toda el agua
salada). Las variaciones en el tiempo, para un punto sobre el eje del canal y a la salida de éste,
de los perfiles verticales de las tres componentes de la velocidad y el de concentracién salina
se muestran en las Figuras 8 a 11. Obsérvese en estas figuras la accién del viento actuando en
la superficie libre.

4. CONCLUSIONES

Se han obtenido las ecuaciones que permiten simular el avance de un frente salino en un medio
de aguas claras. Dichas ecuaciones se obtienen a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes, a
las cuales se les hace el tratamiento especial de considerar la densidad variable. El efecto de
la densidad variable se incluye explicitamente en los términos de presi6n. La suposicién fuerte
de esta metodologfa estd en considerar que el medio aguas arriba y el medio aguas abajo de
frente salino se encuentra bien mezclado. Adicionalmente, se consider6 la posibilidad de
simular los efectos de vientos. El frente salino se simula mediante la ecuacién de convecci6n-
difusién para obtener el valor de la concentraci6n salina, valor que a su vez se utiliza para
obtener la densidad de fluido mediante la utilizacién de una ecuacién empirica.

Como ejemplo de aplicaci6n, se escogi6 la simulaci6én del avance de un frente salino en un
canal de 500 m de largo por 100 m. de ancho. Los resultados del modelo se muestran
coherentes y consistentes. No se hizo la comparacién con datos experimentales pues no se
tenfan a disposicioén a la fecha.

Con respecto a la solucién numérica del modelo, se puede decir que ésta a la fecha se hace
ineficiente, especialmente en lo referente al esquema utilizado para la integracién de las
ecuaciones en el tiempo. En la actualidad, el autor conjuntamente con un grupo de profesores
de las Facultades de Minas y de Ciencias ha presentado una solicitud a COLCIENCIAS para
mejorar el modelo: se propone utilizar un esquema de soluci6n implicito en la vertical y dejar
la solucién explicita en el plano horizontal. De esta manera se busca hacer depender el
intervalo de cdlculo de la malla horizontal e independizarlo de la distribucién de la malla en
la direcci6n vertical.
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Figura 1. Perfiles Verticales de la Componente Longitudinal de la Velocidad

a lo Largo de las Secciones Y =-20.0 m, Y = 0.0 m, y Y = 20.0 m.
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Figura 2. Perfiles Verticales de la Componente Transversal de la Velocidad
a lo Largo de las Secciones Y =-20.0 m, Y =0.0m, y Y = 20.0 m.
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Figura 3.

Perfiles Verticales de 1a Componente Vertical de la Velocidad

a lo Largo de las Secciones Y =-20.0 m, Y =00 m,y Y = 20.0 m.
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Perfiles Verticales de la Componente Longitudinal de la Velocidad para
los Casos sin Viento, con Viento en la direccién del flujo y con Viento

en contra del Flujo. Y = 0.0 m.
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Perfiles Verticales de 1a Componente Transversal de la Velocidad para
los Casos sin Viento, con Viento en la direccién del flujo y con Viento
en contra del Flujo. Y = 0.0 m.
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Figura 6. Perfiles Verticales de la Componente Vertical de la Velocidad para
los Casos sin Viento, con Viento en la direccién del flujo y con Viento
en contra del Flujo. Y = 0.0 m.
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Figura 7. Perfiles Verticales de Concentracion Salina paralos Casos sin Viento,
con Viento en la direccién del flujo y con Viento en contra del Flujo.
Y =0.0 m.
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Figura 8. Variacién en el Tiempo (horas) de la Componente Longitudinal de la

Velocidad para los Casos sin Viento, con Viento en la direccién del flujo
y con Viento en contra del Flujo. X=500 m. Y=0 m
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Figura 9. Variaci6n en el Tiempo (horas) de la Componente Transversal de la

Velocidad para los Casos sin Viento, con Viento en la direccién del flujo
y con Viento en contra del Flujo. X=500 m. Y=0 m
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Figura 10.  Variacién en el Tiempo (horas) de la Componente Vertical de la

Velocidad para los Casos sin Viento, con Viento en la direccién del flujo
y con Viento en contra del Flujo. X=500 m. Y=0 m
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Figura 11.  Variaci6n en el Tiempo (horas) de la Concentraci6n Salina para los Casos
sin Viento, con Viento en la direccién del flujo y con Viento en contra
del Flujo. X=500 m. Y=0 m
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