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RESUMEN

En el presente artfculo se presenta el desarrollo y la solucién numérica de las ecuaciones de
un modelo hidrodindmico promediado a lo largo de la profundidad que permite la simulaci6n
del avance de un frente salino en aguas claras. Para obtener esta versién del modelo, las
ecuaciones de conservacién de masa, de momentum y de conveccién-difusién se promedian
a lo largo de la profundidad con la ayuda de la regla de Leibniz. El efecto de la densidad
variable (frente salino) se tiene en cuenta modificando los términos de presi6én en las
ecuaciones de momentum. La ecuacién de conveccién-difusién se resuelve para la
concentracion salina y se utiliza una ecuacién empfrica que relaciona esta concentracién y la
temperatura (asumida constante) con la densidad del fluido. Para mejor claridad, se incluyen
algunos detalles en la derivacion de las ecuaciones.

1. ECUACIONES DEL MODELO

Las ecuaciones del modelo hidrodindmico promediado a lo largo de la profundidad del flujo
se obtienen a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes y de la ecuacién de conservacion
de masa para fluidos incompresibles. El proceso de integra-ci6n se realiza mediante la
aplicacion de la regla de Leibniz. A continuacién se ilustra el proceso para la ecuacién de
conservacién de masa. Detalles acerca de este proceso se encuentran en Pinder y Gray,
1977.

La regla de Leibniz, que permite intercambiar el orden de diferenciaci6n e integracion, se
escribe de la siguiente manera:

" "
fﬁdz = _a-fyd; - [“_3_11_ + [uﬂ (1)
¢ Ox ax ox ox
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Integrando la ecuaci6n de conservacién de masa a lo largo de la profundidad del flujo, se
tiene para un fluido incompresible:

audz aodz awd’ )

¢ ox v o ¢ Oz

donde u, v y w son las velocidades en las direcciones X, Y y Z respectivamente. Aplicando
la regla de Leibniz a cada término, se llega a:

"
D (uas+ & udz + [w L a"] - [w+u-ai+oﬂ) -0 3)
axy ay ax oy ax ),

Teniendo presente la condicién cinemética en la superficie libre:

a_n[.,zmzn] @
ot ox oy "

y la condici6n de fondo impermeable:

ﬂ.[w”ﬁwﬂ] 5)
ot ox oy ¢

se obtiene finalmente:

a; —(hll) —%m-o 6)
donde
1] 1]
U= —|ud ; V=—|vds ; h=1n- 7
hfuz hfv n-{ (7

Ahora, para un sistema cartesiano las ecuaciones de momentum en direcciones X y Y
(plano horizontal) tienen la forma:

Momentum X
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— +t— +V— +W— = - —_—t — + + (8)
ot ox oy oz p Ox p \ oOx oy oz
Momentum Y

n, 0 .,a_°+,.a_»..-iz+1[‘“"~+*"»+a‘» ®
ot ox oy oz p dy p \ ox oy oz

Procediendo de una manera similar que para la ecuacién de conservacién de masa, las
ecuaciones de momentum en direcciones X y Y integran a lo largo de la profundidad del
flujo como (ver detalles en Pinder y Gray, 1977):

Momentum X:

n
d d d 1 oP T T
—{hU) + —(hUY) + —(hUV] - fhV + ——-[—") +[_"]
ot ox ay e P ox [ - [ ot
n )
10 10
- —— - —— =0
P aa:'[t"dz paygtvdz (10)
Momentun Y:
3 3 3 Tlap |t T
—-"ll’,i-—(h?l})*-—(hm-ﬂlU-b ———-[—") +[—"]
n n
10 10
_ 109 - -9 =0
pory ¥ oy ” ()

donde f es el coeficiente de Coriolis que depende de la latitud y de la velocidad de rotaci6n
de la tierra.

Asumiendo distribucién hidrostdtica de presiones, el efecto de la densidad variable
(p(x,y.t)) se considera en las ecuaciones de momentum al integrar los términos de presion.
A continuacién se muestra en detalle el desarrollo para el término de presién en la ecuacién
de momentum en direccién X.

La condicién de presiones hidrost4ticas se escribe como:

]
Pe) = g [pds + P, (12)

el gradiente de presiones se escribe, entonces, como:
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1 0P 1
, p—-' fp + ] (13)

Asumiendo P,,, constante y utilizando la regla de Leibniz, ecuacién (1), se obtiene:

n
2[4, & (14)
p | ;0x ox ox

pero p(x,y,t), luego

n
1P g 20 (g - p, 20 (15)
pox p | Ox ox
donde el término gﬁ se ha despreciado (dominios horizontales). Asf evaluando la
X

integral se obtiene finalmente:

10P g aP a"
—— 3| X n-9- Py 14
p Ox P[axl a) (19

Ahora, se integra este término a lo largo de la profundidad:

1 oP g op an
dz n - Adz - —dz (15)
f f P » "‘ax
6
1P gap"f an}'
——dz = = [(n - Jdz - g— |dz (16)
'[pax pox ox 3

"
JLoP,, . l[g) (,,za_v) . ghN amn

De manera an4loga, el gradiente de presiones en la ecuacién de momentum Y se integra a
lo largo de la profundidad como:
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"
fl op ) (hZEQ ) + gh-a-'l (18)
dy oy

Reemplazando los términos de presién (ecuaciones (17) y (18)), aplicando la ecuacién de
conservacién de masa a los términos convectivos y dividiendo por la profundidad del
flujo, las ecuaciones de momentum, ecuaciones (10) y (11), se reducen a:

Momentum X:

aU aU dV 4 ap a'l’] txz txz
— + U— -fV + _ - -
o o ' 9y f (p = ox (hp l_“ ' [hp )l_,_
n
l a T dZ - l_a_ =

pox p dy

(19)
Momentum Y:
/ \
EY. aV + V__. - - ap _ - & + i -
ot ax y hp )... hp |,
158_ T dz - T dz =0
P '5 (20)

Ahora, los términos de friccién en la superficie libre (accién del viento) se simulan
mediante una ecuacién empfrica de la forma (Pinder y Gray, 1977):

(=) camEE @
P/ s
y

[1'1) -, W, (W W 22)
™

P

donde C, es una constante de calibracién, y W, y W, son las velocidades del viento 10

m. por encima de la superficie libre. Los términos de friccion en el fondo se simulan
mediante una forma cuadritica:
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[k) I Ut + y? (23)
).t

[.‘g] - (24)
=

donde C es el coeficiente de friccién de Chezy, coeficiente que se expresa en funcién de la
rugosidad equivalente a arenas de Nikuradse, como:

C = 18 log,, [-!iz-l'-) (25)

donde K, es la rugosidad equivalente a arenas de Nikuradse.

Las tensiones de Reynolds integradas a lo largo de la profundidad se expresan en funcién
del coeficiente de turbulencia como:

)

- - U
= h ; = 2E— 26
[t’dt T T, o (26)
}1Jz-hr ; E-E‘(f’i’»fﬁ) @7
: > v
} — — a3V
t”;iz = h T, 3 T, " 2E— (28)
t oy

donde E, es el coeficiente de turbulencia, el cual se obtiene mediante la férmula:

B, = cpu’h : *= | — (29)
donde ¢, es un coeficiente de calibracién, u” es la velocidad de cizalladura y T, es la

friccion en el fondo calculada de las ecuaciones (23) y (24).

Para el célculo de la concentracién salina, C, se utiliza la ecuacién de conveccién-difusién
promediada a lo largo de la profundidad. Su forma final después de simplificaciones es (ver
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Pinder y Gray, 1977):
€, 3y + 2ycm - i[n,ﬂ) - —a-(n,ﬁ) -0 (30)
o ox oy ox ox dy\ “ady
donde R, y R, son los coeficientes de difusién. Los coeficientes de difusién R, y R, se
expresan en funci6n del coeficiente de turbulencia, E, mediante una funcién del némero de
Richardson, R, propuesta por Bloss et al, 1988 para modelos tridimensionales y adaptada

para el caso bidimensional. La relacién entre los coeficientes de dispersién y el de
turbulencia se expresa, entonces, COmo:

R =E (I +3R)° ; R = E (1 +3R)” (31)

Los nimeros de Richardson se estiman de la siguiente manera:

NI C s I
CRCENERC

Finalmente, la densidad del fluido se obtiene mediante una funcién empfrica que la
relaciona con la concentracién salina C, en partes por mil, y la temperatura (asumida
constante en este modelo) del fluido, de la forma (ver Bloss et al, 1988):

p = pofl - fr - T) - 750410‘? (33)

donde p, = 999.972 Kg m™ es la densidad del agua clara a la temperatura T, = 4°

2. SOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES

La soluci6n numérica de las ecuaciones arriba descritas se obtiene mediante la aplicaci6n de
la técnica del elemento eficiente, desarrollada en la Universidad de Mississippi.

Mediante esta técnica, el dominio de c4lculo se discretiza en cuadrildteros de 9 nodos. Las
variables (independientes y dependientes) se aproximan en cada cuadrildtero mediante unas
funciones de interpolaci6n (funciones hibridas). Una vez interpoladas las variables, el error de
aproximaci6n se minimiza localmente (método de la colocaci6n) y el conjunto original
de ecuaciones diferenciales parciales se transforma en un conjunto de ecuaciones diferenciales
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ordinarias cuya unica variable independiente es la coordenada temporal. La integracién en el
tiempo se realiza mediante el esquema de Lax-Wendroff modificado. Una descripcién
detallada de esta técnica se presenta en Toro, 1994.

Finalmente, la solucién del campo de concentraciones (ecuacién de conveccién-difusién se
realiza aplicando la misma técnica. Las ecuaciones del flujo y de salinidad se resuelven
acopladamente, pero aprovechando el hecho de que el proceso difusivo es més lento que el
hidrodindmico, se utilizan escalas de tiempo diferentes para cada uno de ellos.

3. EJEMPLOS DE APLICACION DEL MODELO 2D

A manera de ilustracién se presentan los resultados de aplicar el modelo a la simulacién del
avance de una cuiia salina en una bahfa rectangular. Debido a la falta de datos experimentales,
los resultados del modelo se deben entender desde el punto de vista cualitativo. Los datos
experimentales se utilizarfan para la calibracién, especialmente en lo referente a los pardmetros
de turbulencia y a los coeficientes de difusion.

Caso 1: Laguna Rectangular sin Viento.

En este caso se corri6 el modelo 2-D en una laguna rectangular (4 km en di-reccién Oeste -
Este y 3 km en direccién Sur - Norte). Esta laguna se discretiz6 en elementos rectangulares tal
como se muestra en la Figura 1. El flujo a simular consiste en tres canales que aportan agua
salada a la laguna y ésta desagua por un canal en el extremo Este del dominio. Los canales de
aporte se encuentran localizados en los extremos Oeste, Sur y Norte de la laguna (el ancho de
los canales es de 120 m), y cada uno de ellos aporta un caudal constante de 120 m*/s.

Para correr este ejemplo, se utilizaron los siguientes pardmetros:

CTUR= 0.1  Coeficiente c, en ecuacién (29).

TSCALE= 3.0 Relaci6n entre intervalo de célculo en la ecuacién de
conveccién-difusién y el hidrodindmico.

CWIND = 0.0 Coeficiente C, en la ecuacién (22).

WINDX = 0.0 Velocidad del viento en direccién X (Oeste-Este).

WINDY = 0.0 Velocidad del viento en direccién Y (Sur-Norte).

Co= 10 Concentracién salina (cn partes por mil) aportada por los
canales. Se asume un perfil de concentraciones constante
en la vertical.

DT= 2.0 Intervalo de célculo (s.) para modelo hidrodindmico,

El modelo se "calent6" partiendo de un campo arbitrario de velocidades hasta que se logré
obtener el estado permanente. En las Figuras 2 y 3 se muestran el campo de velocidades
y las lfneas de contorno de la superficie libre, respectivamente, para el estado permanente. Los
chorros de los canales descargando en la bahfa se aprecian claramente, preservando la simetrfa
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de problema.

Este estado permanente de velocidades se utilizé para correr el caso del avance del frente
salino producido por los aportes de los tres canales mencionados anteriormente. En la Figura
4 se muestran las isolfneas de concentracién salina después de 60 horas de simulacién; en la
Figura 5 se muestran las isolfneas de concentracion salina después de 120 horas de simulaci6n;
en la Figura 6 se muestra el campo de velocidades después de 192 horas de simulacién y en
la Figura 7 se muestran las isolfneas de concentraci6n salina después de 192 horas de
simulaci6n. Obsérvese el perfecto mezclado en las cercanfas del canal de salida y las zonas de
bajo mezclado en los extremos Norte-Oeste y Sur-Oeste.

Caso 2: Laguna Rectangular con Viento.

En este ejemplo, se corrié el modelo con las mismas caracterfsticas del caso anterior, excepto
que se consider( la presencia de viento actuando en la superficie libre. Los pardmetros de la
accion del viento para este caso son:

CWIND= 1.0E-05
WINDX= 1.0 m/s
WINDY= 1.0 m/s

Este ejemplo utilizé el mismo campo inicial utilizado en el ejemplo anterior (ver Figuras 2 y
3). A partir de ese instante, se incluy el efecto de viento y se impusieron los perfiles de
concentraciones en los canales de entrada a la bahfa. En las Figuras 8 y 9 se muestran las
isolfneas de concentracion salina después de 60 y 120 horas de simulaci6n, respectivamente.
En las figuras 10, 11 y 12 se muestran el campo de velocidades, las isolfneas de concentracién
salina, y las isolfneas de la superficie libre después de 192 horas de simulacién,
respectivamente. Obsérvese la asimetrfa producida por la accién del viento (viento con
direccién 45° con respecto al eje Oeste-Este).

4. CONCLUSIONES

Se han mostrado las capacidades del modelo para la simulacién del avance de cuiias salinas
en una bahfa. La falta de informaci6n experimental no permiti6 la verificacién del modelo.
Desde el punto de vista cualitativo, se observa que el modelo produce resultados consistentes.
La etapa de verificacién quedar4 pendiente.

La solucién numérica de las ecuaciones hidrodindmicas y de transporte, se realiza de forma
acoplada, especificando intervalos de célculo diferentes para las ecuaciones hidrodindmicas
y la de transporte. Esta metodologfa se justifica asumiendo que el proceso de mezclado es més
lento que el proceso hidrodindmico.

Las férmulas empfricas utilizadas para los coeficientes de difusién, ecuaciones (31) y (32);
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para los esfuerzos inducidos por el viento, ecuaciones (21) y (22), y para el coeficiente de
turbulencia, ecuaci6n (29), se tomaron de la literatura especializada. Su validez para casos
particulares es cuestionable. Su aplicacién a casos particulares requiere de un estudio y andlisis
de sensibilidad. Esto se realiza durante la etapa de verificacién del modelo.

Observando detalladamente las gréficas presentadas, se observa que el modelo presenta
problemas de difusién numérica (campo de concentraciones). Este problema se encuentra en
la actualidad en estudio a través de un proyecto de investigacién que se presenté a
COLCIENCIAS.
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Campo de Velocidades para T = 192 horas. Caso sin Viento.

Figura 6
AVANCES EN RECURSOS HIDRAULICOS - Niimero 3, 1995
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Figura 7
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Isolfneas de Concentracién Salina para T = 120 Horas. Caso con Viento.

Figura 9
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192 horas. Caso con Vienlo.

Campo de Velocidades para T

Figura 10
AVANCES EN RECURSOS HIDRAULICOS - Niimero 3, 1995
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Figura 11 Isolfneas de Concentracién Salina para T = 192 Horas. Caso con Viento.
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Figura 12 Isolfneas de la Superficie Libre para T = 192 Horas. Caso con Viento.
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FE DE ERRATAS

l PAG | COL | RENGLON DICE DEBE DECIR
{
19 ! 14 Toer! - %pgyl’ = p¥VlY, = pbY, %pgi'f - %pgl'f = pVIY, - PV,
120 2 2 Y, Y,
121 1 6 y energia criticos. y energia en forma adimensional , digamos por
unidad de momentum y energia criticos.
121 2 8 Svse svse
121 | 2 12 . . . r
z=§-F;+§F-; ¢=§F;+§F;
122 1 26 representar: la unidad representar estados de flujo: resaltos ondulares
cnoidales, con F, apenas por encima de la
unidad....
122 1 29 que son resaltos que con resaltos
126 | 1 2 6" e”
126 1 20
() o] L2 (2o
126 2 4 - cte =cte
126 | 2 5 =1/6 -1/6
126 | 2 16 - constante/c’h? = constante/c’h’
126 | 2 23 -1+ =1+
127 1 3 1 1
127 | 1 12 (hpe=1) (hyo- )
128 1 7 [1Fy(k) = (hpy-1)... JIF,(K) = (hgue-))..
128 | 1 8 (h-1)F(k) = (hpuy-1)... (h-DFy(K) = (hpD)...
133 | 2 10 diedro, b) diedro, 6)







