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RESUMEN

En este articulo se presenta, en forma
concisa, el desarrollo teérico del mo-
delo planteado por Korteweg y De
Vries para ondas cnoidales, y la apli-
cacién de dicha teorfa para la obten-
ci6én del perfil de resaltos ondulares.
Las deducciones se basan en un mode-
lo de Lamb de 1932.

INTRODUCCION

En la teorfa cl4sica, a pesar del alto nimero
de experimentos y de la precisién de las
ecuaciones obtenidas para los resaltos hi-
drédulicos cuyos nimeros de Froude son al-
tos, existe una brecha de incertidumbre para
aquellos resaltos en los cuales el nimero de
Froude es muy bajo, denominados resaltos
ondulares. Este artfculo propone obtener el
perfil del resalto ondular mediante la teorfa
de ondas no lineales cnoidales.

LAS ONDAS CNOIDALES

Lamb, buscando facilitar el modelo de on-
das no lineales de Korteweg y De Vries,
utiliza el esquema planteado por Rayleigh,
en donde las funciones de corriente (y )y

potencial (¢ ), siguen la relacién: (Naranjo,
1989).
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y expresando el coseno y el seno en sus
respectivas series
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El andlisis se desarrolla en un sistema que
viaja con velocidad c. La lfnea del fondo del
canal es la lfnea y =0 la de la superficie, con
h la profundidad de aguas quietas,

y = ch 4)

(El signo ménos por la convencién de flujos
de Rankine) y con la ecuaci6n de la energfa

] + gy — constante )

reemplazando (2) y 3) en (5) y en (4), y
despreciando los términos de orden mayor
que 3, se obtiene:

F2-Y[FF-FY-cte-2gy ©)
13
yF.—;gy F--Ch @)

Asumiendo que F’(x) y los coeficientes di-
ferenciales en las ecuaciones anteriores va-
rfan muy poco con cambios en x de orden h,
los términos en las ecuaciones anteriores
pueden considerarse de amplitud decrecien-
te, y por aproximaciones sucesivas puede
eliminarse F de (7). Se tiene:

. 1 121
F=c-h|—+= = | +......
¢ [y 6’ (y) ]

y esto llevado a (6) produce, hasta el orden
antes dicho,

- +c

¥’ constante _ _gy*
y A n? i n?

1,1
y 3

Para ¢’ otra constante de integracién. Para
puntos de la onda donde la tangente es cero,
0 sea, en los méximos y en los m{nimos, y’=
0 y llamando hmax, hmia a 10s 1fmites superior
e inferior de 1a onda, al eliminar las constan-
tes se obtiene:

%)',2_1+

hmax Amin

-[}"‘(hnux +hmi.n)+ _% [ (Amax * hmin) Y —hmax Bmin — )'2 ]]
C

y al llamar

c? n?

=2 imax i ®)

resulta
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1
§Y2=§8P(Y—I) (hmax = y) (5 = hmtn) ©)

Se puede notar que para que (9) tenga sen-
tido ffsico, 1 debe ser menor 0 como méxi-
mo igual que hmin, Ya que de otra manera la
parte derecha de (9) darfa un valor negativo,
y como se ve en la parte izquierda de (9),
debe ser siempre positiva.

Ahora Lamb asume como solucién de (9)
Y = hmdx €082 X + hmin sen® X (10)
con X una funcién desconocida de x.

Llevando (10) a (9) se obtiene

dX [ 38 (hmax—1) hmax —hmin
dx—\l PETS \ﬂ———hm_l sen” X

Utilizando (8) y reorganizando se obtiene:

‘j_3_ ‘\/ —W dx =

2 hmax hmin |

- (n
N s = bnin 2

g < {Bmax = hmin) a2

el lado derecho de (11) es un integrando
elfptico canénico y se tendrd en una cresta
conx=0 (y'(0)=0yy(0)=h ma) de (10)
que X(0) =0, y por tanto

x=\3 ds B dx
-3

in J-X(x)
(hmax—D "o N1-K*sen*X

Haciendo
_‘\’,ﬁ hmin |
b= —3(h,..4x—l) (13)

Resulta

x ax
. -F 14
2b J:: V1-Ksen X (X, ¥ a4

Con F(X, k) segtin la notacién para integra-
les elfpticas de primer orden. Esta funcién
es conocida, su inversa la funcién am(x/2b),
devuelve la coordenada X en funcién de x.
Llevando X=am(x/2b) a (10) y con cos
(am(x/2b) = cn (x/2b) la “funcién cnoi-
dal”’(Sokolnikoff, Higher Mathematics for
Engineers and Physicists, 1941), se deduce
como perfil de la onda Korteweg y De Vries.

Y = hmin+ (hndx-hmen) cn’ (ﬁ) moédulo k (15)

Observe que en la ecuacién (10) y = hmax €n
X =0y cada que X se incrementa T y como
la distancia en x entre dos méximos estd
definida como la longitud de onda A, enton-
ces de (14) se obtiene que:

n
A 2 daX
—=2 =2F (k 1
2b ax:] l—kzsenzx 1 k) (16)

A = 4bF (k)

Con Fy(k) integral elfptica completa de pri-
mer orden. Y por conservacién de la masa
se tiene que

b=j:

h

S
SIS
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Con h nivel del agua en un punto muy lejano
de la perturbacién de la onda, o nivel de agua
quieta, y con y de (10),y

e dX
20 N 1k sen’ X

de (14), se tiene

1T

_ r hmxcos X+hmtnsen X)
o —k* sen* X

L
> dx

hA=4b [ 1F; (K) + (hmax-)E; (K)]
6

(h-)F1 (K) = (hwmax - 1) E1 (K) (W)
Con E(k); integral elfptica completa de se-
gundo orden.

Con las ecuaciones (12), (13), (16) y (17) se
tiene un sistema de cuatro ecuaciones con
siete inc6gnitas, hmax, hmin, A , k, b, ! y h.
Para resolver este sistema se deben conocer
los valores de tres de las siete incégnitas
anteriores.

2. CALCULO DEL PERFIL DEL
RESALTO ONDULAR
MEDIANTE LA TEORIA
CNOIDAL

La teorfa arriba desarrollada es aplicable a
un tren de ondas viajando a una celeridad c,
o haciendo un cambio en el punto de vista
del observador, a un tren de ondas de un
resalto ondular con el observador viajando
con la onda a una velocidad c; pero se debe
tener mucho cuidado en la interpretacién de

las variables, ya que la variable h que arriba
tenfa un significado ffsico claro, ahora pasa
a ser un valor netamente matemaético.

Conociendo los valores de las crestas (hmax),
de las depresiones (hmin) ¥ las longitudes de
onda (A ), de cada solitén de tren de ondas
del resalto ondular, se obtienen los valores
de los pardmetros de la onda resolviendo el
sistema de ecuaciones antes mostrado de la
siguiente manera:

- Se asume un valor de k entre cero y uno
(como se ve claro en (12)).

- Con k se obtienen los valores de E;(k) y
Fi(k).

- De (16) se tiene que b= A /4 F(K)
- De (13) se tiene
_ 3b% himdx
hmasx Bmin + 3b%

- De (17) se tiene que

(hmax— D) E1 (K) + | F1 (K)
F1 (K)

h=

- Por dltimo, se comprueba con (12) si el
valor asumido para k era el correcto. Si
asf es, los valores obtenidosen b, /, hy k
son los correctos. Si no, se realiza una
nueva iteracion para el nuevo valor de k.

Ahora, con los pardmetros de Korteweg y
De Vries conocidos para cada solit6n, se
procede a elaborar el perfil del resalto ondu-
lar utilizando la ecuacién (15) asf:

Para un valor x; dado y con los correspon-
dientes valores de los pardmetros de Korte-
weg y De Vries se halla x;/2b; . De (14) se
tiene que
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donde K; es el valor de K corresponde al
solitén i.

Se dan valores de X hasta que la integral sea
igual al valor xi/2b;, cuando esto se logre, se
halla con este valor de X,cos’(X), que es
igual a cos’(am (xi/2b;)) = cn? (xi/2b;), por lo
tanto ya se puede hallar la ordenada y, co-
rrespondiente al valor de x;. El perfil del
solit6n i del resalto ondular se obtuvo de la
siguiente manera:

Para x; entre ceroy A /2

Xi

y = hmin (i-1) + (hmdx (i-1) - hmin (i) cn? (E)
médulo ki

Para x;entre Ai/2y Aj

y = hmin (i) + (homdic i) - himin (i))cn(%,),
médulo k;

Debido al gran nimero de célculos e itera-
ciones necesarias para obtener el perfil de
un resalto ondular completo se hace indis-
pensable la elaboracién de un programa de
computador.l

Conocido el perfil del resalto ondular, sélo
resta conocer la celeridad de cada solit6n, la
cual es obtenida ficilmente a partir de (8)

c= ‘\/_8___ Fimdtx Fumtn | (18)

hZ

CONCLUSIONES

La teorfa de ondas cnoidales es realmente
una buena teorfa para comprender el tren de
ondas de un resalto ondular. Jaramillo y
Palacio (1994), con un buen nimero de
resaltos ondulares medidos, muestran gréfi-
camente como el perfil del resalto ondular
obtenido por la teorfa cnoidal es muy pare-
cido al perfil real del resalto ondular, sin
embargo concluyen que hay un mayor pare-
cido entre el perfil real y el obtenido por la
teorfa de ondas lineales en el cual las crestas
se “empinan”y se vuelven “picudas’y las
depresiones se hacen “anchas”. Pero en este
mismo trabajo comparan la celeridad de las
ondas obtenidas por (18) y por la teorfa
lineal con la velocidad de la corriente medi-
da aguas arriba, y ven que aunque ambos
ajustes son muy buenos (discrepancias entre
celeridades de las ondas y velocidades de la
corriente aguas arriba generalmente meno-
res del 10%), el ajuste mediante la teorfa
cenoidal es mucho mejor, lo cual coincide
con lo dicho por varios autores, Favre
(1935), Keulegan y Patterson (1940), Ben-
jamfn y Lighthill (1954), Monsalve y Pala-
cio (1991). Las discrepancias parece que
s6lo se explican con teorfa de “ondas hi-
percnoidales”.
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