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RESUMEN La compresién de los mecanismos ffsicos que dan forma a las cuencas
hidrogréficas es una de las tareas fundamentales de la hidrologfa actualmente. En las
ultimas décadas se han reportado una gran cantidad de regularidades en la geometrfa
de las cuencas hidrogréficas y su red de drenaje que ponen en evidencia la necesidad
de encontrar un modelo teérico que pueda explicarlas. Una de dichas regularidades
es la conocida Ley de Hack, que es una relacién potencial empfrica entre la longitud
del canal principal de la cuenca y su drea de drenaje. Varios estudios sobre esta
relacién se han realizado desde que se formulé por primera vez en 1957, y se ha
encontrado, consistentemente, que el exponente del 4rea es superior a 0.5 - que es el
valor esperado por un anélisis dimensional simple - y generalmente oscila entre 0.55
y 0.60. Este resultado ha motivado a la comunidad hidrolégica y geomorfolégica a
proponer diversas explicaciones para este comportamiento anémalo del exponente.
En este articulo se hard un resumen de las diferentes propuestas teéricas tendientes
a explicar la anomalfa del exponente encontrado en la ley de Hack, las cuales van
desde explicaciones puramente geométricas, hasta explicaciones basadas en la forma
de ramificacién de la estructura topolégica de la red de drenaje. Esta revisién de
las explicaciones tedricas est4 acompaiiada por un estudio de muestreo y medicién
de las caracterfsticas morfométricas en m4s de 1000 cuencas en el modelo digital de
terreno de Colombia, que pretende validar las explicaciones que se han propuesto
hasta el momento.

ABSTRACT Understanding the physical mechanisms underlying the formation
of hydrological basins and their river networks is a fundamental topic in hydrology.
In the last decades a large amount of regularities in the river basins geometry and
its river network topology has been reported. Those regularities must be explained
trough theoretical models in order to find their physical meaning and implications.
One of such regularities is the well known Hack’s Law, which is the empirical po-
tential relation between main river length and the basin area. Several studies about
this relation has been carried out since his formulation in the late 50’s, reporting an
exponent superior to 0.5 (the expected value from a simple dimensional analysis)
for the basin area, and between 0.55 and 0.6. This result has motivated the hydro-
logical community to propose diverse justification for this anomalous exponent. In
this paper we present some of the theoretical justification given to this problem,
together with a broad study measuring the main morphometrical features of river
basin. This measurements, made in about 1000 basins in Colombia, will determine
whether or not those theories are valid in this context.

1 INTRODUCCION

Las cuencas hidrogréficas son sistemas alta-
mente complejos, pues, su proceso de forma-
cién estd4 ligado a factores tan variables en
el tiempo y el espacio como el clima, la ge-
ologfa, la vegetacién e incluso el tectonismo.
Sin embargo, y contrario a lo que se podrfa pen-

sar sobre el tema, los estudios cuantitativos que
han sido realizados desde mediados de la década
de los 40, han revelado las profundas simetrfas
embebidas en tales sistemas.

El estudio clasico realizado por Horton
(1945) sobre la organizacién de la red de
drenaje, puso en evidencia la regularidad de
esta estructura al presentar los resultados de
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las que hoy son conocidas como las leyes de
Horton, que resultan de un esquema de orde-
namiento propuesto por él mismo. Mas adelante
Hack (1947) presenté los resultados acerca de la
relacién potencial existente entre la longitud del
canal principal y el 4rea de drenaje en varios or-
denes de magnitud, la cual puso en manifiesto,
una vez m4s, que este sistema de aparente com-
plejidad estaba organizado de una manera bas-
tante simple. Estos trabajos motivaron a otros
investigadores a determinar y cuantificar los
pardmetros que caracterizan la dindmica al in-
terior de este sistema, tales como la geometrfa
de los canales, la pendiente y el caudal (Leopold
y Maddock, 1953 y Richards, 1988). En todos
estos estudios el 4rea de la cuenca aparece como
el pardmetro natural de escala de los procesos
ffsicos.

Mas alld del interés practico de las fun-
ciones potenciales, que relacionan algunos
pardmetros morfométricos de la cuenca con el
érea, est4 la pregunta acerca de los procesos ffsi-
cos que dan origen a ellas y sobre las pistas que
encierran acerca de la evolucién del sistema. En
este trabajo se tratardn especfficamente dos de
las relaciones potenciales que la hidrologfa, aun
hoy, continua investigando. Estas son la ley de
Hack y la relacién entre los diferentes cuantiles
de la funcién de distribucién de probabilidades
de los caudales m4ximos y el 4rea de drenaje.

La ley de Hack es de especial interés, pues el
exponente de la relacién longitud - 4rea que se
encuentra usualmente entre 0.56 y 0.60, es sig-
nificativamente mayor que el valor esperado por
un andlisis dimensional simple entre estas dos
variables, que serfa 0.5. Esta desviacién anor-
mal del exponente es mucho méds que una cu-
riosidad tedrica, pues est4 relacionada segtn la
ffsica estadfstica con importantes caracterfsti-
cas de invarianza de propiedades ante cambios
de escala. Los estudios sobre grupos de renor-
malizacién y sistemas auto-organizados en es-
tados criticos (Bak, 1992), han revelado que la
presencia de exponentes de escala como el en-
contrado por Hack, estdn asociados de manera
directa con caracterfsticas ffsicas de la distribu-
ci6én de la energfa en diferentes escalas en el in-
terior del sistema dindmico.

El reciente desarrollo de los computadores
de gran capacidad de procesamiento y alma-
cenamiento de informacién permite realizar
mediciones detalladas de las variables geomor-
fol6gicas en cuencas de gran tamano, lo que
hasta hace algunos anos podfa parecer imposi-
ble. En este trabajo se desarrolla una carac-
terizacién y un anélisis geomorfométrico de las
cuencas hidrogréficas de Colombia (Mantilla,
1999), en busca de pistas sobre las razones ffsi-
cas que conducen al valor anémalo del expo-
nente de Hack.

2 DATOS UTILIZADOS

Los an4lisis est4n basados en modelos digi-
tales de terreno (MDT), que son arreglos ma-
triciales rectangulares, en los que cada posi-
ci6én corresponde a la elevacién media de un
drea cuyo tamano depende de la resolucién
del mapa. Estos modelos existen en una gran
variedad de resoluciones y ofrecen un alto
grado de confianza sobre los datos propor-
cionados. En 1996 se terminé un proyecto de
escala mundial dirigido por el Servicio Ge-
olégico de los Estados Unidos (USGS), cuyo
objetivo era generar mapas digitales para todo
el planeta con resolucién de 30 segundos de
arco. Estos mapas estdn disponibles vfa FTP
en ftp://edcftp.cr.usgs.gov/pub/data/gtopo30/
(para mayor informacién, consulte la péagina
del USGS http://edcwww.cr.usgs.gov/doc/ed
chome/ndcdb/ndcdb.html ) y se distribuyen
como arreglos rectangulares, en cédigo bina-
rio, en archivos que cubren diferentes partes
del mundo. El mapa de interés para Colom-
bia es el W100n40.tar. De allf se extrae una
regién que cubre completamente a Colombia:
entre 5°S- 15°N de latitud y 65°W-80°W de
longitud.

El modelo fue desarrollado a lo largo de un
perfodo de tres afnos con el esfuerzo del per-
sonal del USGS y la colaboracién de institu-
ciones como la NASA, el Instituto Nacional de
Estadfstica Geografica e Informacién de Mé-
xico, el Servicio de Informacién Geografica del
Japén, la Agencia para el Desarrollo Interna-
cional de los EUA, el programa para el Desa-
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rrollo de Bases de Datos Ambientales de las Na-
ciones Unidas, entre otros, que contribuyeron
encontrando y/o permitiendo el uso de datos.
Los datos bésicos para la construccién fueron:
datos digitales de elevacién de terreno propor-
cionados por la agencia de defensa de los Esta-
dos Unidos (50% de la informacién), la Carta
Digital del Mundo y la carta construida para
navegacion con una escala de 1:1°000.000. Para
interpolar la topograffa faltante se usé como
pardmetro de control las corrientes importantes
de agua en el mur lo, las cuales son facilmente
identificables desc > satélites, y datos de ele-
vacién media tom' dos desde estos. Para lograr
que la topologfa d la red de drenaje fuera simi-
lar a la que se con ce por fotograffas aéreas del
territorio Colombiano, fueron necesarias algu-
nas correcciones manuales sobre el MDT, uti-
lizando los médulos y controles para corregir
MDT del programa CUENCAS desarrollado

por el autor.

3 PROGRAMAS DESARROLLADOS
PARA EL ANALISIS DE LOS
DATOS

Como es evidente, el gran volumen de infor-
macién que debfa ser manejado para realizar
este trabajo, hizo evidente la necesidad de dis-
enar programas de computador para la visua-
lizacién, andlisis y presentacién de los resulta-
dos. Este tipo de programas se conocen como
Sistemas de Informacién Geogréfica (SIG) y
aunque existe una gran variedad de ellos en el
mercado se opté por el desarrollo de un pro-
grama propio, ya que las necesidades especificas
de este trabajo pusieron en evidencia la falta de
flexibilidad de los SIG comerciales, adem4s se
presenta como un paso hacia el desarrollo de
futuros trabajos de este tipo. El programa de-
sarrollado se ha llamado "CUENCAS” (Figura
1). El programa CUENCAS ha sido desarro-
llado en el Posgrado en Aprovechamiento de
Recursos Hidr4ulicos como parte del proyecto
Balances Hidrolégicos de Colombia (Unidad de
Planeacién Minero Energética -UPME-, Col-
ciencias y Posgrado de Recursos Hidréulicos,
1999), patrocinado por la UPME y por Col-

ciencias. Estd disenado para el andlisis de cuen-
cas hidrogrificas obtenidas a partir de modelos
digitales de terreno y para la extracci6én de los
parametros geomorfolégicos de mayor interés.
El programa esti basado en el andlisis de la
matriz de direcciones, la cual se crea usando la
informaci6n contenida en el modelo digital de
terreno usando el algoritmo de flujo en la di-
reccién de la méxima pendiente. Este algoritmo
asigna a cada pixel del mapa digital una direc-
cién de drenaje. La direccién en la que ”fluye”
el agua desde cualquier pixel se marca con un
identificador 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 partiendo e
la direccién noreste y continuando en el senti 1o
de las manecillas del reloj hasta completar el
ciclo de direcciones (Mesa et al., 1999).

Con la informacién de la matriz de direc-
ciones es posible determinar la cuenca hidrogré-
fica de cualquier pixel del mapa, la estructura
de su red de drenaje y los pardmetros geomor-
fol6gicos basicos derivados de esta. En particu-
lar es posible determinar el 4rea de drenaje de
todos los pixeles de la red de drenaje y la lon-
gitud del canal principal que drena hasta dicho
punto, los cuales se despliegan de manera inter-
activa durante la ejecucién del programa. Las
rutinas implementadas en este programa han
sido modificadas para realizar el estudio que se
presenta en este articulo.

4 ANALISIS DE LEY DE HACK EN
COLOMBIA

Como se mencioné anteriormente, la ley de
Hack es una relacién potencial empfrica entre
la longitud del canal principal de la cuenca y
su drea. Varios estudios sobre esta relacién se
han realizado desde que se formul6 por primera
vez en 1957 (Hack, 1957), y se ha encontrado,
consistentemente, que el exponente del 4rea es
superior a 0.5 - que es el valor esperado por
un anélisis dimensional simple - y generalmente
oscila entre 0.55 y 0.60. Este resultado ha mo-
tivado a la comunidad hidrolégica y geomor-

folégica a proponer diversas explicaciones para

este comportamiento anémalo del exponente.
En este capftulo se har4 un resumen de las
diferentes propuestas tedricas tendientes a ex-
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plicar la anomalfa del exponente encontrado en
la ley de Hack, las cuales van desde explica-
ciones puramente geométricas, hasta explica-
ciones basadas en la "fractalidad” de los rfos,
pasando por explicaciones basadas en la forma
de ramificacién de la estructura topolégica de
la red de drenaje. Esta revisién de las explica-
ciones tedricas estard acompanada por un estu-
dio de muestreo y medicién de las caracterfs-
ticas morfométricas en mds de 1000 cuencas
en el modelo digital de terreno de Colombia,
que pretende verificar las explicaciones que se
han propuesto hasta el momento. El objetivo de
este capftulo es dar luces que orienten la mirada
en la direccién correcta para buscar una expli-
cacién ffsica que resuelva satisfactoriamente el
problema del exponente anémalo de Hack.

4.1 EXPLICACIONES PROPUESTAS
PARA LA LEY DE HACK

4.1.1 Tendencias en la geometrta de la
cuenca y la red de drenaje

4.1.1.1 Elongacién Hack observé que si la
forma de las cuencas se conserva invariable con
el aumento de su tamaifio el exponente en la
relacién deberfa ser 0.5. Al escribir la ecuacién
de Hack como

A_1,.,

L2 2

podfa interpretarse que la forma de las
cuencas de diferentes tamafio no es completa-
mente similar, ya que un aumento del tamaifio
de la cuenca implica un decremento en la
relacién A/L2. Esto, segin Hack, indica una
tendencia a la elongacién de las cuencas con
el aumento de su tamaiio; este tipo de cre-
cimiento se conoce el campo de la biologfa como
crecimiento alométrico.

Para ilustrar esta idea, se ha propuesto el
siguiente ejercicio teérico: demos una mirada a
la secuencia de cuencas en la Figura 2, los bor-
des estdn dados por una sencilla curva conocida
como la lemniscata, la cual estd descrita por la
férmula y(¢) = A cos(c(¢ —7/2)), donde f varfa
desde m(c — 1)/2¢, hasta 7(c + 1)/2c. Acé el
didmetro es ), y la constante ¢ > 1, determina
el grado de elongacién - lo que significa que el

ancho es proporcional a (A/c). Cuando ¢ = 1
entonces la forma es completamente circular.
El 4rea de esta curva estd dada por

%
h=7-

Para la secuencia de formas de la Figura
2, el didmetro crece como 10", mientras que
la constante ¢ esta dada por cy=\¢, con € =
%. Poniendo esta expresién en la ley de Hack
(LaA®) y asumiendo que La), obtenemos h =
4/7 = 0.57.

Este supuesto comportamiento de las cuen-
cas ha sido observado en modelos teéricos como
el introducido por Scheidegger (1967) en el cual,
"redes de drenaje aleatorias” son creadas en
una malla triangular siguiendo una regla sim-
ple; y en modelos atin m4s elaborados como el
propuesto por Rodriguez Iturbe et al. (1997) de
redes 6ptimas de canales, basado en principios
de optimizacién en la conectividad de la red.
Esta explicacién sobre la ley de Hack ha sido
aceptada durante mucho tiempo. Con el fin de
hacer una correcta estimacién de posibles ten-
dencias en la forma de las cuencas es necesario
definir el didmetro de la cuenca usando el con-
cepto de la ciscara convexa (Mantilla, 1999)
y hacer un estudio de su relacién con el incre-
mento del drea. En la seccién 4.3.2 se mostrardn
los resultados de esta prueba.

4.1.1.2 Sinuosidad En la misma época en
que Hack predicaba que la anomalfa del ex-
ponente era debida principalmente a la elon-
gacién de las cuencas, otros autores (Smart et
al., 1967) proponfan que el incremento de la si-
nuosidad a lo largo del canal podfa contribuir
en gran mediada a este resultado. La sinuosi-
dad se define como la relacién entre la longitud
medida a lo largo del canal, L., y la longitud
en lfnea recta desde su nacimiento hasta su de-
sembocadura, L,.. Matem4dticamente esto se ex-
presa como

Sinuosidad = %f

Para ilustrar de manera precisa esta inter-
pretacién se ha propuesto el siguiente ejercicio
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tedrico: Suponga un canal principal dado por la
funcién

. [ 2nx

f(z) = A(z)sin (T(z))

esta curva oscila alrededor del eje x, con
amplitud y periodo dados por A(z) y T(z),
como se muestra en la Figura 3. Cuando A(x)
y T(x) son constantes, f(z) es una curva si-
nusoidal sencilla. Pero si suponemos que la
amplitud y el perfodo estdn dadas como fun-
ciones potenciales de z, es decir, A(z) = cz®
y T(z) = dzP y asumiendo a > 0 y b entre 0
y 1, entonces la amplitud y el perfodo aumen-
tan hacia aguas abajo como se observa en las
canales naturales (Leopold y Maddock, 1953).

La longitud de esta curva esta dada por la
longitud de arco de f(z), que se calcula medi-
ante la integral

L(z)= /0’ 1+ f (2)%dz,

la cual no puede ser resuelta de manera
analftica, pero es claro que L(z) es una funcién
creciente de . Es posible demostrar ademsés,
basados en los resultados del uso de lfmites su-
periores inferiores y superiores que dependien-
do de los valores a y b, es posible que el valor
de L(z) crezca més répido que z, de hecho es
posible demostrar que L(z) z'+(¢= si a > b,
y que L(z) z, en cualquier otro caso.

Con base en este resultado analftico y el es-
tudio realizado por Leopold y Maddock (1953)
en el que se encontré que la amplitud y el pe-
riodo de los meandros estaban fuertemente li-
gados al ancho del canal w, en varios ordenes
de magnitud por las formulas

A(w) ~ wl.l
T(w) ~ wl.O

es posible derivar el exponente de Hack.
Teniendo en cuenta los estudios de Schumm
(1977) que relacionan las caracterfsticas del
canal con el caudal de banca llena, en particu-
lar se encontré que el ancho cumple la relacién
potencial w~ Q333 en varios ordenes de mag-
nitud, y estudios sobre la variacién del caudal
con el 4rea (Flood Studies Report, 1975), en los

que se encontré que la creciente media estaba
relacionada con el drea por Q2.33~ A%, De esta
manera y bajo la hipétesis de que el didmetro
de la cuenca escala con el drea mediante un
exponente de 0.5 (cuencas autosemejantes), re-
sulta que el exponente de Hack en la ecuacién
La AP es h = 0.55, como consecuencia exclusiva
de estas suposiciones.

4.1.1.3 Estructura topolégica de la red
de drenaje Otras explicaciones del exponente
de Hack se relacionan con el efecto de la orga-
nizacién topolégica de la red de drenaje. Para
ello se establece la relacién entre el didmetro
topolégico, D, , definido como la mayor dis-
tancia topolégica -en nimero de segmentos- en-
tre una fuente y la salida y la magnitud de la
cuenca, m,

D; = amh

Definido de esta manera, es posible derivar
valores tedricos del exponente ht a partir de los
modelos topolégicos de la red de drenaje.

4.1.1.4 Exponente de Hack derivado del
modelo de Shreve Una de las conclusiones
derivadas del modelo de Shreve (1966) sobre
la topologfa de las cuencas, es el resultado
obtenido en Mesa y Gupta (1987) acerca de la
ley de Hack. El resultado presentado en ese tra-
bajo demuestra que si los postulados del mo-
delo de Shreve son vilidos, la observacién del
exponente anormal de Hack se debe a un efecto
preasintético. El exponente tedrico calculado es

1 [{n+ (7 /m)%
2 m—m

donde m es la magnitud de la cuenca. Los
valores derivados de la curva tedrica, hy(m),
serdn comparados con los valores observados en
todas las cuencas de Colombia. Debe aclararse
que en este caso la comparacién se hard con
el exponente topolégico de Hack, que es el que

resulta de la regresién potencial entre la mag-
nitud de la cuenca y el didmetro topolégico.

hy(m) =

4.1.1.5 Exponente de Hack derivado del
modelo de drboles autosimilares Como
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apunté Peckham (1995), si las redes de drenaje
pueden ser consideradas como 4rboles autose-
mejantes, el exponente topolégico de Hack
derivado de esta estructura est4 dado por h; =
1/Dpas donde Dy4s es la dimensién fractal
del 4rbol autosimilar, la cual se define por
la relacién Dggs = log(R8) En esta concep-

cién, la explicacién del exponente de Hack es
topoldgica.

4.1.1.6 ”Fractalidad” Mandelbrot (1983)
sugiri6 que el exponente de Hack mayor que
0.5, podfa explicarse en términos de la natu-
raleza fractal de los canales de la cuenca, lo que
causarfa que la longitud medida variara con la
escala del objeto. Asf, el exponente de Hack,
h = 0.6, conducirfa a que la dimensi6n fractal
de los rfos fuese d = 2h = 1.2. Esta suposicién
se fundamenta en dos hipétesis: (1) los canales
pueden ser vistos como curvas fractales, y (2) la
forma de las cuencas es autosemejante en todas
las escalas. Esta idea parece surgir en la obser-
vacién de rfos obtenidos a ‘partir de modelos
digitales de terreno, sin hacer la salvedad de
que el grado de discretizacién involucrado en
estos puede llevar a confusiones visuales y de
célculos, como se demostrard a mas adelante.

La dimensién fractal de un objeto se define
como la relacién entre la longitud y la escala
a la que esta se mida (Mandelbrot, 1985) y se
escribe

D = Jim 18" (4)
s 1)

donde Nj (A) representa el mimero de pa-
sos necesarios para recorrer un objeto A con
un tamafio de paso 1. La manera tradicional
en que se ha determinado esta dimensién es a
través del algoritmo de ”Box - counting” (con-
teo de cajas), que consiste en cubrir el objeto
con una malla regular de tamaino 1 y contar el
mimero de cajas, N) (A), que quedan ocupadas,
este proceso se repite disminuyendo el tamafio
de la malla y contando nuevamente, finalmente
se hace un gréfico log-log y se determina la
pendiente de la relacién log (N (A)) ~log())
la cual es interpretada como la dimensién de
Hausdorff - Besikovitch del objeto.

La estimacién de la dimensién fractal ha
sido hecha por diferentes autores (Feder, 1988),
sin embargo no se ha hecho claridad sobre
la dificultad de estimar la dimensién fractal
a partir de datos. Este problema se ilustrard
a través de una sencilla serie de ejemplos en
los cuales se hardn evidentes las dificultades,
desde el punto de vista estadfstico para su de-
terminacién. Considere una curva sinusoidal de
perfodo 27 generada por computador; obvia-
mente lo que se tiene es una coleccién de n pun-
tos que visualmente representan la curva con-
tinua que estamos generando (este es el caso de
los rfos que extraemos a partir de modelos di-
gitales de terreno), ahora apliquemos el proce-
dimiento de conteo de cajas para determinar su
dimensién. El resultado mostrado en la Figura
4 pone en evidencia que la pendiente de la recta
log (N (A)) vs log()), para tamafios de caja
menores que la resolucién del objeto (z = 10),
es igual a cero, que es la dimensién de un punto
y para tamanos mayores obtenemos un valor de
uno, que es la dimensién de la Ifnea.

Acé podemos ver que un usuario despre-
venido de los programas comunes para deter-
minar la dimensién fractal de un objeto, podrfa
cometer graves errores en la determinacién de
la dimensién fractal si tomara indiscriminada-
mente puntos antes y después del umbral de
resolucién. En algunas curvas el umbral de re-
solucién no es tan claro y la seleccién de los
puntos que deben ser tomados en la regresién
se convierte en una tarea de mucho cuidado.
Por ejemplo, en la Figura 5, se muestran los
resultados del proceso de ”box -counting” para
la curva usada en la seccién 4.1.1.2 para mo-
delar de manera sencilla el comportamiento
de los meandros. Cuando se observa la gréfica
log (N (A)) vs log(A), resulta evidente que no
es sencilla la decisién de cuales puntos deben
usarse para la determinacién de la pendiente
de la curva (dimensién fractal).

De hecho, si se hacen todas las posibles
combinaciones de seleccién de puntos (Tabla
1), la pendiente, que debiera ser uno pues ésta
es una curva simple, solo resulta en dos de e-
llas. En la Figura 6 se muestra la pendiente de
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la curva calculada con base en distintas selec-
ciones de los puntos para la regresién.

Sin embargo, si repetimos este experimento
haciendo un muestreo mas detallado como el
mostrado en la Figura 7 (z/z = muiltiplos de
0.0?) de la curva f(z) = A(z)sin (27z/T (z)),
los resultados son diferentes; sin embargo, este
dréstico incremento de resolucién no corrigié
completamente las desviaciones de la curva
cerca al limite de resolucién y en los tamarfios
grandes del cajon.

Sin embargo, ac4 se hace més facil la de-
terminacién de los puntos que se deben tener
en cuenta para la estimacién de la pendiente
(Figura 8)

Como se puede observar en estos ejerci-
cios numéricos, existe la necesidad de una
muy buena resolucién del objeto del cual se
quiere estimar la dimensién fractal. La determi-
nacién de la dimensién fractal de algunos rfos
de Colombia se presentard en la seccién 4.2.5
donde se mostrard que el grado de resolucién
necesario para estimarla es aun muy pobre.

Ademsds, del problema de la resolucién
para estimar dimensiones fractales, es posible
demostrar con un sencillo ejercicio, que incluso
con rfos fractales el exponente de la relacién
de Hack deberfa ser 0.5, recordando que la
desviacién de este exponente de su valor espe-
rado fue la motivacién principal de Mandelbrot
para proponer su teorfa sobre rfos fractales.

Teniendo en cuenta que en los primeros es-
tudios de la relacién longitud vs 4rea, estos
pardmetros eran medidos en mapas de distinta
escala, supongamos dos cuencas de diferente
tamaiio, con su divisoria de aguas dada por un
circulo de didmetro A y con su cauce principal
dado por un sencillo fractal conocido como la
curva de von Koch (1993). Supongamos ademés
que para fines de hacer el estudio a mano, las
cuencas deben ser dibujadas en un cuadro de
papel de 1 metro por 1 metro, y que las dis-
tancias se miden con algin aparato que cuenta
el mimero de pasos y que con base en la escala
determina la distancia recorrida, por lo cual su
precisién depende exclusivamente de la escala
(Figura 9).

Como se puede ver en la figura la escala gra-

fica en la cual se hacen las mediciones depende
del drea de la cuenca, en este caso es claro que
la escala gréfica depende del drea elevada a la
0.5 y la longitud depende de la precisién del
instrumento que a su vez depende de la escala
gréfica del mapa. Matemdticamente estas pro-
porcionalidades estdn dadas por

Lad, §aA%5 = LaA®®

De donde puede concluirse que el exponente
de Hack no contiene ninguna informacién a-
cerca del caracter fractal de los rfos.

4.2 ANALISIS DE DATOS Y
COMPARACION DE RESULTADOS
CON LAS INTERPRETACIONES
TEORICAS

4.2.1 FEstimacion del exponente de Hack para
cuencas de Colombia

A continuacién se presentan los resultados de
la estimacién del exponente de Hack con base
en mediciones realizadas en aproximadamente
1000 cuencas hidrogréficas de Colombia. La se-
leccién de las cuencas en que se hizo la medicién
fue disefiada para que hubiese suficiente infor-
macién en todos los ordenes de magnitud in-
volucrados en la regresién, con el fin de evitar
los problemas estadfsticos asociados a la falta
o poca presencia de datos en regiones particu-
lares de los datos (Figura 10).

4.2.2 Pruebas sobre la elongacion de cuencas

Para las 1000 cuencas seleccionadas se realizé
un conjunto de mediciones, con el fin de revisar
si la tendencia a la elongacién de las cuencas
con el incremento en el 4rea es significativa para
producir el efecto de la ley de Hack. Como se
mostré en la seccién 4.1.1.1, la tendencia a la
elongacién debe ser muy clara ya que el expo-
nente de Hack encontrado en los datos es del
orden de 0.56.

Usando la definicion de didmetro y
perfmetro de la cdscara convexa (McCallum y
Davis, 1979) se realizaron las regresiones en-
tre el didmetro y el 4drea (que corresponde a
la relacién de elongacién, Eagleson, 1970) y el
perfmetro contra el drea (que corresponde al
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fndice de Gravelius, Eagleson, 1970). Los resul-
tados se muestran en la Figura 11.

Las regresiones muestran que, en las cuen-
cas Colombianas, el efecto de la elongacién
tiene una influencia determinante sobre el ex-
ponente anormal de Hack. Ademsés, revelan que
existe una componente adicional para explicar
el crecimiento anormal de la longitud del cauce,
la cual puede estar asociada a la sinuosidad
y/o a la conexién topolégica existente en la red
de drenaje. Esta conclusién se deriva del expo-
nente distinto de 1.0 en la regresién L vs D,
que muestra un crecimiento més rdpido de la
longitud con el cambio de tamafio.

Con base en estos resultados se derivan las
formulas de relacién de elongacién e fndice de
compacidad para las cuencas de Colombia asf:

Escala 60 segundos arco: K = 1.114003 y
R, = 09147005

Las medidas de elongacién son consistentes
en ambas escalas, mostrando que las cuencas
de Colombia, son en general, alargadas en to-
das las escalas y con una clara tendencia a au-
mentar su didmetro m4s rdpido que su ancho.
Esta observaci6n se confirma cuando se escalan
3 cuencas de diferente tamaiio con su didmetro
y se comparan visualmente (Figura 12).

4.2.2.1 Pruebas sobre la sinuosidad de
los canales Con el fin de demostrar la impor-
tancia del cambio de sinuosidad a lo largo del
canal utilizaremos el criterio de ordenamiento
de Horton - Strahler para clasificar los canales.
Asf, determinaremos la sinuosidad promedio de
un canal de orden 1,2,...,9. Esta medicién
se hard en las cuencas de los rfos Arauca,
Atrato, Baud6, Catatumbo, Patfa, Putumayo,
San Juan, Sind, Tomo, Vaupés, Vichada, Ca-
quetd, Guaviare, Magdalena y Meta.

En la Figura 13 se muestran los resultados
para la cuenca del rfo Meta, en donde se revela
que, en promedio, la sinucsidad de los canales
crece hacia aguas abajo, o mejor con el orden
del canal a una tasa aproximada de 0.35. Sin
embargo, cuando se mira la variabilidad alrede-
dor de los estados medios, se encuentra una
gran dispersién, motivada principalmente por
la presencia de controles geolégicos en todas

las escalas que impiden que la sinuosidad pre-
sente una variabilidad constante a lo largo del
cauce. Un ejemplo de este tipo de controles se
puede entender si comparamos la sinuosidad del
rfo Atrato, con la del rfo Cauca a la altura de
Ituango, ambos rfos han acumulado practica-
mente la misma 4rea, sin embargo es evidente
que el Cauca no puede meandrear libremente
por el control que ejerce el canén interandino.

En general podemos observar que la tenden-
cia de la sinuosidad no es lo suficientemente sis-
temdtica para producir el efecto del exponente
de Hack por sf sola, sin embargo se ha mostrado
que su contribucién al crecimiento de la longi-
tud del cauce no es despreciable y que debe ser
tenida en cuenta por modelos tedricos que ex-
pliquen la estructura geométrica de la red de
drenaje de las cuencas hidrograficas.

4.2.2.2 Pruebas sobre el exponente
topolégico de Hack La bisqueda de la ex-
plicacién del exponente de Hack en la topologfa
de la red de drenaje ha sido uno de los es-
fuerzos matemadticos m4s significativos hasta
el momento, desde que Shreve (1966) present6
su modelo de topologfas aleatorias. Sin em-
bargo, el exponente topolégico de Hack solo
corresponde con el exponente geométrico para
valores grandes de la magnitud de la red de
drenaje como consecuencia de la ley de los
grandes nimeros, por esta razén ac4 se har4 un
esfuerzo por medir independientemente el expo-
nente topolégico y compararlo con los valores
esperados por los modelos de Shreve (1966) y
Tokunaga (1978).

En la Figura 14a se muestra el resultado de
la comparacién entre el valor de log(D;)/ log(A)
observado en los datos y el valor esperado segiin
el modelo de Shreve, se incluyen ademés las
bandas de 2 y 3 desviaciones estédndar. El valor
tedrico de esta relacién esta dado por

log(Dy) _ 1 log(2V/7 (1 ££0))

log(m) 2 log(m)

donde o es la desviacién tfpica y esta dada
n—3 %
3

por y € es una variable aleatoria con

distribucién normal.
Las observaciones estdn dentro de los ran-
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gos permisibles por el modelo. Esta prueba
no es concluyente pues no hay ley de grandes
nimeros para la relacién entre el didmetro y la
magnitud, ya que la varianza no tiende a cero.
En el capftulo siguiente se harén algunas prue-
bas adicionales del modelo de Shreve con el fin
de obtener resultados més concluyentes sobre
su validez.

En la Figura 14b se presentan los resultados
de la comparacién entre el exponente de Hack
estimado a partir de los datos de aproximada-
mente 1000 cuencas de Colombia y el valor es-
perado por el modelo de drboles autosimilares;
se puede apreciar cémo el valor es claramente
subestimado. Este resultado demuestra que la
organizacién topolégica de la red de drenaje
aporta una cantidad significativa a la obser-
vacién del crecimiento an6malo de la longitud
del cauce principal con el incremento del 4rea.

4.2.3 Estimacion de la dimensién fractal de
algunos rfos de Colombia

Basados en el procedimiento explicado en la
seccién 4.1.1.4 se presentaran los resultados de
la estimacién de la dimensién fractal de algunos
rfos de Colombia. En el programa CUENCAS
se ha implementado un médulo que permite cal-
cular la dimensién fractal de un rfo y permite al
usuario escoger los puntos con que desea hacer
la estimacién de la dimensién. A continuacién
se presentardn 3 ejemplos en los cuales se haré
esta medida. Se debe resaltar acd que estos re-
sultados son con propésitos ilustrativos, pues
como se demostré en la seccién 4.3.2. la ten-
dencia a la elongacién de las cuencas con el au-
mento de tamaiio viola la hipétesis de cuencas
autosemejantes en forma propuesta por Man-
delbrot, para explicar la ley de Hack en térmi-
nos de rfos fractales.

Este ejercicio se hace con la intencién de
demostrar los problemas asociados a la esti-
maci6n de la dimensién fractal de rfos extrafdos
de modelos digitales de terreno y en general
de objetos muestreados en bajas resoluciones.
Ademss, como se puede ver en las Figuras 15 y
16 la dimensién de Hausdorff - Besikovitch no
estdn muy lejos de 1.0.

5 CONCLUSIONES

Se ha realizado un extenso estudio de medicién
en cuencas de Colombia, cuyas dreas varfan en
varios ordenes de magnitud, para examinar las
teorfas sobre la ley de Hack. Se demuestra que
la tendencia de las cuencas a elongarse con el
aumento de tamaiio, es uno de los principales
componentes en el crecimiento anémalo de la
longitud del cauce principal con el aumento del
drea, observado en la ley de Hack. Adems4s, se
muestra el efecto no despreciable de la sinuosi-
dad creciente hacia aguas abajo de los rfos en
el crecimiento de la longitud del canal princi-
pal con el drea y la importante contribucién
de la organizacién topolégica, con base en los
resultados del modelo de drboles autosimilares
(Tokunaga, 1978).

Se ha dado un paso significativo en el campo
del desarrollo de herramientas computacionales
para el andlisis de cuencas hidrogréficas ex-
traf{das de modelos digitales de terreno que
permitié realizar este estudio sin precedentes
en Colombia, de la caracterizacién geomor-
fométrica de cuencas de gran tamaifio que hasta
hace algunos anos parecfan imposibles de medir
y analizar. Y se disefio un programa con una
interfaz grafica amigable que permite la ex-
traccion de los pardmetros geomorfometricos de
cualquier cuenca hidrografica de Colombia, ob-
viamente con las limitaciones de escala que ofre-
cen los mapas trabajados.
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Figura 1. Interfaz principal de la versién final del programa CUENCAS.
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Figura 2. Secuencia de cuencas con la divisoria dada por la lemniscata.



12 MANTILLA ET AL.: ANALISIS DE LA LEY DE HACK EN COLOMBIA

10t T v ——————r
-
5k
C
=3
0
sk
-10 TS ——
0.1 1.0 10.0 100.0

Figura 3. Funcién sinusoidal con amplitud y periodo dependientes de x de manera potencial. Este sencillo esquema, modela
las observaciones de Leopold y Maddock (1953) sobre ¢l incremento de la sinuosidad hacia aguas abajo del canal.
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Figura 5. Proceso de "Box-counting” aplicado a una curva cosenoidal con aplitud y perfodo dependiente de x, muestreada en
{z/z = miiltiplos de 10}.
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Figura 9. Esquema de medicién de la longitud y el 4reca ecn mapas de distinta escala de dos cuencas de distinto tamaio, bajo
la suposicién de cauce principal es un fractal.

Figura 10. Regresiones de la longitud del cauce principal con el 4rea y del didmetro topolégico con la magnitud, para la
determinacién del exponente geométrico y topolégico de Hack, respectivamente. L = 1.46A9-36 y Dy = 8.87m%-36. (Medido en
un mapa con resolucién de 60 segundos de arco).
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Figura 11. Regresién del didmetro y el perfmetro contra ¢l 4rea de drenaje. De este resultado es posible derivar conclusiones
sobre el fndice de compacidad y la relacién de elongacién. D = 1.2449-35 y P = 3.9249-33, Ademd4s, la regresién L = 1.09D1-03
muestra que existe otra componente que ayuda a explicar el crecimiento anémalo de la longitud del cauce principal, L (resolucién:
60 segundos de arco).
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Figura 12. Contorno de 3 cuencas de diferente tamaiio escaladas con la medida del didmetro. El ancho esta dado como un
porcentaje del didmetro con el fin de ilustrar la idea del crecimicnto de la elongacién en las cuencas con el cambio de tamaiio.
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Figura 14. (superior) Comparacién entre el valor teérico esperado por el modelo de Shreve y el valor observado de la relacién
log(D¢)/ log(m) en todos los puntos de la red de drenaje extrafda del modelo digital de terreno de Colombia. (inferior) Compara-
cién entre el valor teérico esperado por el modelo de drboles autosimilares de Tokunaga y el observado del exponente topolégico
de Hack en la red de drenaje extrafda del modelo digital de terreno de Colombia.
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Tabla 1. Determinacién de la dimensién fractal usando "box-counting” y haciendo todas las posibles combinaciones de los
puntos de la curva log(Nigmbda(A)) vs log(lambda).

Punto final de ia regresién para estimar la dimensién fractal
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
. 0 000 000 000 000 003 010 018 027 035 043 050 058 065
% 1 000 000 000 004 012 022 032 041 049 057 065 071
: 2 000 000 005 016 028 039 048 056 064 072 0.78
i - 3 000 008 022 036 047 056 065 072 081 087
5 E 4 014 032 047 059 067 075 082 0.90’ 0.95
§ c 5 049 063 073 079 0.86 0.92 100 1.04
g g 6 079 086 090 096 100, 108 1.1
8 ‘E' 7 094 096 102 1.06 114 1.17
g 3| 8 099 106 110 120 121
3 - 9 1.11 1.15 1.27 1.26
£ 10 1.21 1.36 1.32
'g 1 145 134
o 12 1.35

Tabla 2. Determinacién de la dimensién fractal usando "box-counting” y haciendo todas las posibles combinaciones de los
puntos de la curva 1og(Nigmbda (A4)) vs log(lambda).

Punto final de la regresién para estimar la dimensién fractal

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
= 0 | 097 098 098 099 099 099 099 099 100 101 102 104 105
£ 1 099 099 099 099 099 4.00% 100 1.00. 101 102 105 1.06
§ 2 099 100 100- 100 1.00. 100 1000 101 103 106 1.07
g y 3 100~ 4.00v 100, 100 100 101 102 104 107 1.08
£8| 4 100. 100,100 100 101 102 104 108 1.09
S| s 100 100 100 101 103 105 109 1.1
g § 6 100 1000 102 103 107 111 113
s g 7 1008 1.03 104 109 114 1.15
33| s 104 106 111 118 1.8
S 9 109 115 123 121
- 10 120 129 125
€ 1 138 1.27
[ 12 1.23




