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RESUMEN En este artfculo, siguiendo la leccién de Mc Comb (1996), se exponen
algunos conceptos fundamentales en torno al fen6meno de la turbulencia en Mecénica
de Fluidos. En la primera parte se presentan las ecuaciones de Navier - Stokes en
la forma solenoidal, las correlaciones entre dos puntos, las escalas de longitud en
turbulencia isotrépica y la turbulencia estacionaria. Luego, haciendo uso del an4lisis
de Fourier, se continua trabajando en el espacio del mimero de onda para obtener
los momentos del campo de velocidad y el tensor de espectro isotrépico. Finalmente
se enuncian los conceptos de creacién y disipacién de energfa en un fluido viscoso,
la cascada de energfa turbulenta y las hipétesis de Kolmogorov.

ABSTRACT In this paper, of Mc Comb (1996), some fundamental concepts as
the first aproximation to the turbulence phenomenon in Fluid Mechanic are expose.
At the beginning of the paper the Navier-Stokes equation in solenoidal form, the
two-point correlations, the length scales for isotropic turbulence and the stationary
turbulence are present. Then, based in the Fourier analysis, we continue working
in the wavenumber space to obtain the velocity-field moments and the isotropic
spectrum tensor. Finally the concepts of creation and dissipation of kinetic energy
in a viscous fluid, the energy cascade in isotropic turbulence and the Kolmogorov

hypotheses are enunciate.

1 LAS ECUACIONES DE NAVIER -
STOKES EN FORMA

aU,

SOLENOIDAL =5 ~VVUa = Mopy (V) [Up (,t) Uy (z,1)]
Para un fluido incompresible de densidad p y — Log (V) [Up (,t)) (1)
viscosidad Newtoniana v, ocupando un volu- 1 Opezt
men V limitado por una superficie S, y al hacer " p 024
uso de la ecuacién de continuidad: con
oUg
25 0

1 (ODgy (V) = 0Dgp(V
de la ecuacién de Navier - Stokes en direc- Mapy (V) -3 { g; ; ) + 52( )}
cién a i
Doy (V) b f (2)
Va + UgaU" __19% +vV2U, 52
at 0xg  por — / "\ dv’
T4 pO0Ta 8$aaz7/‘,G(z,x)f(x)dV

y de la condicién de frontera
Uq (2,t) =0 (z en S)

y con alguna manipulacién se obtiene la
ecuacién de Navier - Stokes en forma solenoidal,
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donde:

8a~ * Delta de Kronecker

G (z,2’) : Funcién de Green

7 : Vector unitario normal.

Al utilizar la descomposicién de la veloci-
dad como

Ua (z,t) = Ug (x,t) + uq (z,1)
donde
Ua (2,1) = (Ua (x,1)) ¥ (ta(z,t)) =0

Se puede escribir

(gt- - VV2) U, (z,t) = —%%p—;z—t +
Magpy (V) [Us (z,t) -
Uy (z,t) + (2)
Qﬂ,y (:l:, z;t, t)]
—Lap (V) [U_ﬂ(xa t)]

con

Qpy (z, 73 t,t) = (ug (z,t) uy (x,1))

el momento de segundo orden.

2 CORRELACIONES ENTRE DOS
PUNTOS

Se define el coeficiente de correlacién R,g, como
Qap (z,73t,t") = Rap (z,2t,t) ug (z,1)
g (¢, 1) (3)
en donde las primas en la velocidad denotan
que corresponde a la rafz cuadrada del prome-

dio de los cuadrados de las fluctuaciones.
Suponiendo que R, satisface que

max |Reg (z,z;t,t)] = 1y Rap—0
para |z —2/| — o0

Escogiendo convenientemente z =2’ =0y
(et . .
T = 57—2 = 0, la integral de escala de tiempo
se puede definir por

TE=/0°°R(T)dT (4)

el subindice E significa que es una estruc-
tura Euleriana.

De forma similar se puede definir la escala
integral de longitud; tomandot =t =0y 7 =

Log (7) = /0 R L (5)

en donde 7 es el vector unitario en la direc-
cionder=z-7.

3 ESCALAS DE LONGITUD PARA
TURBULENCIA ISOTROPICA

El coeficiente de correlacién
isotrépico, f(r), definido como

(u?) f(r) = (ur (x) ur (')

es la base para definir dos escalas de lon-
gitud muy importantes. La primera es la mi-
croescala de Taylor; esta es una escala dife-
rencial obtenida al expandir f(r) alrededor de
r = 0, la cual es una funcién simétrica que
cumple f'(0) =0,

longitudinal

I
—_
|
|
+
2
=

f(r)
—f"(0)

la importancia ffsica de la microescala de
Taylor esta indicada por la relacién que tiene
con la rata de disipacién de energfa en turbu-
lencia isotrépica,
150 (u?)
£€=———+
A
la escala longitudinal integral es sélo un

caso particular de la longitud integral general,
ecuacién (5),

L=_/0°°f(r)dr (6)

donde —}2— =

4 TURBULENCIA ESTACIONARIA

La turbulencia es intrfnsecamente un fené-
meno dependiente del tiempo, pero se dice que
Ua(z,t) es una variable aleatoria estacionaria si
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en muchos tiempos las distribuciones de proba-
bilidad dependen sélo de las diferencias entre
los tiempos medidos y no de sus valores absolu-
tos. Consideremos la correlacién en dos tiempos

(u@®u())=Q(,T)

donde t y T son los tiempos relativos y ab-
solutos respectivamente. Si u(t) es una funcién
aleatoria estacionaria, se tiene,

QM) =Q(t-t)=(u(t)u(t))

Se puede definir una microescala similar a
la de Taylor de turbulencia homogénea pero
ahora homogénea en el tiempo. Si Rg(t) es una
funcién de correlacién Euleriana para pequefios
valoresde r =t - t,

2

- 1.1 4
Re(t) = 1-57+0(*)
1 '
Lo = —RE (0)
B

5 ANALISIS DE FOURIER DEL
CAMPO DE VELOCIDADES
TURBULENTAS

En un campo de flujo con media cero, esco-
giendo las unidades de tal forma que la den-
sidad sea la unidad, se tiene

9 2 - _%p
(E -V ) Yo = Oz,
_ 9 (uaup)
a.'lfﬁ

con u y p denotando las fluctuaciones de
velocidad y presién. Considerando el fluido tur-
bulento en un cubo de lado L

uq (,t) = Zua (E, t) exp {zE . :E}
k
p(Z,t) = Zp (E, t) exp {zl? 5:’}
k

Después de algunas operaciones se obtiene,

(%_ukz) ta (Fit) = Magy(V) (7

Y up (G, 1) uy (k = j,t)
J

siendo,
o () = -0 frr (7)
kyDag E)}
Doy (E)] = 607 - Ii;rg

que es la transformada de Fourier de la
ecuacién solenoidal general del movimiento,
donde no hay velocidad media ni gradientes ex-
ternos de presi6n.

(% - uk2) Ug (E, t) = Mag, (V) -
[us (Z,t) uy (Z, )]

Se ve que Myp,(K) y Day(k) son las trans-
formadas de Fourier de Myp,(V) y Dgy(V)
definidas antes.

6 MOMENTOS DEL CAMPO DE
VELOCIDAD EN EL ESPACIO
DEL NUMERO DE ONDA

Es usual definir el tensor de densidad espectral
(continuo) Qqs(k) como sigue,

0= (5) (oo (0 (-5)

y se introduce el par de transformadas de
Fourier Qq3(7) y Qap(k) mediante las siguien-
tes relaciones

Qop(™) = /dstaﬂ(E) exp {zl?a':'}

(=

/d3kQag(7’) exp {iE- :i:‘}

Qaﬁ(’-"‘)
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7 EL TENSOR DE ESPECTRO
ISOTROPICO

Robertson (1940) plante6 la correlacién
isotrépica entre dos puntos en el espacio x.
Usando este mismo procedimiento se puede
obtener una ecuacién para el espacio del
nimero de onda,

- kak
Qus(F) = q(k)6 T

= Dap(F)q (k) (9)

No es dificil demostrar que la energfa por
unidad de masa del fluido, F, se puede relaciona
con el espectro del nimero de onda E(k) =
4mk2q(k) mediante la expresién (10)

E= /0 E (k) dk (10)

8 MOMENTOS EN EL ESPACIO
DEL NUMERO DE ONDA PARA
UN MISMO TIEMPO

Tomando como punto de partida la ecuacién
(7) se obtiene, después de algunos célculos, la
ecuacién para el momento doble,

(%+2uk2) Quy(E,t) = Map (E)-  (11)

f &5

Qﬂ7a(.7,E_.7; t)
+Mgm(—k) .

J &5

Qﬁ'ya(i "E - ;? t)

9 CREACION Y DISIPACION DE
ENERGIA CINETICA EN FLUIDO
VISCOSO

Sabiendo que la energfa cinética, F'r, en un el-
emento de control de volumen V' y &rea super-
ficial S esta dada por

1 2
= EZ/‘/pUadV

y utilizando las ecuaciones de Navier -
Stokes se llega a que

dEr
Zr F.
= | /V UnFodV
U
= |, 3z SandV

con S, el esfuerzo viscoso.

En palabras: la tasa de cambio de la energfa
cinética es igual a la rata de trabajo hecho por
las fuerzas externas menos la tasa en la cual la
energfa es disipada por efectos viscosos.

Definiendo la fuerza externa por unidad de
volumen como fo = Fo/p la tasa de disipacién
de energfa por unidad de masa y de tiempo por,

Wa , 0Up 2
2 Z (3.’1:3 a:lta )
y 51endo

U, 0Ug
Sap = pv (8::: +3—$a)

se obtiene, después de algunos célculos,

OET
—_ = Uy FodV
7 =), 02
- / pdV (13)
JV
Notas:

o El estado estable existe cuando Uy f, =€

e Cuando las fuerzas externas son cero, la e-
nergfa cinética del flujo decae segin la rata
dada por €.

e Se puede ver que el término de presién y
los términos no lineales (osea los términos
inerciales) no realizan trabajo neto en el sis-
tema; o sea, son fuerzas conservativas.

Para el caso de flujo turbulento la tasa de
disipacién media es

Uy , 9Up 2
2 Z (axg aflfa) (14)
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(G2

esto teniendo en cuenta que <TJ:) =0.

Para el caso particular de turbulencia ho-
mogénea se pueden tomar los gradientes de ve-
locidad media igual a cero y considerar sélo
la disipacién de la energfa cinética de los
movimientos fluctuantes

i (e 22))
@) w

10 LA ECUACION DE BALANCE
DE ENERGIA EN
TURBULENCIA ISOTROPICA

Partiendo de la ecuacién (11) para el caso de
turbulencia isotrépica, multiplicando por 27k?
y haciendo algunas operaciones, se obtiene la
ecuacién para el espectro de energfa E(k,t):

(§+nﬁ>ﬂhw=ﬂhﬂ (16)

@ =

ot

donde el término no - lineal esta dado por,

T(k,t) = 2nk*M,p,(k)- (15a)
[#i{QeuGF 70~
Qprald, -k - 550)}

Se puede demostrar que el término no - li-
neal T(k,t) no produce trabajo neto en el sis-
tema, luego T'(k,t) s6lo puede redistribuir ener-
gfa en el espacio del nimero de onda. Al inte-
grar cada término en la ecuacién (15) sobre &,
teniendo en cuenta que

00
E = / E(k, t)dk
0

y que /mT(k,t)dk =
0

se llega a que

dE ® 9

— + 2vk“E(k,t)dk =0 17
at  Jo

Por lo tanto, la rata de decaimiento de la
energfa cinética total de las fluctuaciones (por
unidad de masa del fluido) es sélo la rata de
disipacién. De aquf podemos obtener un resul-
tado simple para la rata de disipacién e en tur-

bulencia isotrépica:

00
aE__ __ / wk2E(k,t)dk (18)
dt ]

11 LA CASCADA DE ENERGIA EN
TURBULENCIA ISOTROPICA

La interpretacién més frecuente de la ecuacién
(15) es que la energfa en el sistema en k pe-
querios (escalas grandes) es transferida por el
término no - lineal T'(k,t) a k grandes (escalas
pequenas), donde es disipada (o sea convertida
en calor) por el término viscoso. Es bastante
iitil reescribir la ecuacién (15) de la siguiente
manera:

et = [TsEalE-d)e
—2vk?E(k,t) (19)

donde la definicién de S puede ser deducida
de la ecuacién (15a).

Consideremos en la ecuacién (18) el con-
junto no - lineal igual a cero. Luego la solucién
de la ecuacién (18) toma la forma

E(k,t) = E(k,t)-
exp { —2vk? (t — o) }

para un tiempo inical ¢y. Y asf la cantidad
de energfa en cada modo k decae individual-
mente con el inverso del tiempo 2vk2. Es claro
que mientras mayor sea el valor de k més rdpido
serd el decaimiento. Esto es equivalente a la
situacién de flujo cortante donde la viscosidad
molecular es un pardmetro pequeiio y debido a
esto los efectos viscosos sélo llegan a ser im-
portantes cuando los gradientes de velocidad
son grandes. Asf, el efecto de la no - linealidad
puede ser deducido como una transferencia de
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energfa de donde hay produccién neta (cerca a
la frontera sélida) a donde hay disipacién neta
(en el centro). De forma andloga, cuando se con-
sidera la forma completa de la ecuacién (18) se
puede esperar que la no - linealidad transfiera
la energfa desde donde entra al sistema (t{pica-
mente en valores pequefios de k, donde 2vk? es
pequefia) a valores grandes de k, donde domina
la viscosidad.

Miremos ahora el rango de niimeros de onda
involucrado en los procesos de transferencia i-
nercial. Para el caso del limite inferior es bas-
tante directo. El torbellino m4s grande posible
estard limitado por el tamaiio del sistema, por
lo tanto el nimero de onda més pequeno posi-
ble esta dado porkmin = 2p/L, donde L es la
dimensién lineal mds grande del sistema tur-
bulento. Es de esperar que el mayor mimero
de onda esté determinado por la disipacién vis-
cosa. Los tnicos pardmetros ffsicos importantes
que se tienen son la viscosidad cinemética v y
la rata de disipacién ¢, por lo tanto, en base a
la dimensionalidad se introduce una escala de
longitud caracterfstica

1

- (2)° o

y una velocidad de escala asociada, v,
v = (ve)t (21)

El inverso de la ecuacién (19) es tomado
normalmente como una medida aproximada del
méximo nimero de onda posible, k4:

1 e\
ky=- = (—) 22
Se puede notar que al definir un mimero de
Reynolds local (en el mimero de onda) basado
en las escalas anteriores, se obtiene
v
R(kg) = 7” =1 (23)
esto indica que los procesos viscosos son
dominantes para k = kq.

Por experimentacién se conoce que la ener-
gfa estd determinada por los nimeros de onda
menores mientras la rata de disipacién estd
determinada por los mimeros de onda mayo-
res, y los dos rangos no se traslapan atin para

nimeros de Reynolds pequefios. Lo que mues-
tra que el término inercial (que es la cadena en-
tre los dos extremos) puede dominar sobre un
rango de mimero de onda tan grande como se
quiera, simplemente al incrementar el mimero
de Reynolds.

12 HIPOTESIS DE KOLMOGOROV

Mc. Comb (1996) muestra como Kolmogorov
basado en resultados experimentales en donde
encontré que en nimeros de onda altos el espec-
tro de energfa puede tomar una forma universal
y que la cascada de energfa puede ser indepen-
diente de la forma en la cual fue creada la tur-
bulencia, formalizé las siguientes dos hip6tesis
que son esencialmente principios de similaridad
para el espectro de energfa. La primera hipé6te-
sis dice que en nimeros de onda suficientemente
altos el espectro depende sélo de la viscosidad
del fluido, la rata de disipacién y el mimero de
onda, es decir:

E(k) = v'nf (kn) (24)
= vielf (kn)
donde f es una funcién desconocida de
forma universal.
La segunda hipétesis de semejanza dice que
E(k) debe llegar a ser independiente de la vis-
cosidad cuando el mimero de Reynolds tienda

a infinito. Lo cual exige que la funcién f tome
la forma:

_s
f(kn) = a(kn)™3
= ay_%gl_sik_% (25)
donde a es una constante. Al substituir en
la ecuacién (23) se obtiene:

E(k) = acik~3 (26)

cuando el mimero de Reynolds tiende a in-
finito.

En aproximaciones teéricas se trabaja con
funciones de densidad espectral q(k),

q(k) = %e%k-% (27)
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Para mimeros de Reynolds grandes pero
finitos, se puede tomar las expresiones anterio-
res. Si el mimero de Reynolds es lo suficiente-
mente grande, podemos postular la existencia
de un subrango inercial de mimeros de onda,
tal que,

2
— k kq,
T <K K<L Kq

para el cual el espectro dado por la ecuacién
(23) es independiente de la viscosidad, luego
la ecuacién (24) se puede modificar y tomar la
forma:

tn) = aen S F () (28)

donde F es otra funcién universal que
cumple F(0) = 0. Luego la ecuacién (23) llega
a ser:

2. _5 k
E (k) = ae3k™3F (F) (29)
d

para k >> 2w /L, la cual tiende asinté6tica-
mente a la forma dada por la ecuacién (25) en
el subrango inercial del nmimero de onda.

La constante de proporcionalidad de Kol-
mogorov, a, ha sido blanco de un gran mimero
de investigaciones las cuales, en su mayorfa, es-
t4n de acuerdo en tomar a como un valor cer-
cano a 1.5.
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