AVANCES EN RECURSOS HIDRAULICOS - Nimero 8, Septiembre de 2001. 39

ANALISIS DE LAS PRUEBAS DE DETECCION DE VALORES
ANORMALMENTE EXTREMOS (OUTLIERS) EN SERIES HIDROLOGICAS

Ricardo A. Smith y Claudia P. Campuzano
Posgrado en Aprovechamiento de los Recursos Hidrdulicos
Facultad de Minas, Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin
cpcampuz@andromeda.unalmed.edu.co

RESUMEN

Se presentan un conjunto de pruebas para deteccion de valores anormalmente extremos (Outliers) en series hidrologicas.
Se hace un analisis de la potencia de estas pruebas utilizando series sintéticamente generadas con las distribuciones
Normal, Gumbel y Weibull, para diferentes nimeros de puntos anormales, y tanto para puntos anormales por encima
como por debajo de la media. Igualmente se presentan algunos resultados utilizando informacion historica, tratando de
analizar la relacion de ocurrencia de puntos anormales con la ocurrencia del fenémeno de El Nifio — Oscilacion del Sur
(ENSO) en sus dos fases (El Nifio y La Nifia). Se presentan finalmente algunas conclusiones y recomendaciones.

PALABRAS CLAVES: Puntos extremos, Puntos anormales, Potencia, Pruebas estadisticas, Generacion sintética,
El Fenémeno de El Nifio

ABSTRACT

Several tests for dtectiion of puntos anormales in hidrological time series are presented. A power analysis of those tests
using synthetic series is also presented. The Normal, Gumbel and Weibull distributions and puntos anormales of
different charateristics (size, location and above or below the mean) were used for the power analysis. Some results
using historical series, trying to analyze the influence of ENSO over puntos anormales, are also presented. Some
conclusions and recomendations are finally presented.
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1. INTRODUCCION

Un punto anormalmente extremo (Outlier) es una
observaci6n alejada anormalmente del comportamiento
general de las observaciones en una serie. Estos puntos
pueden ser causados por errores de medida, errores de
transcripcion, averias de los instrumentos, y problemas
de calibracion. También pueden indicar mayor
variabilidad espacial o temporal que la esperada. Los
puntos anormalmente extremos (Outliers) dan la
impresion de ser muestras de una distribucion distinta al
resto de las observaciones, parecen no ser representativos

de la muestra. En los procesos de estimacion estadistica
los puntos anormales a menudo llevan a resultados
sesgados y escogencia de distribuciones inadecuadas. Se
acostumbra entonces en hidrologia, antes de los procesos
de estimacion de las distribuciones, detectar si la muestra
disponible tiene puntos anormales, y si asi es, proceder a
la remocion de los mismos.

En los analisis hidrologicos que normalmente se hacen
en Colombia, no se usan pruebas de deteccion de puntos
anormalmente extremos, ni siquiera pruebas de
homogeneidad y consistencia de las series hidrologicas.
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Estos andlisis son de primera importancia, pues si las
series tiene puntos anormalmente extremos o tienen no
homogeneidades (cambios o tendencias) y se ignoran,
los analisis hidroldgicos pueden llevar a conclusiones
equivocadas.

Las pruebas de deteccion de puntos anormalmente
extremos comunmente utilizadas en hidrologia se aplican
para rangos de tamaiios de muestras diferentes, lo cual
hace dificil su comparacion. Se espera que estas pruebas
tengan diferente potencia (en el sentido estadistico) y seria
conveniente analizarla para concluir sobre su
confiabilidad en aplicaciones hidrologicas. Se entiende
por potencia de una prueba estadistica la probabilidad
de que la hipétesis nula sea rechazada cuando es
verdadera (Mood, Graybill y Boes, 1974).

Se presenta a continuacion un analisis experimental de
la potencia de las pruebas de deteccion de puntos
anormales cominmente utilizadas en hidrologia basada
en generacion de series sintéticas. Igualmente se
presentan algunas conclusiones y recomendaciones
basadas en estos experimentos.

Se hace también un analisis de la aplicabilidad de estas
pruebas en nuestro medio utilizando informacion
histérica. Se intenta encontrar si hay relacion entre la
ocurrencia de puntos anormalmente extremos y de el
fenémeno El Nifio — Oscilacion del Sur (ENSO).

2. PRUEBAS DE DETECCION DE PUNTOS
ANORMALMENTE EXTREMOS (OUTLIERS)

Diferentes pruebas han sido propuestas para detectar
puntos anormalmente extremos (Outliers) y se encuentran
referenciadas en algunos libros de estadistica aplicada a
la hidrologia (Gilbert, 1987; Gibbons, 1994; Kottegoda
y Rosso, 1997; Helsel y Hirsch, 1992) y otros en la
literatura sobre el tema (Tietjen y Moore, 1972). Todas
esas pruebas han sido desarrolladas basicamente para
probar la hipétesis nula de que todas las observaciones
fueron tomadas de poblaciones igualmente distribuidas.
Si no se rechaza la hipdtesis nula, entonces se asume que
la muestra no tiene puntos anormales. Las pruebas
propuestas en general se pueden clasificar en dos grupos:

¢ Basados en distribuciones
¢ Basados en cercania

Las pruebas basadas en distribuciones prueban si la
distribucion de la muestra con y sin el punto o los puntos
supuestamente puntos anormales es la misma. Si es la
misma se acepta la hipétesis de que la muestra no tiene
puntos anormales. Las pruebas basadas en cercanias
prueban si el punto supuestamente punto anormal esta
lo suficientemente alejado de la siguiente observacion
mas cercana a ese punto. Si no lo esta se acepta la
hipdtesis de que la muestra no tiene puntos anormales.

Las diferentes pruebas disponibles se aplican para
diferentes rangos de tamaiio de la muestra. Algunas de
ellas solo pueden detectar un punto anormal en la muestra
y otras pueden detectar varios. A continuacion se
describen brevemente estas pruebas.

2.1. Pruebas basadas en Cercanias

* Prueba de Dixon

Esta es una prueba propuesta para un grupo de
observaciones con un numero pequeiio de observaciones
que se asumen fueron tomadas de una poblacién
normalmente distribuida con media y varianza
desconocidas. Se recomienda que primero se identifique
el grupo de observaciones que se sospecha pueden ser
anormales. Si M representa el nimero de observaciones
que se sospecha pueden ser anormales, entonces la prueba
de Dixon podria ser aplicada para todas las M
observaciones. Una vez se identifica un punto anormal
usando la prueba este es removido del grupo de
observaciones y se puede proceder a probar si hay otro
punto anormal. Esta prueba puede usarse tanto para
detectar puntos anormales en la direccion de los maximos
como en la direccion de los minimos.

Sea Y, j=1...N ungrupode N observacionesy W, j=
1.....N son las mismas observaciones pero organizadas
en orden creciente de magnitud W<Ws<.<W,) La
prueba estadistica de Dixon esta definida de acuerdo al
rango del tamaiio de la muestra N'y probando si el valor
mas alto o mas bajo en el grupo de observaciones es un
punto anormal de acuerdo con la siguiente Tabla |
(Gibbons, 1994).
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TABLA 1. Estadistico para la Prueba de Dixon

N Highest Value Lowest Value

= D= WN _wN—I D= WZ_WI

Wy - \Nl wN - \Vl

=1 D= WN - WN-I D= Wz — \VI
Wy - wz WN~I - W,

S D= WN—WN—Z D= ws_wl
Wy - Wz WN-I - “’1

14-25 b WN — WN—2 Do wl _ “,l
WN - “’z WN-Z _ W|

La hipétesis nula de que la observacién mas alta o mas
baja es un punto anormal se rechaza si

d<C(N,a) )

en donde d es una estimado de la prueba estadistica D
dado en la Tabla anterior y C (N, a) es el valor critico de
la prueba para una muestra de tamaiio N y un nivel de
significancia a. Tablas para determinar C(N, o) estan
disponibles en Gibbons (1994).

* Pruebas Estadisticas Em y Lm

Las pruebas de los estadisticos Em y Lm pueden usarse para
probar la existencia de M puntos anormales en un grupo de
observaciones que se asume fue tomado de una poblacién
normalmente distribuida con media y varianza desconocidas.
Se recomienda primero identificar el grupo de M
observaciones sospechosas de ser puntos anormales, pudiendo
aplicarse la prueba para diferentes valores de M. La prueba
del estadistico Lm es una prueba de hipétesis de dos lados y
se puede usar para identificar puntos anormales por encima
o por debajo de la media. La prueba del estadistico Em puede
usarse para detectar si las M observaciones mas extremas
(por encima o por debajo de la media) en una muestra son
puntos anormales.

Sea Y, j=1... N un grupo de N observaciones. Para calcular
el estadistico para la prueba L,,, inicialmente la serie se
organiza en orden creciente de magnitud (si se estan
detectando puntos anormales por encima de la media) o en
orden decreciente de magnitud (si se estan detectando puntos
anormales por debajo de la media). W, j=1....N representa
la serie ordenada.

El estadistico para la prueba L,,, para puntos anormales por
encima de lamedia, est4 definido como (Tiejten y Moore, 1972):

L, =" L (2a)

En donde [ty es la media muestraly 4,"™ esla
media sin las M observaciones mas cercanas.
Y para puntos anormales por debajo de la media:
> (N-M)
(v, 2, o
_ =M+l
LM = N '

>, A

J=1
La hipétesis nula de que el grupo de M observaciones en
el grupo de observaciones son puntos anormales se
rechaza al nivel de significancia a si (Tietjen y Moore,
1972):

I,LEL(N.M, a) 3)

en donde /,, es una estimado del estadistico L,, de la
ecuacion (4), L(N, M, a) es el valor critico de la prueba
dado en funcion del tamaiio de la muestra N, del nimero
M de puntos anormales que se esta probando, y nivel de
significancia a. Las Tablas para determinar L(N, M, o)
se encuentran en Tiejten y Moore (1972).

Para determinar el estadistico para la prueba E,,
inicialmente se determina la serie YI de las desviaciones
con respecto a la media en valor absoluto y luego se
define la serie W: dada por la serie Y, ordenada en orden
creciente de magnitud (W < W,<...< W,). Una nueva
serie Z, se define, en donde Z, es igual a la Y-ava
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observacion cuyo Y, representa el i-ésimo valor mas
grande. Usando la serie Z se calcula la media de la
muestra usando todas las observacionesfl, y usando las
primeras N- M observaciones, fy, (Y"*"). El estadistico
para la prueba E,, se define entonces como (Tietjen y

Moore, 1972):
N-M N-ay R
Y (z, 2,°)
Ey="" @)

(2, 8}

J=

La hipotesis nula de que el grupo de M observaciones en
el grupo de observaciones son puntos anormales se
rechaza al nivel de significancia a si (Tietjen y Moore,
1972):

ey, <EMN,M, a) 5

en donde e,, es un estimado del estadistico E,, de la
ecuacion (10) y E (N, M,a) es el valor critico de la prueba
en funcidn del tamaifio de la muestra N, del nimero Mde
puntos anormales y del nivel de significancia a. Las
Tablas para determinar E (N, M,a) se encuentran
igualmente en Tietjen y Moore (1972).

2.2. Pruebas basadas en Distribuciones
* Prueba de la Distribucién Normal

Pruebas de normalidad realizadas utilizando grupos de
observaciones con puntos anormales en general rechazan
la hipotesis de que los datos fueron tomados de una
poblacion normalmente distribuida. Una prueba para
detectar puntos anormales puede basarse entonces en
probar repetidamente la hipdtesis de normalidad cuando
las observaciones que se sospechan son puntos anormales
se remueven de manera secuencial del grupo de
observaciones. Cualquijera de las pruebas de normalidad
existentes en la literatura se puede usar con este proposito.

Sea Y, j =1, N ungrupode N observaciones. Se puede
entonces realizar una prueba de normalidad utilizando
esta muestra y si no se rechaza la hipétesis de normalidad,
entonces se rechaza la hipotesis nula de puntos anormales
en el grupo de observaciones. Si se rechaza la hipétesis
de normalidad, entonces se acepta la hipétesis de que hay
puntos anormales en el grupo de observaciones. Las pruebas
de normalidad se aplican comenzando con i=/. Si no se
rechaza la hipétesis de normalidad sobre las N -/

observaciones restantes, entonces hay solo un punto
anormal en el grupo de observaciones. Si se rechaza,
hay mas de un punto anormal en el grupo de
observaciones y en este caso las pruebas de normalidad
se aplican considerando i=2. Si no se rechaza la hipotesis
de normalidad sobre las N-2 observaciones restantes,
entonces hay dos puntos anormales en el grupo de datos.
Este procedimiento continfia hasta que no se rechaza la
hipétesis de normalidad. Por lo tanto, si no se rechaza la
prueba de normalidad para i = k significa que hay
puntos anormales en el grupo de observaciones.

* Prueba de las Desviaciones Normalizadas

La prueba de las Desviaciones Normalizadas es una
prueba de deteccion de multiples puntos extremos. Se
asume que el grupo de observaciones se tomé de una
poblacion normalmente distribuida. La hipotesis nula es
que la distribucién de la poblacion de donde se tomaron
las observaciones que se sospecha son anormales es la
misma distribucién normal de la poblacion de donde se
obtuvo el resto de las observaciones de la muestra. La
prueba requiere que se especifique, antes de realizar la
misma, un nimero superior M de puntos anormales
potenciales en el grupo de observaciones.

Sea Y, j=1I..., N un grupo de N observaciones y se
sospecha que hay M puntos anormales dentro del grupo
de datos. Primero el grupo de observaciones se organiza
en orden creciente de magnitud y se define una nueva
serie W tal que W < W,<..<W,. p".“\"””yd-,',“""*"
representan la media y la desviacion estandar del grupo
W estimadas usando las primeras N-i +/ observaciones.

El estadistico para la prueba se define como (Kottegoda
y Rosso, 1997, p .322)

W —i+ :[l
S.i = Nd_ l(/s/iVM) (6)
w

Lahipotesis nula de que hay i puntos anormales en el grupo
de M observaciones que se sospechan que son puntos
anormales del grupo de observaciones se rechaza si:

(N=i+l)

ls,l < B, (N.o) (7

en donde s, es un estimado de la prueba estadistica S, de
la ecuacion (14) y B,,, (N. a) es el valor critico para la
prueba del i-ésimo punto anormal en el grupo de M
observaciones que se sospechan que son puntos
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anormales, dado en funcion del tamaiio de la muestra N,
y del nivel de significancia a para la prueba. Tablas para
encontrar B, (N, a) se encuentran en Kottegoda y Rosso
(1997, p .699). La prueba de las Desviaciones
Normalizadas descrita es para puntos anormales por
encima de la media. En este caso p (V-"*) y d,W(N-iu)
se calculan usando los N- i +] valores de la serie W.La
prueba estadistica S; de la ecuacidn (6) se define usando W,
en lugarde W, ,, , y la prueba es desarrollada usando la
ecuacion (7) en lamisma manera como se expone arriba.

* La Prueba de Roesner

Esta es una prueba de las llamadas miltiples puntos
extremos ya que permite detectar hasta diez puntos
anormales en un grupo de datos. La prueba es valida
para tamaiios de muestra mayores o iguales a 25
observaciones. El procedimiento asume que las
observaciones se tomaron de una poblacién normalmente
distribuida. La prueba trata de evitar el enmascaramiento
de un punto anormal por otro cuando estan relativamente
cercanos.

Antes de realizar la prueba se necesita especificar un
nimero M de puntos anormales potenciales presentes en
el grupo de observaciones. La hipétesis nula es que todo
el grupo de observaciones representa una muestra tomada
de una distribucion normal y la hipétesis alternativa es
que hay M puntos anormales, o M - I puntos anormales,
0....., 0 I punto extremo (Gilbert, 1987). La prueba de
Roesner es una prueba de hipétesis de dos lados e
identifica puntos anormales por encima o por debajo de
la media.

SeaY,j=1.., N ungrupode observaciones donde N
es el nimero total de observaciones. Se sospecha que
hay M puntos anormales en el grupo. Sean ) y g
lamedia estimada y la desviacion estandar estimada de
las N - i observaciones del grupo de observaciones
después de que las i observaciones mas extremas (en la
direccion que interesa hacer la prueba) han sido
removidas (Gilbert, 1987; Gibbon, 1994).

Y® representa la observacion mas extrema (la mas alejada
de la media 4 ) en el grupo de observaciones después
de que las i observacion mas extrema han sido removidas
de ese grupo. El estadistico para la prueba Rosner se
define entonces como:

R - Y(") - ,a(i)
ivl T i
d( )
La hipétesis nula de que hay i +1 puntos anormales en el
grupo de observaciones se rechaza si:

(8)

le l<a, (N 9)
endonde r,,, esun estimado de la prueba estadistica

R,,, delaecuacion (18)yl,,, (N, o) esel valor critico
para la prueba en funcién del nimero de puntos anormales
i+ 1, el tamaiio de la muestra N, y el nivel de significancia
a. Las Tablas para determinar | ,, (N, a) estin

disponibles en Gilbert (1987) o Gibbon (1994).

3. ANALISIS EXPERIMENTAL DE LA
POTENCIA DE LAS PRUEBAS

Para realizar el anélisis experimental de la potencia de
las pruebas, se generaron 100 series sintéticas con las
distribuciones Normal, Weibull y Gumbel de 5, 10, 15,
20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 100, 500, 1000 datos. Las
series normales se generaron utilizando un método basado
en la aproximacion del teorema del limite central (Salas,
etal, 1992). Las series Weibull se generaron utilizando
la ecuacidn (Salas et al, 1992):

X=x,,+a[-ln(1.0-U )]”ﬂ (10)
Donde x_es el parametro de ubicacion, a es el parametro
de escala y 3 es el parametro de forma de la distribucion
de Weibull y U es un nimero aleatorio uniforme (0,1).
Las series Gumbel se generaron utilizando la inversa de
la FAP (Funciéon Acumulada de Probabilidades) de la
distribucion Gumbel con parametros x| y o (Salas, et
al, 1992). Asi, para un nimero aleatorio uniforme U(0,1)
se tiene:
X=x,,-aln[-an ] (11)

el cual es un nimero aleatorio distribuido Gumbel.

Una vez generadas las series sintéticas se procedio a
incluir los puntos anormales en las mismas. Con este
objetivo se introdujeron puntos anormales en esas series
de 1 hasta 10 puntos anormales dependiendo del tamaiio
de las series. Para determinar el tamaiio de los puntos
anormales se usé la expresion m + ¢ K, variando el valor
de K hasta 10, y utilizando la media y la desviacion tipica
estimadas con los datos de la serie.
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De acuerdo con las pruebas realizadas se concluyé
inicialmente que se acepta la presencia de puntos
anormales cuando K> 4. En este analisis se hicieron
extensivas pruebas con las series generadas variando el
tamaifio de la muestra N, el valor de K, el nimero de
puntos anormales M y la distribucion de la serie sintética.

A manera de ejemplo, a continuacion se presentan solo
algunos resultados, ya que no es posible presentarlos
todos aca. Los resultados se presentan en forma de tablas
en donde se indica el porcentaje de aciertos de las pruebas.
En las tablas que se presentan, R corresponde a la prueba
de Roesner, SD a la prueba de las Desviaciones
Normalizadas, N a la prueba Normal, D a la prueba
Dixon y Em y Lm a las pruebas de los estadisticos Em y
Lm. Por ejemplo, en la Tabla 2 se muestra para K=5 en
el cuadro de 0 puntos anormales detectados, la columna
de Em y para 10 datos un valor de 21. Esto significa que
con la prueba del estadistico Em para las series de 10
observaciones no se detectaron puntos anormales en el

21% de los casos y si se detectaron (en el cuadro de 1
punto anormal detectado) en el 79% de los casos.

En la Tabla 2 se presentan los resultados para series de una
distribucion Normal con M=1, analizando puntos anormales
por encimade lamediay K=5y K=10. La Tabla 3 presenta
los mismos resultados para la distribucion Gumbel y la Tabla
4 para la distribucion Weibull. La Tabla 5 es para el mismo
caso pero para puntos anormales por debajo de la media.
La Tabla 6 presenta los resultados para series sacadas de
una distribucion Gumbel con M=4, analizando puntos
anormales por encima de lamediay K=6, 7,9y 10 (tamafio
de los cuatro puntos anormales). En este caso se presentan
los resultados solo para las detecciones de 2, 3 y 4 puntos
anormales. La Tabla 7 presenta los resultados para series
tomadas de la distribucion Weibull con M=10, analizando
puntos anormales por encima de lamediay K=5, 5, 6, 6, 6,
9,9,9, 10y 10 (tamaiio de los puntos anormales). En este
caso se presentan los resultados solo para las detecciones
de 0,1 y 10 puntos anormales.

TABLA 2. Porcertaje de aciertos para las series con distribucian Normml, con M=1 y amalizando
para puntos anormles por encina de la nedia

K=5 U puntos anormmales detectados 1 punto anormmal detectado
dats’ N~ D Fm Im R D aNaD:Exslm. R. N
5 O < S | L R R | R
10 0 I 217 0 8 P 33
D 0 6 S 1 10 % 9% 9P
2 0 1 2 0 100 % % 100
-5 0 2 1 0 | 0 10 % % 10 % 100
30 0 00 0 0 100 10 100 100 100
35 0 0O 00 0 100 00 100 100 100
~40 .0 00 0 0 100 [0 100 100 100
45 0 00 0 0 100 [0 T00 10O TOO
0 0 0 0 0 0 T [0 100 100 100
[0 0 0 0 100 100 100
0 0 0 100 100
000 0 0 100 100


































