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Resumen— La subdivisién de superficies de Catmull-Clark es
una de las técnicas mas usadas para obtener superficies suaves
mediante el refinamiento sucesivo de una malla de control,
ampliamente usado en animacién por computador pero con
limitaciones de uso en el CAD. Este articulo se concentra en la
etapa de ajuste del proceso de reconstruccién digital de objetos
tridimensionales, para la cual se propone un método que ajuste
superficies por medio de subdivisién de Catmull-Clark tomando
como base la cuadrilaterizacién de la superficie mediante analisis
espectral y teoria de Morse.

Palabras Clave— Subdivisiéon de Catmull-Clark, Subdivisién
de Superficies, Suavizado de Superficies, Representaciéon de
Objetos 3-D.

Abstract— Catmull-Clark Subdivision surfaces is one of the
most widely used techniques for smoothing surfaces by successive
refinement of a control mesh, widely used in computer animation
but limited on CAD applications. This paper is related to surface
fitting stage within 3-D digital surface reconstruction and propose
a method for surface fitting by Catmull-Clark Subdivision, based
on mesh quadrangulation using spectral analysis and Morse
Theory.

Keywords— Catmull-Clark Subdivision, Subdivision Surfaces,
Surface Smoothing, 3-D Objects Representation.

1. INTRODUCCION

La reconstruccion digital de objetos 3-D es una técnica que
permite obtener modelos digitales de objetos a partir de
los reales. El objetivo es representar matematicamente la
superficie, tal que, esta sea fiel en sus dimensiones y detalles a

la original. Esto requiere de una serie de etapas las cuales se
describen en [29] y que de forma general se pueden clasificar en:
adquisicion de datos, registro, integracion y ajuste de superficies,
el proceso completo es mostrado en la Figura 1. Los detalles de
cada una de estas etapas son descritos con mayor amplitud en

[2].

Los sistemas de reconstruccion aun requieren de la
intervencion del usuario para llevar a cabo el proceso, es
deseable que estos realicen de forma inteligente y automatica la
totalidad de este sin intervencion del usuario, razon por la cual
cadauna de las etapas se ha convertido en la actualidad en tema
amplio de investigacion.
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Figura 1. Etapas del proceso de reconstruccion digital de objetos 3-D.

El proceso de reconstruccion digital de objetos
tridimensionales concentra en la actualidad un amplio interés de
parte de la comunidad académica, dada su aplicabilidad en
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diversos campos como el industrial, animaciones, videojuegos,
objetos de museos, etc. Existen multiples circunstancias en las
cuales es deseable utilizar la reconstruccion digital, algunas de
las cuales se describen con mayor detalle en [26], [8], [27]. Este
articulo se concentra en la etapa de ajuste, cuyo objetivo es
proporcionar un modelo matematico del objeto real, tal que
permita representar fielmente sus detalles. Este proporciona el
insumo necesario para visualizar en el computador el modelo 3-
D del objeto, asi mismo permite su importacion y uso en
herramientas CAD, CAE, CAM con fines ingenieriles. Algunas
representaciones posibles son: Grid, Malla Triangular,
Subdivision de Superficies, Superficies de Funciones Explicitas,
Superficies Implicitas, Superficies Paramétricas, Superficies B-
Spline por producto tensorial, Superficies NURBS, Parches
Curvados. La Subdivision de Superficies, es de interés particular
en este articulo, dadas sus propiedades y aplicaciones hecho
que la han convertido en la actualidad en el estandar de la
animacion por computador, adicionalmente proporcionan
superficies de alta calidad, son agradables a la vista, pero a
pesar de ello aun no son un estandar en el CAD debido
principalmente a las dificultades presentes en su
parametrizacion. Aun asi, estas técnicas son un prometedor
prospecto que complementaran o reemplazaran en un futuro a
las NURBS, actual estandar CAD.

Particularmente, la subdivision de superficies de Catmull-Clark
es uno de los métodos mas usados para suavizar superficies
mediante el refinamiento iterativo de una malla de control, esta
preferencia se debe a su simplicidad, facil implementacion,
aplicacion sobre mallas de cualquier topologia, produccién de
mallas cuadrilaterales, entre otras propiedades.

Este articulo propone un método para la aplicacion de la
subdivision de superficies de Catmull-Clark en la etapa de ajuste
del proceso de reconstruccion de objetos tridimensionales, cabe
resaltar que aspectos como la medicion del error, evaluacion del
efecto de vértices extraordinarios entre otros no se han quedado
fuera, dado que este trabajo tan solo es un acercamiento inicial.
La seccion dos, describe los trabajos mas recientes en relacion
al tema de subdivision de Catmull-Clark particularmente el
abordaje de temas como los artefactos y el ajuste son comunes,
En la seccion tres se presenta un abordaje teodrico de los
elementos clave empleados en la metodologia como lo son la
subdivision de Catmull-Clark, el anélisis espectral de mallas
triangulares y la teoria de Morse. En la seccion cuatro se describe
el método propuesto el cual primero cuadrilateriza la malla y
posteriormente la convierte a parches B-Spline con los cuales
se calculan los vértices de la malla de Control. Finalmente se
muestran algunos resultados empleando el método descrito.

II. TRABAJOS RELACIONADOS

La subdivision de Catmull-Clark es un método de subdivision
que genera superficies suaves a partir de una malla burda, el

detalle de este método se describe en [4], permite generar
superficies que recursivamente aproxima una superficie a puntos
que se encuentran sobre una malla de topologia arbitraria. Para
mallas rectangulares con puntos de control, el método genera
una superficie B-Spline estandar. Para mallas no rectangulares,
genera superficies que se reducen a una superficie B-Spline,
excepto en un pequefio numero de puntos, llamados puntos
extraordinarios.

Una técnica para evaluar directamente la subdivision de
Catmull-Clark sin realizar la subdivision Explicita se presenta en
[28], siendo eficiente y facil de implementar. Esta técnica permite
que muchos algoritmos desarrollados para superficies
paramétricas se apliquen a subdivision de superficies de Catmull-
Clark.

Una propuesta para mejorar el trabajo presentado en la anterior
referencia es desarrollada en [16] donde se extiende el método
para la evaluar superficies por subdivision de Catmull-Clark en
las proximidades de vértices extraordinarios sobre curvas B-
Spline de frontera.

Usualmente la profundidad usada en la subdivision es tres,
lo cual implica que la malla atn no es llevada a su limite, una
estrategia para obtener un mejor renderizado es a partir de la
teselacion optima de la superficie, en [17] se presenta un nuevo
método de teselacion adaptativo para subdivision de superficies
de Catmull-Clark. EI nimero de caras en una malla refinada
uniformemente se incrementa exponencialmente conforme
aumenta la profundidad de subdivision, la teselacion adaptativa
reduce el numero de caras necesario para obtener una
aproximacion suave en la superficie limite y consecuentemente
hace el proceso de renderizado mas eficiente. Una forma de
calcular el error limite de la subdivision de superficie de Catmull-
Clark es presentada en [6] en la cual mediante el uso de
diferencias de primer orden de los puntos de control, define la
distancia entre las dos mallas de control y se obtiene una formula
de estimacion del mismo, en tanto que se demuestra la
convergencia con un ritmo exponencial de la malla de control.

El proceso de subdivision parte de una malla burda para
obtener mediante refinamientos sucesivos una malla suave en
su limite, el proceso de subdivision inversa es totalmente
opuesto, parte de una malla arbitraria dada y busca obtener una
malla burda, en ese sentido en [ 18] se presenta un método local
para obtener mallas burdas a partir de mallas obtenidas mediante
subdivision de Catmull-Clark. Este método permite construir
una malla burda para casi cualquier tipo de malla.

La profundidad de subdivision es el proceso de determinar
cuantas veces un parche de superficie deberia ser subdividido
tal que la distancia entre la malla de control resultante y la
superficie del parche se mas pequeila que una tolerancia dada,
en este sentido en [5] se presenta una nueva técnica para
computar la profundidad de subdivisién para parches de
superficie por subdivision de Catmull-Clark (CCSS). Una variante
de esta técnica es mostrada en [7] donde se presenta una técnica
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para computar la profundidad de subdivision basada en
diferencias de segundo orden progresivas para parches de
superficie por subdivision de Catmull-Clark (CCSS). Determinar
la profundidad de subdivision es fundamental para evitar la
subdivision excesiva de parches CCSS para satisfacer las
necesidades de precision y, en consecuencia, puede hacer mas
eficiente el recorte y generacion de mallas para elementos finitos,
las operaciones booleanas, y las teselaciones de CCSSs. Un
avance mas reciente [ 12] muestra de forma general que la malla
limite puede aproximar a la superficie limite mejor que la
correspondiente malla de control y que en consecuencia, para
un determinado error de tolerancia, se requieren menos pasos
de subdivision si la malla de control refinada es reemplazada
con la correspondiente malla limite. Similarmente, [11] investiga
la aproximacion de una subdivision de superficie de Catmull-
Clark para sumalla limite, muestra que una malla limite aproxima
a la superficie limite mejor que la correspondiente malla de
control, lo cual significa que, comparada la aproximacion de la
malla de control y la aproximacion de la malla limite, esta tiene
una profundidad de subdivision mas pequefia y
consecuentemente requiere menos caras para una tolerancia de
dada. Los resultados de los ensayos muestran que la
aproximacion de la malla limite supera a la aproximacion de la
malla de control en un 30% en la mayoria de los casos.

Un factor en estudio lo constituyen las curvas a partir de las
cuales es posible crear superficies, en este sentido [21] presenta
un algoritmo de interpolacion de curvas con curvatura
transversal predefinida en subdivision de superficies empleando
poligonales complejos. Una sencilla aplicacion es la generacion
de superficies de subdivision de Catmull-Clark que fluyen muy
bien a lo largo de tales curvas caracteristicas.

Los puntos extraordinarios son aquellos cuya valencia
(numero de bordes incidentes) es diferente al esperado, lo cual
puede causar comportamientos inesperados de la superficie en
tales puntos o discontinuidades, particularmente en [23] se
muestra que en la vecindad de puntos extraordinarios, la
curvatura es ilimitada y fluctia. Se presenta ademas un conjunto
de reglas aplicadas a la vecindad del punto extraordinario para
reducir su efecto.

La subdivision de superficies posee muchas propiedades
atractivas en las aplicaciones de graficos interactivos por
computador. Sin embargo, la necesidad de acceder a una
vecindad de tamaifio variable en una malla de control hace que
sea dificil de acelerar de manera eficiente los calculos de
teselacion en el hardware para graficos. Este problema es
abordado en [14], donde en primer lugar, se propone un esquema
simple y de bajo costo para el sistema de calculo de teselacion
de superficies por subdivision de Catmull-Clark. En segundo
lugar, el documento presenta una extension de la etapa pos-
transformacion y la operacion de caché de iluminacion de
vértices (T’n’L) que eficientemente aceleran el procesamiento
de primitivas de tamaifio variable que sirve como entrada.

Una aplicacion particular de la subdivision de Catmull-Clark
se presenta en [13] desarrollando un nuevo algoritmo para
obtener una superficie CCSS a partir de contornos con
ramificaciones. En [19] se presenta un algoritmo simple y
computacionalmente eficiente para aproximar superficies por
subdivision de Catmull-Clark usando un conjunto minimo de
parches bicubicos. En [15] se presenta una extension de la
aproximacion a superficies de Catmull-Clark (ACC) desarrollada
por Loop y Schaefer para superficies con pliegues y esquinas
las cuales son necesarias en la mayoria de aplicaciones graficas.

Las superficies B-Spline y NURBS constituyen en la actualidad
un estandar CAD, por lo cual se busca representar superficies
que cumplan con este estandar. En [22] se presenta un método
para reconstruir superficies B-Spline a partir de mallas
cuadrilaterales, usando un esquema de subdivision inversa de
Catmull-Clark.

I1I. MARCO TEORICO REFERENCIAL

3.1 Subdivisién de Superficies de Catmull-Clark
3.1.1 Origenes

Un algoritmo para subdivision recursiva de parches se
presenta en [4] el cual ha sido usado ampliamente en los graficos
por computador desde que estos fueron concebidos para
renderizar imagenes de parches curvados de superficies, el
algoritmo propuesto en ese entonces subdivide recursivamente
un parche de superficie en cuatro subparches hasta que el parche
resultante tiene un tamafio cercano al de un pixel de la pantalla
en que va a ser renderizado.

Cuando el trabajo de Catmull estuvo a punto de completarse,
George Chaikin describié en un seminario un método para
generar recursivamente curvas suaves a partir del recorte de
esquinas de un poligono de control. Motivado por esto, Catmull
desarroll6 un método para generar superficies cubicas para
mallas poliedrales de topologia arbitraria, sin embargo, ya que
no pudo probar que la superficie se comportaba bien en todos
sus puntos, no pudo implementarla. Posteriormente Clark
implemento6 el método para empiricamente determinar si la
superficie se comportaba bien y generalizo las reglas para
determinar los nuevos puntos de la superficie.

3.1.2 Algoritmo de Chaikin para la Subdivision de Curvas

El algoritmo de Chaikin se basa en un proceso recursivo de
recorte de las esquinas formadas por las lineas de un poligono
de control. La Figura 2 muestra una curva que ha sido refinada
mediante el algoritmo de recorte de esquina de Chaikin, en la
Figura 2a se tiene un poligono de control con cuatro vértices,
en la Figura 2b se muestra el resultado después de recortar las
esquinas 2 y 3, generandose los nuevos vértices numerados
del 2 al 6, los vértices 0 y 1 permanecen sin modificar, en la
Figura 2c se presenta el resultado de recortar todas las esquinas
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de la anterior Figura excepto los vértices 0y 1, yen la Figura 2d
se muestra el resultado de recortar todas las esquinas del
poligono de la Figura 2c excepto los vértices 0y 1. Cada uno de
los nuevos vértices de control de la curva es computado como

[}

(a)

(b)

Figura 2. Refinamiento de un poligono

La subdivision de Chaikin presenta dos componentes
esenciales en todos los esquemas de subdivision: las reglas
topologicas y las reglas geométricas [20].

Las reglas topologicas de la subdivision de Chaikin son
mostradas en la Figura 3, las cuales, generalmente son 1lamadas
recorte de esquina. Para cada vértice anterior , se generan
dos nuevos vértices , la union de estos dos vértices
nuevosy la eliminacion del anterior vértice ~ generan un nuevo
borde . De esta forma lo longitud de todos los bordes
anteriores se reduce.

: -
7
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Figura 3. Reglas topolédgicas de la subdivision de Chaikin
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una combinacién afin de los vértices del anterior paso de
refinamiento. En el limite, el poligono refinado converge a una
curva suave la cual es conocida como una curva B-Spline
cuadratica uniforme.

1

“\

=
o~
(=]

(d)

de control mediante el algoritmo de Chaikin

Las reglas geométricas para el algoritmo de Chaikin estan
definidas por las ecuaciones 1 y 2 donde los nuevos vértices
creados son computados como una combinacion lineal de los
antiguos vértices.

3.1.3 Método de Subdivision de Catmull-Clark

La subdivision de Catmull-Clark es un método aproximante el
cual se basa en algoritmos de subdivision de parches bictibicos
B-Spline para generar superficies recursivamente a partir de
mallas de control de topologia arbitraria [4], en la Figura 4 se
presenta la subdivision de un objeto con malla cuadrilateral, en
tanto que en la Figura 5 se presenta la subdivision del mismo
objeto representado con malla triangular.

(d) Tercera Subdivision

Figura 4. Refinamiento de una malla cuadrilateral mediante

(b) Primera Subdivision

(e) Cuarta Subdivision

subdivision de Catmull-Clark
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(d) Tercera Subdivision

(b) Primera Subdivision

(e) Cuarta Subdivision

Figura 5. Refinamiento de una malla triangular mediante subdivisiéon de Catmull-Clark.

Dada una malla de control con topologia arbitraria, los nuevos
vértices son generados de acuerdo a las siguientes reglas:

* Los vértices F: Son los vértices resultantes de computar
para cada una de las caras los vértices que la componen.
Como ejemplo se toma el vértice F1 el cual es el promedio
aritmético de los vértices P1, P2, P3 y P4 (Ver Figuras 6a y 6b)

* Los vértices E: Son vértices resultantes de computar los
dos vértices de los extremos de una arista y los dos nuevos
vértices F cuyas caras comparten la misma arista. A modo
deejemplo se tieneel vértice E1 el cual es el promedio aritmético
delos vértices P1, P4, F1 yF2 donde P1 y P4 forman una de las
aristas del objeto y F1, F2 son los vértices de cara de las caras
adyacentes a dicha arista. (Ver Figuras 6a, 6b y 6¢)

* Los vértices V: Un vértice V es expresado como la
combinacion lineal de P, F y R (Ver ecuacion 3), donde P es
el vértice original, F es el promedio de todos los vértices de
cara adyacentes al punto P y R es el promedio de todos los
puntos medios de las n aristas que inciden sobre P.

, F4+2R+(n-3)P

T

(3)

* Como ejemplo se cuenta con el vértice V1, donde P es el
veértice P4, F es el promedio de los vértices de caraF1, F2 y
F3, R es el promedio de los puntos medios de las aristas
P1P4, P3P4 yP6P4 (Ver Figura 6).

(©)

Figura 6. Reglas topologicas para la Subdivision de Catmull-Clark

3.1.4 Artefactos

Se dice que una superficie presenta artefactos cuando
aparecen en el proceso de subdivision formas diferentes a las
esperadas. Un ejemplo de este fenomeno se muestra en la Figura
7, donde la malla de control (Figura 7a) consta de tres superficies
planas malladas regularmente con cuadriléteros, el resultado de
subdividir cuatro veces este objeto se presenta en la Figura 7b,
senota que la superficie final es lisa y curva. En la Figura 7c, se
representan las mismas tres superficies de la Figura 7a, pero el

enmallado no es regular y presenta combinacion de mallas
poligonales de 3, 4 y 5 lados, al aplicar el mismo proceso de
subdivision se obtiene la Figura 7d, en la cual se observa la
aparicion de pliegues.

Las Figuras 7a 'y 7c muestran 7a son topologicamente iguales,
solo se diferencian por su mallado que al ser subdividido produce
resultados diferentes con las superficies subdivididas
presentandose en la Figura 7d artefactos.
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(c) Malla no Cuadrilateral

(d) Cuarta Subdivision

Figura 7. Aparicion de artefactos en el proceso de subdivision

3.1.5 Vértices Extraordinarios

Se denomina vértices extraordinarios a todos aquellos cuya
valencia es diferente a la esperada, en el caso de mallas obtenidas
por subdivision de Catmull-Clark lo normal es que cada vértice
tenga cuatro aristas incidentes sobre €él, en otras palabras su
valencia es cuatro, larazén se centra en el hecho que el método
de subdivision siempre genera mallas cuadrilaterales, se puede
decir entonces que todo aquel vértice con una valencia diferente
es un vértice extraordinario.

En la Figura 7d se formaron pliegues en la superficie durante
el proceso de subdivision debido a la fuerte influencia del vértice
extraordinario mostrado en la figura 7c cuya valencia es ocho.

Tal como se evidencia en el estado del arte, el estudio de los
vértices extraordinarios es un tema de interés en investigacion.

3.2 Teoria de Morse.

De manera general, el analisis espectral de mallas trata de
inferir caracteristicas topoldgicas del objeto a través de
funciones matematicas. Este, arroja un espectro que viene a ser
un conjunto de valores y vectores propios de una matriz que ha
sido inferida de la malla triangular. El analisis espectral se apoya
en la teoria de Morse. Esta teoria permite escoger puntos

representativos de los vértices de la malla triangular, a los que
se denomina puntos criticos de Morse, y que posteriormente
seran los vértices de los parches cuadrilaterales.

Dada una funcion real sobre alguna superficie, la teoria de
Morse conecta la geometria diferencial de una superficie con
su topologia algebraica; esta teoria, describe la conectividad
de la superficie, a partir de la configuracion de los puntos donde
la funcién del gradiente decae. Tales puntos son llamados puntos
criticos (estos son: minimos, maximos y puntos silla). La teoria
de Morse ha sido utilizada en gréficos y visualizacion por
computador, para analizar diferentes funciones reales. Un
ejemplo son los datos de terrenos, los cuales estan definidos
por una funcién de altitud en el plano, en donde la teoria de
Morse puede identificar caracteristicas topoldgicas, controlar
su simplificacion y organizarlas en jerarquias de multiresolucion
[1,3].

En la Figura 8, se observa la configuracion de los puntos
criticos. La parte a, indica un punto regular. Para la parte b, se
observa como se halla un maximo cuando todos en el vecindario
son minimos. En la parte ¢, se observa como es un minimo,
cuando todos los vecinos son méaximos. La parte d indica puntos
silla.

{a) Punto Regular {b) Punto Miximo

{c) Punto Minimo

{d) Punto de Silla

Figura 8. Configuracion de los puntos criticos [24].
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3.2.] Teoria de Morse para mallas triangulares.

La aplicacion de la teoria de Morse para mallas triangulares,
implica resolver una forma discreta de la ecuacion del Laplaciano,
para encontrar una funcién Morse que describa la topologia
representada en la malla triangular. En este sentido, pueden
existir puntos criticos adicionales a la caracteristica de la
superficie, que produzcan un dominio base que represente
adecuadamente la geometria tanto de la misma topologia como
de la malla original, y también puede agruparse la malla en
parches mejorados.

Esta teoria se basa en el Laplaciano para encontrar las
funciones armonicas de una funcion dada. La Teoria de Morse
relaciona la topologia de una superficie S con su estructura
diferencial especificada por los puntos criticos de una funcion
de Morse [25] vy esta relacionada con el analisis
espectral de mallas.

El analisis espectral, se realiza calculando inicialmente el
Laplaciano. El operador Laplaciano discreto en funciones
lineales de pedazos de superficie sobre superficies trianguladas,
esta dado por la ecuacion 4 donde Ni es el conjunto de vértices
adyacentes al vértice i y Wij, es un peso escalar asignado a la
arista dirigida (i; j).

Afi= Wylfi—fi) 4

JEN;

Para cada grafo libre de cualquier geometria embebida,
frecuentemente se usa la definicion de pesos combinatorios
. Sin embargo, para superficies multiples la opcion
apropiada, son los pesos armoénicos discretos, sugeridos por
[9] y es la que se usa en este trabajo (ver Ecuacion 5):

Wi = <(cot a;; + cot ;) (5)

1
9
donde son los angulos opuestos a la arista (i, j). En
laFigura 9, se observa como los pesos son calculados mediante
los angulos opuestos, ya que indican la geometria del objeto.

Figura 9. Calculo de los pesos para el Laplaciano.

Representando la funcion f, por el vector columna de sus
valores hacia todos los vértices , se reformula
el Laplaciano como una matriz:

Af==Lf (6)

donde la matriz Laplaciana L tiene las siguientes entradas:

S Wik sii=j

Lij=4{ -Wy

si (i,j) es una arista de S (7

0 En cualquier otro caso

donde k es el numero de vecinos del vértice i. Los valores

propios forman el

espectro de la malla S. Ademas de describir el cuadrado de la

frecuencia y los correspondientes vectores propios

en de L, definen las funciones lineales de pedazos

de superficie sobre S y describen las frecuencias
progresivamente [30].

3.2.2 El complejo Morse-Smale.

Asumiendo una métrica Riemaniana y un sistema ortonormal
de coordenadas, el gradiente en un punto a de la superficie, es
el vector de derivadas parciales. El gradiente de fforma un
campo suave de vectores en .S, con ceros en los puntos criticos.
En cualquier punto regular se tiene un vector gradiente diferente
de cero, y cuando se sigue hacia el vector, se traza una integral
de linea la cual inicia en un punto critico y finaliza en un punto
critico mientras no contenga ninguno de ellos. Ya que la integral
de linea asciende mondtonamente, los dos puntos de finalizacion
no pueden ser el mismo. Porque fes suave, dos integrales de
linea son disjuntas o son las mismas. El conjunto de integrales
de linea cubren la superficie completa, excepto en los puntos
criticos. La superficie descendente D(a)de un punto critico a
es el conjunto de puntos que fluyen hacia a.

Mas formalmente, esta es launion de a y todas las integrales
delinea que finalizan en a. Por ejemplo, la superficie descendente
de un maximo es un disco abierto, el de un punto silla es un
intervalo abierto, y el de un minimo, es el punto mismo. La
coleccion de superficies estables es un complejo, en el sentido
de que el limite de la celda es la union de celdas de dimension
baja. Simétricamente, se define la superficie ascendente A(a),
de a como la unién de a y todas las integrales de linea que
inician en a.

Cada una de las regiones tiene cuatro lados, dos arcos saliendo
a partir de un minimo y finalizando en dos puntos silla y dos
arcos adicionales continuando a partir de los puntos silla a un
maximo comun. Es genéricamente posible que dos puntos silla
sean las mismas, en tal caso dos de los cuatro arcos se unen en
uno. La region cae en ambos lados del arco unido, asi se tiene
un sentido de doble conteo y se mantiene que la region tenga
cuatro lados. El complejo MS puede observarse en la Figura 10.
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D Minimo @ Punto de Silla @Maximo

Figura 10. Complejo de Morse-Smale [10].

IV. METODO PROPUESTO

En esta seccion se describe el método propuesto para ajustar
una nube de puntos representada como una malla poliedral
mediante la subdivision de superficies de Catmull-Clark. En
primera instancia se recurre al analisis espectral y a la teoria de
Morse para identificar una serie de puntos criticos sobre la
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(a) A=T2.

malla triangular, lo cual permite construir sobre la superficie
parches cuadrilaterales. En segunda instancia se construyen
sobre estos parches superficies B-Spline. Los puntos de control
asi obtenidos se constituyen en los vértices de la malla de
control para el proceso de subdivision de superficies.

4.1 Andlisis Espectral y Teoria de Morse

El analisis espectral de la malla poliedral permite obtener un
conjunto de vectores y valores propios del Laplaciano. Cada
vector propio caracteriza los vértices de la malla al asignar a
estos un valor real. El valor propio de cada eigenvector muestra
el nivel de frecuencia asociado, para el caso de las mallas es
usual tomar los eigenvectores con mas altas frecuencias.
Habiendo ordenado descendentemente los eigenvalores, es
decir en orden decreciente de frecuencias es comun tomar para
el proceso de cuadrilaterizacion aquellos eigenvectores en el
rango de posicion de 40 a 80, ya que ofrecen una distribucion
mas homogénea de los valores asignados a cada vértice por el
eigenvector elegido.

Las figuras 11a y 11b muestran mediante escala de colores
una representacion de el valor asignado a cada vértice.
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Figura 11. Analisis Espectral del objeto esfera.

Mediante la teoria de Morse se clasifican los vértices de la
malla segun el valor asociado por el eigenvector elegido como:
Punto de maximo, Puntos de Silla, Puntos de minimo y Puntos
regulares. Para la identificacion de los parches cuadrilaterales
sobre la malla se emplean los puntos de méximo, minimo y de
silla. De cada punto de silla se trazan dos rutas ascendentes y

dos rutas descendentes empleando el concepto de pendiente,
de esta forma cada silla se conecta a dos puntos de maximoy a
dos puntos de minimo. Una adecuada eleccion del eigenvector
permite una buena formacion de los parches cuadrilaterales, tal
como se observa en la Figura 12.

(a) A=72

(b)

Figura 12. Rutas ascendentes y descendentes del objeto esfera.
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4.2 Construccién de los parches de superficie B-Spline

Mediante el analisis espectral y la teoria de Morse se particiond
la superficie poliedral en parches cuadrilaterales. Cada uno de
los parches fue regularizado y sobre ¢l se construyeron
geodésicas, el objetivo consiste en ubicar puntos sobre la
superficie de una forma regular, estos son usados como entrada
para identificar los puntos de control de una superficie B-Spline.

En la Figura 13 se muestran los parches cuadrilaterales
formados a partir de los puntos criticos identificados para el
eigenvector 48. La Figura 14 muestra el trazado de geodésicas
para uno de estos parches. Los puntos mostrados estan
espaciados de forma uniforme, lo que permite aproximar una
superficie B-Spline.

Figura 13. Parches cuadrilaterales del objeto esfera -

01 008 -006 -004 -002 0 002 004 006

(a) Malla de Control

Figura 14. Geodésicas de un parche del objeto esfera

Los puntos de control de la B-Spline obtenidos son entonces
los vértices de la malla de control para la subdivision de
superficies de Catmull-Clark.

V. RESULTADOS

En internet es comun encontrar repositorios publicos de
imagenes obtenidas por diferentes investigadores, tal es el caso
de los objetos Bunny4 mostrado en la Figura 15a y el objeto
Moai mostrado en la Figura 16a.

Tomando como entrada los datos de las Figuras mencionadas,
se procedio6 a aplicar el método descrito, los resultados de este
proceso se evidencian en las Figuras 15b, 16b, 4d.

01 -008 006 -0.04 002 0 002 004 0.06

(b) Malla Subdividida 3 veces

Figura 15. Objeto Bunny4

(a) Malla de Control

(b) Malla Subdividida 2 veces

Figura 16. Objeto Moai
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Una evaluacion posterior de los resultados muestra que el
numero de vértices y caras se incrementa en forma exponencial
en potencias de 10, las Figuras 17 y 18 muestran tal
comportamiento para los objetos Bunny4 y Cubo. La ordenada
se encuentra en ambos casos en una escala de Log10.

3 Dy

Suphefiwinidn B®

Figura 17. Evaluacién del niimero de subdivisiones vs el nimero de
vértices y el nimero de caras para el objeto Bunny4.

4 5 & Sebafvisin N

Figura 18. Evaluacién del nimero de subdivisiones vs el nimero de
vértices y el nimero de caras para el objeto Cubo de la Figura 4.

VI. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

» El proceso de cuadrilaterizacion de la superficie del objeto
mediante el método propuesto es altamente dependiente
del eigenvector seleccionado, lo cual afecta la formacion de
los parches B-Spline, esto se evidencia en la figura 12. Como
trabajo futuro se evaluara la influencia del eigenvector en el
proceso de cuadrilaterizacion y como seleccionar de manera
automatica.

* El costo en tiempo de computacion se incrementa con el
proceso de subdivision en potencias de diez del nimero de
vértices y el de caras.

» El efecto de los vértices extraordinarios es un tema que
requiere de mayor atencion en futuros desarrollos de esta

area ya que es evidente su influencia en la generacion de
artefactos.

» Latopologia de la malla inicial tiene efectos importantes en
la forma de la superficie tras el proceso de subdivision, basta
con observar las Figuras 4d y 5d las cuales son obtenidas a
partir del objeto Cubo de las Figuras 4a y 5a que
topoldgicamente son iguales, su inica diferencia es la malla,
en el primer caso cuadrilateral y en el segundo triangular.
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