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R e s u m e n : En este trabajo  se presenta una metodología para ('enerar mallas triangulares no optimizadas de 
modelo no estructurado a partir de imágenes de rango. Las imágenes de rango suelen ser muy densas y por (‘lio, 
reconstruir superficies con la totalidad de los puntos acarrea altos costos computacionales; para esto, se describe 
un modelo de selección de puntos bajo dos criterios diferentes: el primero, la medida de la distancia de cada punto 
a  una aproximación lineal de la superficie; los puntos seleccionados en esta fase serán aquellos cuya distancia 
estim ada sea menor o igual a un umbral a  establecido; y seguidamente, una selección de un conjunto de puntos, 
basada en la estimación de la curvatura; esta última, servirá como base [jara estim ar la probabilidad de selección, 
que perm itirá tener mayor densidad de puntos en regiones con altas variaciones de curvatura y menor densidad 
de puntos en regiones con bajas variaciones de ésta. De esta manera, es posible seleccionar un conjunto de puntos 
representativos de la superficie a  reconstruir. Finalmente, se presentan resultados experimentales con imágenes de 
rango reales en formato flvnn’s.

P a la b ra s  C lav e : Mallas Triangulares, Superficies 3D, Imágenes de Rango

A b s tr a c t :  The range images usually are very dense and for th a t reason to reconstruct surfaces with all of the 
points is expensive. This work, propose a methodology to  create triangular meshes not optimized of not structured 
models from range images, which consists in a  strategy of points selection based in two criteria’s: first, the measure 
of the distance of each point to  a lineal approach of the surface; the points selected in this phase will be those whose 
distance is smaller or similar to  an threshold <r; second, a  selection of points, based on I lie curvature estimate; this 
last one, will serve like base to  estim ate the selection probability th a t will allow to have bigger density of points 
in regions with high curvature variations and smaller density of points in regions with low curvature variations. 
This way, it is possible to  select a  set of representative points of the surface to reconstruct. Finally, experimental 
results arc presented with real range images in format ilynn’s.

K ey w o rd s: Triangular Meshes, 3D surfaces, Range Images

1 INTRODUCCIÓN

Las mallas triangulares consisten de un conjunto de pun
tos con coordenadas 3D , que representan una superficie, 
y  una estructura que describe com o estos puntos son  
conectados en triángulos [Cainpbell y  Flynn (2001) y  
Soderkvist (1999)|. Las mallas pueden ser estructuradas
o no estructuradas. En las primeras, la conectividad  
puede ser descrita por algún esquema de indexainieiito; 
m ientras que en las segundas, esa relación no existe 
y  se hace necesario una estructura de datos especial

para representar la información de dicha conectividad  
[Shewchuk (1999)|.

En el proceso de representación de superficies, la  co
munidad de visión por com putador, generalm ente, em 
plea ampliam ente imágenes de rango com o fuente de 
dalos lllolfínan (19S7)|. lisias son un tipo especial de 
imágenes digitales en donde cada píxcl expresa la dis
tancia entre un punto de referencia conocido y  un punto  
visible de la escena ¡Curless y  Le voy (199G)|.

En este trabajo se presenta una m etodología pí.ra 
generar mallas triangulares de m odelo no estructurado
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a partir de imágenes de rango, que representen superfi
cies de objetos 3D de forma libre, sin la impleirientación  
de algoritm os de optimización; para esto, se describe un 
m odelo de selección de puntos bajo dos criterios diferen
tes: El primero, la m edida de la d istancia de cada punto 
a una aproximación lineal de la superficie. Los puntos 
seleccionados en esta fase, serán aquellos cuya distan
cia estim ada sea menor o igual a  un umbral a  estable
cido. El segundo, una selección basada en la estim ación  
de la curvatura para cada punto; esta últim a, servirá 
com o base para la estim ación de la probabilidad de se
lección, que perm itirá tener mayor densidad de puntos 
en regiones con altas variaciones de curvatura y  menor 
densidad de puntos en regiones con bajas variaciones de 
ésta. F inalm ente, la reconstrucción de la  superficie se 
realiza m ediante un algoritm o de inserción incremental 
de puntos para la generación de m allas triangulares me
diante el criterio Delaunay, que se aplica al conjunto de 
puntos seleccionado en las dos fases anteriores.

E ste docum ento esta  organizado de la siguiente 
manera: en la  sección 2 se hace una descripción del 
problema. La sección 3 hace referencia a trabajos 
previos. En la sección 1 se explica en detalle el m étodo  
propuesto. La sección 5 presenta los resultados. La 
sección 6 esboza las conclusiones y  la sección 7 presenta 
trabajos futuros en el tem a abordado.

2 D ESC R IPCIÓ N  D EL PROBLEM A

La representación de superficies m ediante m allas no es
tructuradas, constituye el m étodo más com únm ente uti
lizado para m odelar la geom etría de objetos y  superfi
cies 3D; sin embargo, la generación de una buena repre
sentación es costosa com putacionalm ente, dado que las 
m allas suelen ser muy densas porque interpolan todos 
los puntos obtenidos m ediante el proceso de sensado, 
esto hace necesario aplicar un costoso algoritm o de refi
nam iento que dism inuya la densidad de la m alla, sin una 
pérdida considerable de precisión.

La altas densidades de la m allas al emplear imá
genes de rango se generan, debido a que estas son pro
ducidas con dispositivos que generalm ente poseen gran 
precisión y  sensan gran cantidad de puntos sobre la su
perficie, por lo tanto el representar superficies u obje
tos directam ente desde las im ágenes de rango em plea al
tos costos com putacionales, tanto para la generación de 
la  m alla com o para su  alm acenam iento y  visualización. 
Obtener una buena representación com putacional medi
ante m étodos de triangulación em pleando im ágenes de 
rango es posible si se seleccionan un conjunto de puntos 
de menor tam año que sean  representativos de la superfi
cie a reconstruir. Un conjunto de puntos representativo  
debe perm itir m odelar las variaciones topológicas de los 
objetos de forma libre concentrando mayor cantidad de

puntos en regiones con altos niveles de curvatura e inver
sam ente disminuir la densidad en regiones de naturaleza  
m enos curvadas.

3 TR A BA JO S PREVIOS

La reconstrucción de superficies de objetos de forma li
bre ha sido un cam po de investigación muy activo en  
las últim as décadas. Las investigaciones y  trabajos en  
el cam po de la  reconstrucción de superficies m ediante 
m allas triangulares han heredado una densa variedad de 
m étodos y  estrategias basadas en general en dos técn i
cas: refinamiento de la m allas m ediante funciones de op
tim ización y  generación de m allas mediante una subdi
visión del espacio de la superficie en elem entos volum étri
cos como cubos y  tetraedros.

Las técnicas basadas en  funciones de optim ización  
consisten en generar inicialm ente m allas que interpolen  
todos los puntos contenidos en las im ágenes de rango 
com o en [Hoppe, DeRose, Ducham p, M cDonald y  Stu- 
etzle (1992)] para luego reducir su densidad m ediante 
la m inim ización de la función de energía, generalmente 
estos m étodos dem andan altos costos com putacionales, 
por lo que en algunas ocasiones suelen ser poco conve
nientes, sin embargo han dem ostrado obtener representa
ciones aceptables de un am plio dom inio de objetos.

Las técnicas de subdivisión com o el de VVyvill, 
M cPheeters y  W yvill (1986), generan m allas a partir 
de una descom posición de espacio en cubos, similar al 
clásico enfoque del algoritm o de “Marching cubes” pro
puesto por Lorensen y  Cline (1987) y  variaciones sim ila
res com o la de Allgower y  Schm idt (1985), quienes propo
nen subdividir el espacio en tetraedros para evitar condi
ciones ambiguas presentes en el m étodo de Lorense; este  
enfoque en general produce representaciones muy bue
nas, sin embargo el hecho de subdividir el espacio en  re
giones de tam año constante ev ita  que pueda modelarse 
diferentes niveles de detalle de topología de las superfi
cies.

4 M ÉTO DO  PR O PU ESTO

4.1 Función de D istancia

La función de distancia D U(P )  desde un punto arbitrario 
P  G R 3  a  una superficie cercana U, es la distancia en
tre P  y  el punto m as cercano Z  €  U , m ultiplicada por 
± 1  dependiendo del lado de la superficie en el que se 
encuentre P  [Curless y  Levoy (1996)|. La estim ación de  
función de d istancia es muy utilizada para la generación  
de iso-superficies que pueden ser extraídas con diferentes 
m étodos |Curless y  Levoy (1996) y  Hoppe et al. (1992)1-

En este trabajo, la estim ación de la  distancia se  
tom ará com o parám etro para seleccionar puntos con el 
fin de reducir el error del a ju ste de los d atos a una aproxi-
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marión lineal de la superficie; debido a que. una malla 
triangular será una aproximación lineal do la superficie 
real. Por lo anterior los puntos seleccionados, serán aque
llos cuya distancia sea menor o igual a  un límite a  es
tipulado para el proceso. Es conveniente que este límite 
sea el error medio del sensor utilizado para generar la 
im agen de rango.

Para estim ar la función de distancia, el primer paso 
es calcular un plano tangente a el punto P , y  será el 
plano que mejor ajuste un conjunto de datos vecinos de 
P . Este vecindario se puede determinar fácilmente en  
una imagen de rango com o los datos alrededor de P  en  
la m atriz de rango. El plano se calcula resolviendo el 
conjunto de ecuaciones lineales en (1):

W  =

£ ( x  -  x 0)2 XXX -  x 0)(y  -  y it) £ ( x  -  x0)(2  -  r0' 
J2(x  -  x u)(j/ -  y 0) ¿ 2 (v  ~  >Jo) 2  J 2 (v  ~  I/o)(- -  -oj 

-  * o )(s  -  -o) E ( v  ~  í/o)(2 -  so) E ( ~  ~  ¿o)2
(1)

donde el punto (xo, yo, 2o), es el centro de masa del con
junto de datos vecinos. Al resolver el sistem a, el plano 
queda definido por el eigenvector del menor eigenvalor 
de esta m atriz, y  la d istancia de un punto (x¿, y¡, r¿) al 
plano A x +  B y +  C z — D  =  0 se define en la ecuación (2):

F igu ra  1: Distribución de los valores de las coordenadas (u) 
Z y (b) Z’

R(r,c-1).

R(r-1,c)
R(r,c+1)

R(r,c) R(i+1,c)

Figura 2: Matriz de nango

Ri = (2)

finalmente los puntos cuya distancia sea menor igual a 
a ,  serán seleccionados.

4.2 Estim ación de la Curvatura

La estim ación de la curvatura es un proceso basado en  
la  geom etría intrínseca en cada superficie contenida en 
una im agen de rango R (r, c). La finalidad do este paso es 
generar una imagen de curvatura K ( r ,c )  sobre la cual, 
en la etapa siguiente, se seleccionarán los puntos que 
representarán finalmente la  superficie 5 .

Para esto, es necesario recalcular la coordenada Z  
del objeto y  generar z '  la  cual contendrá la variación  
real de la curvatura |Ver Figura 1|; es decir, lo que se 
busca es elim inar la d istancia introducida por el ancho  
del objeto  que fue sensado, con lo que se obtiene R '(r, c), 
esto se realiza restando a cada valor de la coordenada Z  
en R (r ,c ) ,  el m ínim o valor de Z  que pertenezca a un 
punto valido de R (r ,c ) .

La curvatura se estim ará con la adición m atem ática  
de las curvaturas vertical y  horizontal. Estas curvatu
ras se definen en (3) [García (1997), García, Domingo 
y  Basanez (1997) y  Rieger, Tim m erm ans, van V liet y 
Verbeek (2002)|:

!<?„ =  R'z (r, c -  1 ) -  2 /i '  (r, c) +  l?z (r, c +  1 )

K¡?,. =  R ',{r — 1, c) -  2Il': (r. c) +  R 'z (»• +  1, c) (3)

en donde Ii(ii, rn) es la posición relativa de cada punto (le 
acuerdo a una estructura matricial que define la imagen  
de rango [Ver Figura 2|.

E ste proceso se realizará para cada uno de los puntos 
de la imagen de rango, a diferencia de García (1!)!)7), 
en donde no se hace ninguna restricción en cuanto al 
intervalo de variación de la curvatura, y  los puntos sobre 
el fondo tendrán un valor de curvatura constante igual 
aO.

4.3 Selección Aleatoria de Puntos

El objetivo de esta etapa es la selección de un conjunto  
de puntos de tam año establecido de la imagen de rango 
R (r ,c )  y  que hayan sido seleccionados en la primera 
etapa. La selección se liará basada en  la curvatura esti
mada en la fase anterior.

Esta selección debe permitir concentrar mayor can
tidad de puntos en regiones en donde la curvatura es
tim ada sea mayor; debido a que. al modelar superficies 
de objetos de forma libre la mayor dificultad está  en 
representar las regiones con alto nivel de variación de 
la curvatura, inversamente a esto, para representar re
giones cuya topología es m uy poco curvada, no se hr.ee 
necesario obtener una muestra muy densa de puntos.

De cualquier manera, no deben existir agrupamien- 
tos excesivos, ni grandes dispersiones en la distribución
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F ig u ra  3: Función de distribución de probabilidad y Función 
acum ulada de probabilidad normalizada para M — 10

<le los puntos, puesto que, esto representaría perdida de 
precisión en la representación del objeto. La mayor di
ficultad de esta  fase consiste en seleccionar una buena 
distribución de probabilidad que genere una muestra re
presentativa de la geom etría del objeto.

Por lo tanto, considerarem os la medida de la cur
vatura estim ada com o una variable aleatoria continua  
no uniforme, para la cual su dom inio o rango es vari
ante cu cada una do las superficies a  representar, porque 
los niveles de curvatura de una superficie varían depen
diendo de la topología o geom etría de cada superficie; 
debido a esto, la probabilidad de selección de un deter
m inado nivel de curvatura, tam bién deberá variar con  
cada superficie.

Para representar la probabilidad del evento de selec
ción de una m edida específica de curvatura, adoptaremos 
una función de distribución de probabilidad de tipo ex
ponencial creciente de la forma (4):

/ ( * • ) =  w e -  (4)

y  cuya función acum ulada de probabilidad F (x ) , se ob
tiene integrando f ( x ) ,  de ta l forma que:

F (x )  =  í  f (x )S x  =  í  ujeuxSx (5)
Jo Jo

F ( c ) = e u x - 1 (6)

C om o se explicó anteriorm ente, en cada superficie el 
rango de la curvatura es variante, y  siempre lo liará en 
un intervalo de [0, Jl/], por esta  razón y con el objetivo  
de normalizar F (x )  [Canavos (1987)|, la constante u> se 
define de la  forma:

Ui= I I hl^  ^
el com portam iento de f ( x )  y  F (x )  se m uestra en la 
Figura 3.

F inalm ente, los números aleatorios que siguen la 
distribución de probabilidad anterior, se calculan me
diante el m étodo de la  transform ada inversa F ~ l (A )

com o se m uestra en la ecuación (8), en donde A, es un 
número aleatorio con función de probabilidad uniforme, 
obtenido m ediante un generador de números pseudo- 
aleatorios congruencial m ultiplicativo, de librerías están 
dar del lenguaje C.

F (x ) =  t ux - 1  =  A  

F ~ l (A ) =  - I n ( r + l )  =  x  (8)
(jJ

Para nuestro caso, la selección se realiza escogiendo  
aleatoriam ente intervalos de curvatura, y  escogiendo to 
dos los puntos que se encuentren en ta l intervalo. La 
división del rango de curvatura en intervalos, puede 
generar una buena m uestra a m edida que los intervalos 
se van haciendo m ás pequeños.

4.4 Generación de la M alla No Estructurada

C on el conjunto de puntos seleccionados luego de la apli
cación de las fases de filtrado anteriores, se  construye una  
triangulación Delaunay [Edelsbrunner y  Sliah (1992)|. 
La triangulación D elaunay es una estructura geom étrica 
que ha tom ado gran popularidad en la generación de  
mallas. C onsiste en un conjunto de triángulos cuyos  
vértices no se interceptan con ningún otro; es decir, que 
para cada triángulo debe existir un circumcirculo que no 
contenga ningún otro vértice |Ver Figura 4|.

Existen diversas y  m uy variadas técnicas para la 
construcción de la triangulación Delaunay. Para este  
trabajo se im plem ento el m odelo incremental de la tri
angulación Delaunay. Este es un m odelo eficiente debido  
a que tiene una complejidad algorítm ica de 0 (n  log (n )). 
E ste procedim iento consiste iniciahnente, en  calcular un  
triángulo que contenga en su interior todos los puntos 
que contendrá la m alla, para luego subdividirlo a m edida  
que los puntos son insertados increm entalm ente en la tri
angulación. Esta subdivisión es realizada de acuerdo a 
su  posición con respecto a la triangulación en la que se  
encuentre el punto insertado, desde esta  perspectiva un  
punto puede caer en dos posición generales; en el interior 
de cualquier triángulo ó  sobre la arista d e uno de ellos, 
para cada uno de estos casos se realiza un procedimien
to  de intercambio de arista para perm itir el ingreso del 
punto [Ver Figura 4 (a ),(b )|.

Los algoritm os de triangulación generan la cober
tura convexa del conjunto de puntos, por lo que en al
gunas ocasiones fue necesario aplicar un algoritm o adi
cional que lim itara el largo de las aristas de los triángu
los, debido a que, interpolan puntos que no están unidos 
en la superficie real. Este algoritm o puede eliminar al
gunos triángulos; la cantidad elim inada, dependerá ex 
clusivam ente del parámetro con que se restrinja la lon
gitud de las aristas |Ver Figura 5|.
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:K r

V I =  P m  -  P u  

V 2 =  P u  -  P n (9)

siendo P n , P m , P u ,  cada uno de los tres vértices del 
triangulo.

El producto cruz añade un aspecto de im portan
cia debido a que este es anti-com m itativo y  el orden de 
los vértices para el cálculo del vector puede causar una  
variación en el sentido de la normal. La técnica utilizada  
en este trabajo consiste en seleccionar un orden cuya di
rección siem pre sea uniforme |Ver Figura G|, así se evita  
el costo de tener que ordenar todos los triángulos a me
dida que se van generando.

Esta técnica mejora la calidad de la representación  
debido a que garantiza que las norm ales tienen una ori
entación uniforme y  evita zonas oscuras causadas por 
el incorrecto cálculo de las normales, adicioiialinente en 
cada vértice de la m alla los vectores normales se calcu
laron com o el promedio de todos los vectores normales 
de los triángulos incidentes a cada uno de los vértices 
[Ver Figura 7|.

Los vectores normales son utilizados en la repre
sentación com putacional final de las superficies, con ellos

F ig u ra  4: Intercambio de aristas acorde a  la posición del 
punto; (a) P unto al interior del triángulo, (b) Punto sobre 
lina arista, (c) Triangulación Delaunay

Figu ra  G: Cálculo de los vectores normales con producto 
cruz uniforme

F ig u ra  5: Triangulación Delaunay, (a) C obertura convexa 
(b) Resultado algoritmo de restricción del largo de aristas

4.5 C álculo de las Normales de Superficie

Si se parte de un triángulo, con tres vértices P 1, P 2  y  
P 3 , el vector normal esta  definido m ediante el producto  
cruz entre V I y  V 2, donde V I y V2, se calculan mediante 
la ecuación (9);

F ig u ra  7: Vectores normales por vértices como promedio «Ic
ios vectores de los triángulos adyacentes

es posible aplicar una técnicas gralicas que mejoren la 
calidad de la representación, generalm ente son utiliza
dos para la interpolación lineal de un color o forma ¡r 
través de un polígono; éste se considera un m étodo muy 
simple y  efectivo para darle una apariencia curvada a un 
polígono que posee una naturaleza plana. La apariencia 
curvada es posible aplicando un patrón de iluminación a 
cada vértice del polígono y  entonces promediar los valo
res de color en toda la superficie del objeto.

Algunos problemas y  mejoras en procedim iento de 
cálculo de los vectores normales se m uestra en la Figura 
8, en el cual se renderiza un ob jeto  de topología arbi
traria y se muestran los resultados de en cada uno de los 
pasos.

F igu ra  8: Técnicas del cálcu!o de los vectores normales, (a) 
problemas del producto cruz (b) producto cruz de signo uni
forme, (c) normales promediadas

Ui
lIV

lii
’iS

ip
A

1) 
f'r

. 
CP

l.O
M

R'
-
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5 RESULTADOS

Esta técnica fue probada con un grupo de imágenes de 
rango obtenidas de The Signal A nalysis and Machine 
Perccptio» Laboratory at th e Ohio State U niversity ge
neradas con un scanner O S U ’s M inolta 700, las imágenes 
fueron generadas a partir de objetos de topología arbi
traria que presentan regiones altam ente curvadas con lo 
([lie se  buscaba la reprosentatividad de un dom inio am
plio d e objetos.

Para calcular el error estim ado de la representación, 
se calculó la varianza residual con n —3 grados de libertad  
(n  es el número total de puntos), a partir de la distancia  
al plano definido por el triángulo que contenía a  cada 
uno d e los puntos que no hacían parte de la triangulación  
pero que pertenecían a la imagen de rango original.

Los tiem pos de ejecución para cada una de las fases 
de este  trabajo fueron obtenidos utilizando un proce
sador AM D a 2,0GH z con 512M b d e Memoria y  se mues
tran en  la F igura 9, 10 y  11.

(•) (b) (c)

F ig u ra  9: Resultados de reducción de puntos (a) imagen 
originili, (b) Reducción del GG.25% de los puntos, Error — 
0.35 y (c) Reducción del 79.75% de los puntos, Error — 0.46

(•) (b)
(c)

F ig u ra  10: Resultados de reducción de puntos (a) imagen 
original, (b) Reducción del G4.76% de los puntos, Error — 
0.29 y (c) Reducción del 78.80% de los puntos, Error — 0.38

F ig u ra  11: Resultados de reducción de puntos (a) imagen 
original, (b) Reducción del 45.15% de los puntos, Error — 
0.19 y (c) Reducción del 67.10% de los puntos, Error — 0.38

error y  tiem pos de procesam iento aceptables en relación  
con  m étodos clásicos encontrados en la literatura, sin  
embargo la  naturaleza aleatoria de la técnica produce 
efectos no deseables com o la im posibilidad de obtener 
d os representaciones exactam ente iguales, en algunos ca
sos es im posible garantizar la correcta representación de 
los limites de la superficie por que no se puede garantizar 
que la totalidad de estos puntos sean seleccionados.

G CON CLU SIO NES 7 T R A BA JO S FUTURO S

En este  trabajo se presento una técnica para generar ma
llas triangulares que representen superficies de objetos 
3D, las mallas son generadas a partir de un conjunto de 
punios representativos de la topología do las superficies 
obtenidos m ediante un proceso de selección. Los criterios 
de selección garantizan una adecuada representación de 
la superficie, concentrando puntos en áreas con mayor 
nivel de curvatura y  dism inuyendo la  densidad d e estos 
en regiones p oco  curvadas.

La técnica propuesta ev ita  los a lto s  costos com puta- 
cionales que acarrean los algoritm os d e optim ización que 
com únm ente suelen  aplicarse para obtener representa
ciones triangulares, y  se obtienen representaciones en 
tiem pos considerablem ente más bajos en relación a téc
nicas clásicas basadas en optim ización m ediante mini- 
m ización de la función de energía.

E n general las representaciones presentan niveles de

La técnica propuesta perm ite representar adecuada
m ente superficies de objetos que poseen topología ar
bitraria. E l procedim iento en general se basa en obtener  
un conjunto de puntos de menor densidad que perm i
tan  obtener una representación adecuada de la  superficie 
evitando la aplicación de algoritm os de optim ización, y  
generando m allas que se adaptan mejor a  la topología  
d e las superficies representadas. Sin em bargo la aleato- 
riedad en la selección de puntos es suceptible de ser mejo
rada aplicando técnicas evolutivas que conviertan la téc
n ica  en altam ente determ inística.

En el futuro esperam os mejorar la calidad de 
las representaciones, em pleando superficies m atem áti
cas como N UR BS o Splines, calculadas a partir de las 
m allas triangulares generadas con la técnica expuesta, 
esperando mejoras en la  suavidad y la precisión de los  
m odelos obtenidos.
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