
Análisis de Continuidad en funciones NURBS
Ernesto Cuartas y  r lavio Prieto

UN IV ERSID AD  NA CIO NAL D E CO LOM BIA, Manizalcs.
Dr.jxirtainento de Ingeniería Eléctrica, Electrónica y Computación 

i'li'c trounM hotm ail.com

Recibido para revisión May-2006, aceptado Jun-2006, versión final recibida Jun-200G

R e su m e n : El ensamble suave de funciones param étricas es uno de los tópicas de mayor interés en el área de 
reconstrucción de superficies. La diversidad de enfoques y la mfniina adaptabilidad de los trabajos reportados en 
la literatura hacen que el análisis de continuidad entre funciones NURBS sea un tem a actual y de gran interés. 
Eli este trabajo  se analizan los diversos enfoques reportados en la literatura, y se expone un modelo general y 
simplificado de ajuste de continuidad cutre parches adyacentes en modelos Sillines.

1 INTRODUCCIÓN

La generación de superficies de forma libre y objetos del 
m undo real en un ordenador es una labor complicada 
incluso para los diseñadores que emplean sistem as de 
m odelado geom étrico avanzado como el 3ds Max |Zis- 
.seniian (2003)]. El rastreo de la geom etría do un objeto  
es de mayor interés en aplicaciones prácticas como reali
dad virtual. CAD . medicina, visualización, manufactura 
y control de calidad |Anderson y  Crawford-Hines (2000), 
Farin (2001 )|. El avance en las tecnologías de adquisi
ción 3D perm ite que los escáner de rango láser de úl
tim a generación rastreen la superlicic de un objeto con 
alta  precisión. El proceso resulta en una nube de inul
tos discreta, bastante densa, que contiene la información 
espacial de la geom etría del objeto |B lais (2001)|. Con
vertir la gran cantidad de puntos generados por un es
cáner láser en un m odelo geom étrico útil se define como 
reconstrucción de superficies |Farin (2001 )|.

La reconstrucción de m odelos de forma libre tuvo  
una primera aproximación en los cubos marchantes y  la 
distancia signada |Curless (1997). Prieto (2001). Branch, 
Góm ez y  Prieto (2001)|. este m étodo combinado con  
un refinamiento posterior de la reconstrucción ofrece 
excelentes resultados y  m odelos realistas |!Ioppc (1992), 
Hoppe (1993)|. Las representaciones generadas a par
tir estos m étodos están conformadas por caras planares 
poligonales (generalmente triángulos) conectadas entre 
si. las cuales recrean de m anera brusca el m odelo final. 
Aunque existen  diversas técnicas para el suavizado de 
los m étodos poligonales |Curless (1997), Hoppe (1993), 
H oppe (1 9 9 1)|, la continuidad del m odelo y el error en la 
reconstrucción no hacen parte de los parámetros del pro
ceso. adem ás, un a lto  nivel de detalle requiere un número 
m ayor de polígonos, y  por consiguiente un mayor costo  
com putacional.

La.s funciones N UR BS son em pleadas para diver
sas tareas como la reconstrucción de im ágenes 2D 11 Isin- 
Yu (2002)], diseño de alto nivel [Joh (2003)| o m ode
lado com plejo de formas humanas en animación |Sy-sen  
y Liew (1991)]. Su mayor utilidad se encuentra en el área 
de la reconstrucción de suporíicu's de forma libre debido  
a su alto grado de adaptación y su representación suave 
y continua |\Vayne (1997)|. Sin embargo, el paradigma 
del modelado mediante BSplincs está  lim itado, debido a 
tjue los puntos de control sobre el m odelo a recrear deben  
estar organizados en una estructura rectangular regular. 
Este problema hace que el ajuste de una sola superfi
cie B-Spline a un m odelo complejo no sea posible. La 
adaptación de una sola función paramétrica N UR BS se 
ha afrontado desdo diferentes puntos de v ista  con resul
tados poco prometedores [Anderson y Crawford-llines
(2000), Randrianarivony y Brunnett. (2002), Fisher y 
Craig (2001)]. La reconstrucción eficiente de m ode
los complejos requiere la introducción de una red de 
parches N UR BS. La generación autom ática <le la red 
y la parametrización de los puntos sobre cada parche 
es un problema complejo, debido (pie se debí? garanti
zar la continuidad en las fronteras do los parches ady
acentes |Farin (2001), de Berg y  van Kreveld (2()()())| y 
la representación final depende de un proceso de par- 
ticionam iento adecuado del m odelo (Randrianarivony y 
Brunnett (2003)].

En este trabajo se analizan los diversos enfoques de 
continuidad reportados en la literatura, y  se presenta un 
modelo general y  sim plificado de a ju ste de continuidad  
entre parches Splincs.

2 A N TEC ED ENTES

La reconstrucción de m odelos 3D  m ediante colecciones 
de funciones paramétricas introduce el problem a del
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análisis de continuidad entre parches adyacentes. En la 
literatura analizada se hace evidente que el esquema de 
continuidad depende en gran m edida de los procesos de 
paracionam iento y parametrización. En esta sección se 
exponen los esquem as de continuidad para la reconstru
cción m ediante funciones Sillines reportados en la litera
tura [Ilormaun (2002), M aeda y Kumaniaru (2002)].

Tan (1995) afrontan el problem a de la partición 
d(! puntos no organizados en vecindarios cuadrilaterales 
pura la disposición de superficies paramctricas como  
Splines y Bezier |\Vayne (1997)]. dando un primer aporte 
m ediante un esquem a de continuidad m atem áticam ente 
complejo y poco generalizante.

Su aproxim ación consiste en la formulación de unas 
matrices de m ezcla para el ajuste de parches Bezier en 
vecindarios aislados lio cuadrilaterales. En este m odelo 
la continuidad de los vecindarios es ajustada mediante el 
esquem a para que la interpolación de los parches Bezier 
sea suave incluso en los vecindarios extraordinarios.

V e c in d a rio  a is la d o  
3 -la te ra l

Figura 1: Partición polihédrica

La Figura 1 m uestra un vecindario en poliedros 
cuadrilaterales con una cara triangular aislada. Este  
tipo de vecindarios con n lados (n ^  -1) se denominan 
vecindarios extraordinarios.

Esta primera aproxim ación presenta un modelo 
m atem ático pesado, extenso y poco práctico, debido a 
que las m atrices de m ezcla deben ser recalculadas para 
cada vecindario extraordinario, debido a esto, el uso  
práctico de esta aproxim ación está m uy lejos de ser el 
mejor, dada su complejidad y  su m ínim a adaptabilidad.

Loop (199-1) propone una técnica de parti- 
cionam iento de superficies que genera vecindarios cuadri
laterales sin la presencia de caras aisladas con n lados 
(n 4). La partición del m odelo es generada a partir de 
una reconstrucción inicial Mu, la cual es refinada medi
ante un proceso geom étrico que combina un vértice y  las 
caras adyacentes a este en Mo para obtener una nuera 
representación M i.

Para generar la rec de control de los parches Splines 
se lom a cada vértice de la  reconstrucción refinada M i  y  
se genera un vecindario cuadrilateral de forma tal que 
sus puntos extrem os coinciden con los centroides de las 
caras adyacentes al vértice. Esta partición se denom ina  
Quad-Net.

Figura 2: División Qund-Net

La Figura 2 muestra la partición en vecindarios 
cuadrilaterales Quad-Net de la reconstrucción inicial M i  
propuesta por Loop. Con el fin de asegurar la con
tinuidad en las fronteras de los parches, cada Quad-Nr.t 
es construido bajo ciertas restricciones geom étricas que 
garantizan la continuidad de plano tangente G l .
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La ecuación 1 define la restricción para los puntos 
de control que rodean al vértice esquina j4oo de la Figura
2 en donde c  es una constante que debe ser encontrada. 
Las ecuaciones de restricción de los demás vértices son  
construidas de forma similar.

La reconstrucción de Loop se aplica a m odelos ge
nerados por com putador y  no es útil para objetos del 
mundo real rastreados por un sensor de rango, además, 
la com plejidad de su reconstrucción es considerable de
bido a que aplica 3 parches Splines con diferentes grados 
para garantizar la continuidad de plano tangente en las 
fronteras de los vecindarios Quad-Net  [Loop (1991)].

Lee (1998), (1999) desarrolla una técnica de recons
trucción de m odelos de forma libre mediante’ superficies 
NURBS.

Su aproxim ación se vale de un clustering m ediante 
el algoritm o K-medias [Lee (1999)| para encontrar un 
m odelo inicial con particiones poliédricas de una nube 
de puntos desorganizada. A partir del m odelo inicial se 
conforma una reconstrucción triangular conectando los 
vértices y  el centroide de cada parche poliédrico. Fi
nalm ente, la reconstrucción triangular es apareada para 
encontrar la división cuadrilateral del modelo.

El esquema de a juste de continuidad de Park es
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dem asiado complejo para ser práctico, ya <|m’ bajo su 
esquem a de parametrización el vector de nodos de las 
funciones B-Splines se considera desconocido, lo cual in
troduce problemas de continuidad en las fronteras de los 
parches adyacentes con particiones paramétrieas diferen
tes.

El trabajo de Iloppe (199G) es el más com pleto en el 
área de reconstrucción de m odelos de forma libre em ple
ando funciones paramétrieas a trozos. La m etodología  
de Iloppe se basa en un particionam iento volumétrico 
efectivo (pie perm ite generar vecindarios cuadrilaterales 
sobre m odelos tridim ensionales irregulares. El proceso 
de a juste del m étodo de Iloppe utiliza el esquema de G- 
Splines de Peters (1991) que emplea funciones Splines 
con bases Bezier. M ediante el esquema de Peters, la 
continuidad de las fronteras os garantizada con una sola 
construcción cuadrilateral general que puede ser aplicada 
a todos los vecindarios de la partición.

•  •  ♦ •  i i B i-c u b ic a

'  * *  ._ [___ ¡ B i-c u d rá tíc a
 •   • ♦ • • •  . .

; G unión
* * * * C unión

Figura 3: G-Spline« de Peters

La Figura 3 m uestra el esquema de las funciones G- 
Splines de Peters. las cuales están com puestas por m o
lid o s  de Bezier bicúbicos en las esquinas y bieuaelráticos 
en los dem ás vecindarios. Este m odelo es com putacional- 
m cnlc más liviano que las superficie»; NUHBS. pero intro
duce restricciones en la optim ización del ajuste, además, 
las G-Splines de Peters empleadas por Iloppe para su 
reconstrucción no tienen representación racional (pesos) 
y  por tanto, 110 se tiene un buen control local del ajuste 
de la parametrización.

Los trabajos más recientes emplean m odelos modi
ficados de funciones B-Splines [Prieto y C uartas (2001). 
M ount (198-3)|. los cuales se adaptan a vecindarios tri
angulares y  por tanto a los m odelos poligonales trian
gulados. presentando esquem as de continuidad general
izantes que dependen del proceso de param etrización y 
garantizan la suavidad del m odelo (inal bajo un esquem a 
de interpolación.

3 ESQUEM A DE C O N TINUIDAD PR O PUESTO

A unque existen diversos esquemas de continuidad en
tre las fronteras de funciones paramétrieas, dos de es
tos planteam ientos se lian destacado y  se han convertido  
en un estándar en la industria de la representación grá
fica m ediante funciones B-Splines. La continuidad C °  
plantea que debe existir una continuidad de vértices en

tre dos parches vecinos, este tipo  de continuidad sólo  
garantiza que no hallan espacios ni agujeros en el lím ite 
de ensam ble entre dos superficies param étrieas. La con
tinuidad G l plantea que debe existir continuidad en las 
normales entro dos parches vecinos, adicionalm ente, la 
continuidad C l establece que debe existir la primera 
delirada continua a lo largo de la unión entre dos fun
ciones paramétrieas. La continuidad G 1 o  C 1 garanti
zan una transición suave entre parches ofreciendo una 
representación gráfica correcta, m ediante la cual no se 
aprecia la frontera entro un parcho y  otro [Eck y DoKoso 
(1990), Elsaesser (1998)|. Adicionalm ente la continuidad  
C l garantiza una unión matemáticamente! estable' la cual 
es continuam ente derivable.

3.1 Esquema ele Continuidad Propuesto

Para garantizar la continuidael entre parchéis N UR BS se* 
empleó el modelo de continuidad de Peters (1991) con
tem plado por Iloppe (199G) el cual garantiza tam bién  
la continuidad ele normales G 1 e*ntre funciones Sillines 
bicúbicas (graelo tres). Peters propone un m odelo regu
lar y  geineral de funciones B-Spline*s bicúbicas (funciones 
base do orden 3) con vectores de nodos regulares y el 
niisme) número ele puntos ele control e;n ambas eliroc- 
cionos paramétrieas. A sí pues, se adaptó el m odelo ele 
Peters eligiendo funciones NUH BS generalizantes, cem el 
mismo númere) ele puntos ele control en anillas direcciones 
paramétrieas, funciones bases bicúbicas (ele! orden 3), y 
expansionéis regulareis eui sus vectores ele neldos.

El esquema de continuidael C ° para meidolos 
NURBS se puede simplificar significativam ente si se 
cuenta con una parametrización regular (vector de; nodos 
uniforme) cu todos los parches de* la partición, adem ás, 
si cl número ele puntos de control e*s igual e*n ambas 
direcciones paramétrieas, c;l ensam ble con continuidael 
C’° requiere solo que lew puntéis de control entre parches 
adyacentes sean comunes.

3.2 Continuielad C 1

El esquema ele Peters para garantizar la continuidael 
C 1 plantea parches con la misma cantielad ele puntos  
de control en am bas direcciones param étrieas. Este 
planteam iento sim plifica en gran m edida el a juste ele con
tinuidad en los ejes de funciones N U R B S adyacentes.

Para garantizar la continuielael C 1 entre los eje*s ele- 
parches vecinos, se  deben encontrar los puntos ele con
trol extrem os que afectan la continuidad entre parches. 
Debielo al ordenam iento de los elatos en el esquema ele 
parametrización propuesto, dos parches adyacentes ten- 
elrán el m ismo número ele puntos ele control sobre el eije 
común sin importar su disposición. Para ajustar la con
tinuidad entre ejes, se calculan los puntos de control so
bre el eje analizaelo, para hacerlo colineal con los puntos
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de control vecinos sobre los parches adyacentes (Figura
4).

* ‘  Parche B i Vecindario de
* • Continuidad

Parche A

F ig u ra  4: Continuidad entre ejes

_  p ; r  +  I"n "l  rjr -  „ (2)

La ecuación 2 ilustra la nueva posición para un  
punto de control sobre el eje P , d a d o ,  donde P ¿ rr es  
el punto vecino a Prjr en el parche A  y  P j j 1 es el punto  
vecino P,.j,. a en el pan  lie B.  El nuevo punto de control 
P,.jr <‘s el [junto m edio entre los dos puntos de control 
adyacentes P'{" y  F b "  , lo cual garantiza que los puntos 
de control sobre el eje, y  sus vecinos adyacentes en cada 
parche sean colineales.

La continuidad en los vértices de la partición se 
garantiza al hacer que todos los puntos de control adya
centes al vórtice analizado sean replanares.

Bajo el esquem a de continuidad propuesto por Po
té is . la continuidad en  los vértices de la partición es ge
neralizante, es decir, el proceso de ajuste es igual sin  
importar el número de parches (pie se encuentren en un 
vértice dado (Figura 5).

Vecindario de 
Continuidad

F ig u ra  5: Continuidad en los vértices

Para garantizar la continuidad en los vértices se 
debe encontrar entonces el plano tt que mejor describa  
al conjunto de puntos en el vecindario de continuidad, 
de esta forma, se tiene que:

P  =  0 (3)

Pr P 1 V 
P ¿ 1 y

P }

$

Pí'  ̂
..

P ?

Kx

TTz

. .
=  0

La ecuación 4 m uestra la disposición del sistem a  
sobredeterminado, donde P  =  { P X. P ¿, ••• , P “\ l  (con 
n >  4) son los puntos de control sobre el vértice anali
zado. El sistem a es resuelto m ediante la descom posición  
en valores singulares S V D ( P ) .  siendo la últim a colum na 
de la matriz la ecuación del plano (pie mejor se aproxim a 
al conjunto de puntos en  el sentido del error cuadrático  
medio |H artley y  Zisserman (2003) |.

Finalm ente, la continuidad se ajusta al proyectar 
los puntos de control en P  sobre el plano n  dado por la 
ecuación 4.

La Figura 6 ilustra el ajuste de continuidad para los 
casos C °  y  C 1, donde se puede apreciar el a juste en la 
suavidad del m odelo debido a la continuidad C 1.

é
(a) Continuidad C° (b) Continuidad C

Figura G: Ajuste de Continuidad

4 C ONCLUSIO NES

El esquem a de continuidad em pleado sim plilica el cálculo 
de funciones de acople com plejas com o las que se em 
plean en algunos de los trabajos reportados en la litera
tura, ya  que el m odelo param étrico N U R BS em pleado es 
general y  se puede aplicar a todos los vecindarios genera
dos en el proceso de particionam iento. La continuidad de 
normales C1 garantiza una representación suave y  con
tinua de los m odelos reconstruidos m ediante el esquem a  
de param etrización propuesto.

La formulación em pleada de funciones NUIÍBS es 
generalizante, ya que puede ser em pleada para aproxi
mar los vecindarios regulares e  irregulares que se pre
sentan en el parlicionam icnlo, adem ás, al simplificar la 
expansión de nodos haciéndola regular, el análisis de con
tinuidad también es general y  no depende de los procesos 
de particionam iento y  parametrización del modelo.

D onde n  es un plano dado, y  P  es un punto sobre el 
plano (ecuación 3). Si se  conforma un sistem a sobrede- A GRADECIM IENTOS  
term inado con m ás de cuatro puntos, se puede encontrar 
la ecuación del plano que mejor se ajuste a un conjunto  
de puntos dado.

El desarrollo de este trabajo fue financiado parcialm ente 
por la Dirección Nacional de Investigación (D INAIN)
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Universidad N anonnl de Colombia y  por el Programa
de Becas de Estudiantes Sobresalientes de Posgrado, de
la m isma Universidad.
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