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Resumen. Se examinan desde el punto de vista proposicional, los requerimientos
de un sistema de légica temporal adecuado para el desarrollo de una teoria de
conjuntos en la cual el universo se expanda con el tiempo. Se propone un sistema
tal y se prueban su consistencia, su validez y su completitud. Ademads se analizan
semanticamente las consecuencias de anadir otros axiomas relevantes.

I. MOTIVACION.

George Cantor usaba en su teoria de conjuntos una definicién de conjuntos por
comprension un tanto vaga y general (ver [2],pg. 85), la cual puesta en forma
explicita y precisa por Frege (ver [5],§9), seria a grandes rasgos en la terminologia
actual, el axioma siguiente:

Sea (... ,z) cualquier propiedad de objetos; entonces existe el conjunto de los
objetos que poseen dicha propiedad, es decir, la férmula siguiente es un axioma:

JzVz(z € z & ¢(... ,x))

El permitir esta forma tan amplia y general de formar conjuntos, llevé rdpidamente
a la aparicién de contradicciones en la teoria.

Avn a pesar de precisarse el concepto de propiedad y restringirse el axioma ante-
rior a propiedades descriptibles en el lenguaje de la teoria de conjuntos, surgieron
nuevamente contradicciones. Una de ellas, encontrada por Bertrand Russell en
1.902, caus6 un verdadero desconcierto entre quienes trabajaban en los problemas
de fundamentacién de la Matematica, debido a que dicha contradiccién no surgié
en un area especializada o sofisticada de la teoria, sino en sus propios cimientos.
Russell se la comunicé en carta a Gottlob Frege en los momentos en que éste daba
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los toques finales a su trabajo de diez afios (1.893-1.903) “Grundgesetze der Arith-
metik”, basado precisamente en la teoria cantoriana de conjuntos. Recordemos
brevemente la paradoja de Russel:

Si A= {z\-(z €z)} ypes A€ A, se obtiene p ~ —p.

Es facil deducir formalmente de esta equivalencia una contradiccién:

Lp—-p (Parte “—” de la paradoja)
2.~p—-p (Teorema 16gico)

3. (de a — B y —a — f se deduce )
4. -p—p (parte “—” de la paradoja)

5. p—p (Teorema l6gico)

6. (La misma razén de 3.)

En consecuencia, si se usan por ejemplo los primeros tres axiomas de un sistema
deductivo como el propuesto en [1], pg. 45, se obtiene que de p — —p se deduce p
y —p (En simbologia 15gica, (p « —p) F p,-p).

La paradoja de Russell produce una contradiccién ain en algunas légicas mas
débiles que la cldsica, como por ejemplo en la 16gica intuicionista. En esta vale la
demostracién por contradiccién débil, es decir,

SiTl,a I 8,8 entonces I' + —~a (CD)

Usemos este principio para producir una contradiccién a partir de p — —p, es
decir,de p—-py - p—p:
Claramente p — —p,p + p,-p luego por CD ,p — =p F —p.
Andlogamente, ~p — p,—p + p, —p luego por CD, -p — p F —(-p).

En consecuencia:
p—-p,-p—p t —p,~(-p)
o sea que se deduce una contradiccién.

,Coémo tratar de cambiar las cosas para que, manteniendo el axioma de com-
prensién tan general como sea posible, no se presenten las paradojas?

Dentro de la 1dgica cldsica, las formas mds conocidas y usadas de conservar el
axioma amplio de comprensién, son a) la teoria de tipos de Russell y b) las diversas
variantes de la Teoria de Clases, en las cuales se hace distincién entre las clases
propias (aquellas que no pueden ser miembros de otras clases) y los conjuntos, o
sea aquellas clases que si pueden pertenecer a otras. El axioma de comprensién
toma la forma restringida siguiente:

3zVz(z €z ~ (Fy)(z € Y) A (... ,2)).
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Permite formar clases constituidas solamente por conjuntos. La paradoja de Ru-
ssell se evita ya que {z|(3y)(z € y) Az ¢ z} resulta ser una clase propia y en
particular no puede pertenecer a si misma.

En la teoria de tipos de Russell, las variables se jerarquizan; existen numer-
ables tipos de variables, pero cada variable es de un iunico tipo; “z € y” sélo
es férmula bien formada si el tipo de z es estrictamente menor que el tipo de
y. Con esta restriccién sintactica,“c € z” no es una férmula admisible y asi el
conjunto paraddjico ni siquiera puede formarse.

Otra alternativa natural consiste en cambiar la 1égica clisica por otra més débil,
ain cuando en general esto solamente no basta, como se demostré al deducir una
contradiccién dentro de la Iégica intuicionista.

El presente trabajo tiene por objeto mostrar la posibilidad de una nueva opcién, en
la cual a pesar de admitirse un axioma de comprensién practicamente tan amplio
como el de Cantor, no se presente la paradoja de Russell (y quizas ninguna otra).
Dicha alternativa radica en hacer intervenir el tiempo en el proceso de formacién de
los conjuntos: No todos los conjuntos existen simultdneamente sino que el universo
se va expandiendo con el paso del tiempo.

Por ejemplo, intuitivamente, primero existe un conjunto y posteriormente existe
su conjunto de partes; de esta forma el universo de los conjuntos viene a ser un
universo en expansién, como el postulado por la Fisica actual; inclusive se puede
pretender que sea semejante al modelo del “Bing bang”; en un primer instante
podria existir solamente el conjunto vacio o unos cuantos conjuntos primitivos (los
“quarks”) y los demds conjuntos se irian creando a partir de ellos, a medida que
transcurre el tiempo.

Es claro que dicho desarrollo de una teoria temporal de conjuntos sdlo serd posible
si de antemano se crea una légica temporal dentro de la cual se establezcan los
axiomas conjuntistas y se lleven a cabo las deducciones. El presente trabajo es un
primer paso en esa direccién: La construccién de un calculo proposicional temporal
que sirva como un marco dentro del cual se pueda posteriormente realizar una
teoria temporal de conjuntos. Haremos notar que en particular la paradoja de
Russell no serd deducible en el sistema propuesto.

ILLLOGICA DEL TIEMPO GRAMATICAL NO MENSURABLE.

Debido a que creemos que la forma como se manejan los conceptos de pasado,
presente y futuro en el lenguaje usual puede servirnos de guia y de medio de con-
trastacion de nuestros resultados, insistiremos en trabajar dentro de una légica
temporal sencilla y conocida, en la cual no tengamos que usar ni cuantificar vari-
ables temporales, utilizando tan solo la sucesién temporal PASADO-PRESENTE-
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FUTURO, similar a la de los tiempos gramaticales de muchas lenguas indoerupeas.

Tampoco consideraremos qué tan en el pasado o qué tan en el futuro ha tenido
lugar un evento, por lo cual a esta logica se le llama del tiempo gramatical no
mensurable . (Ver p. €j.[6]). En ella poseemos las siguientes expresiones bésicas:

1. P(p) (En el pasado, ¢; en algin instante del pasado, ¢)

2. H(p) (Siempre en el pasado, ¢; en todo instante del pasado, ¢)
3. F(p) (En el futuro, ¢)

4. G(p) (Siempre en el futuro, ¢)

El lenguaje constard de los simbolos que intervienen en un célculo proposicional
clasico, junto con los que podriamos llamar simbolos de operador modal P, H, F y
G acabados de dar; a las reglas de formacién de férmulas del calculo proposicional,
anadimos la siguiente:

Si pes una formula, también lo serdn P(p), H(v), F(p),y G(yp).

Como axiomas, consideremos todos los de un cdlculo proposicional clasico por
ejemplo los del sistema dado en [1], pg. 45, junto con los siguientes:

H(p— q) —(P(p) — P(2))

G(p — ) — (F(p) — F(q))

F(H(p)) — p

P(G(p)) — »p

P(P(p)) — P(p)

. F(F(p)) = F(p)

El primero afirma que si siempre en el pasado p implica ¢, entonces si en algin
momento del pasado se da p, también debe haber un momento del pasado en el
cual se da ¢q. El segundo expresa la misma relacidn, pero hacia el futuro.

5] ol 3§ GNP

El tercero y el cuarto constatan que tanto la existencia futura de un momento en
el cual habra sido siempre verdad p, como la existencia pasada de un instante en
el cual sera siempre verdad p, implican uno y otro la verdad presente de p.

El quinto establece la transitividad de la posicién relativa de los diferentes instantes
hacia el pasado: “Sucedi6é un dia que sucedié un dia p” implica “Sucedié un dia
p”. El sexto afirma esa transitividad pero hacia el futuro.

Este sistema fué expuesto por Nino Cocchiarella en 1965 (Ver [4]).

Todos estos axiomas son bastante naturales en el sentido de que expresan pro-
piedades innegables de lo que podriamos llamar en términos kantianos nuestra
intuicion pure del tiempo.

Los operadores H y G pueden definirse en términos de P y F, ya que por ejemplo,

H(p) & —~P(~p)
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equivalencia que tomaremos como axioma.
En consecuencia, =P(y) — H(~p) y ~H(p) — P(~p).
Algo completamente andlogo sucede con F y G.

Es claro que para tratar de construir una teoria temporal de conjuntos, es necesario
ampliar posteriormente este sistema a un célculo de predicados. Dentro de este
lenguaje y teniendo en cuenta la idea inicial de formacién de los conjuntos con el
paso del tiempo, un azioma de compresion tan general como el de Cantor, puede
ser el siguiente:

Dada una condicién ¢(z) del lenguaje antes mencionado, podemos colectivizar a
todos los objetos que en algiin instante del pasado han cumplido la condicién ¢, es
decir, existe de ahora en adelante el conjunto constituido por todos los elementos
que en el pasado han verificado ¢; en nuestra simbologia, seria:

JyVz(z € y = P(p(z)))

o sea que si A es un tal y,
A = {z|P(p(z))}

El azioma de eztensionalidad seria el cldsico: Dos conjuntos son iguales si y
solamente si poseen los mismos elementos.

Nos preguntamos: ; Se dard aqui la paradoja de Russell?

Tomemos como ¢ a la férmula —(z € z); por el axioma de comprensién anterior,
JyVz(z € y « P(=(z € 2)))
Si A es un conjunto que cumple este caso particular del axioma,
Vz[z € A = P(—(z € z))]
En particular, si z es A4,
A€ A~ P(~(A € A)) (1)
propiedad un tanto extrafia. Negando en los dos lados de la equivalencia anterior,
(A € A) & ~(P(~(4 € 4)))

~(A€ A) = H(A € A) @)
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propiedad igualmente extraia.

Supongamos que un instante ¢; es el presente.

<4 AcA —(A€A) AcA

—(AcA)

s ts ty ty

Si A € A en el instante t;, entonces por (1), P(—~(A € A)), luego debe existir
otro instante ¢ < t;, tal que en el instante t;, ~(A € A). Pero por (2) se deberd
tener en to, H(A € A); asi |, si t3 < t, en el instante t3 se tendra A € A, pero
por (1), habra otro instante ¢4 < t3, tal que en t4, ~(A € A); como suponemos la
transitividad del orden del tiempo, t4¢,, luego en ¢4 se debera tener A € A, lo cual
es una contradiccién.

Si (A € A) en el instante ¢,, entonces por (2) siempre en el pasado de t;, A € A;
si existe ¢3 < t;, A € A en el instante 15, pero por (1), existird t3 < ¢, tal que en

t3, (A € A),o0sea queentz, A€ Ay ~(A € A), llegdndose nuevamente a una
contradiccién.

Si analizamos con mas detalle la “demostraciéon” de contradiccién anterior, nos
damos cuenta de que en la primera parte debemos postular la existencia del ins-
tante 3 anterior a t,, ya que si no existen instantes anteriores a {5, aln es cierto
en t; H(A € A), o sea =(P(—~(A € A))), por no existir un momento anterior a
t; donde se tenga —(A € A) y no se llegaria nunca a la contradiccién establecida.
Anilogamente, en la segunda parte debemos postular la existencia del instante ¢,
anterior a t;.

Si queremos que este hecho se refleje en nuestro sistema sintictico y tengamos
asi la posibilidad de establecer formalmente una contradiccién como lo hicimos
en el numeral anterior, debemos introducir algin axioma adicional que fuerce la
existencia de al menos dos instantes en sucesién anteriores a 5.

Una manera de hacerlo es agregar como axioma

H(p) — P(p)

el cual es equivalente a ~P(—yp)) — P(p), equivalente a su vez a P(~p) V P(p).
Este iltimo implica en particular que no existe un primer instante, ya que si t lo
fuese, en ¢ no valdria P(—p) por no existir un instante pasado donde se verificase
- y por la misma razén tampoco valdria P(y) en t.
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Un andlisis mas sutil de la prueba de contradiccion anterior, pone de presente el
hecho de que estamos suponiendo que tanto (1):

A€ Ao P(~(A € 4))

como su equivalente (2), valen no solamente en el instante ¢; sino también en 2,
y en i3 y en l4, es decir, en todos los instantes que han intervenido en nuestro
razonamiento, o sea que realmente ademis de (1), estamos considerando como
valido

H[A € A — P(~(A € A))]
o lo que es lo mismo, que (1) vale ahora (en el presente) y siempre en el pasado.

De otra parte, una verdad en nuestro sistema debera ser vilida en todo instante,
lo cual nos lleva a incluir una regla deductiva como

si I ¢, entonces F H(yp).

Otro aspecto que debe destacarse es que todas las consideraciones y los razona-
mientos anteriores son independientes de la férmula “A € A”, o sea que la situacion
es la misma para una expresién de la forma

a = P(=(a))

sin importar qué sea la férmula «a, por lo cual podemos para efectos del analisis
de esta paradoja, trabajar dentro de un sistema que solamente incluya un célculo
proposicional. También se nota que no hemos empleado para nada el futuro, ni los
axiomas que tienen que ver con él, por lo cual creemos que es suficiente considerar
tan solo el pasado.

Trataremos de precisar y formalizar todas las ideas anteriores construyendo un
sistema que llamaremos P (pasado).

II1. EL SISTEMA P.

Comencemos con un célculo proposicional basico, cuyos axiomas son:
Si: a— (8 — a).

S2: la=@B-=7M]-(a—pB)— (a—7)]

S3: (ma — =p) — (8 — a).

y cuya iunica regla deductiva primitiva es modus ponens.

Siendo para dicho cdlculo {-,—} un conjunto completo de conectivas, podemos
suponer que las demds, A,V, <, se han definido en términos de “~” y de “ — ”.
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Es conocido (ver [1], pgs 49-50, o [7], pgs 43-44) que los axiomas S1 y S2 junto
con MP, permiten probar para el calculo proposicional, el teorema de la deduccién
(TD) sin restricciones de ninguna naturaleza, cuando no existan otras reglas de-
ductivas.

También se sabe que los tres axiomas anteriores y MP, son suficientes para de-
mostrar todos los teoremas y resultados del cdlculo proposicional cuando como se
dijo, “A” ,“V” , y “=” se consideran como abreviaciones de sus correspondientes
expresiones equivalentes en términos de tan solo “~” y de “ — ”. Mencionemos
algunos de ellos:

S4: (aAp) =«

S5: (aAB)— B

S6: (@=pB)=[(a—7)— (x> BFAY)]
S7: a—aVp

S8: B—aVp

S9: (=)= [(B=7)—=(aVB—7)]
SH: a—=pB—=vyFra—y

RA: SiT,-al B,-0 entonces ' - «.
(@): a,faAByaABta,p

Si definimos la conectiva “ « ” mediante
a — fsiysolosi (a— B)A(B— a),

es asi mismo conocido que para el calculo proposicional cldsico se tiene el REEM-
PLAZO DE EQUIVALENCIAS FUERTE:

REF: Si a es una sub-férmula de una férmula A, entonces
o= (o= 514

Aqui [;] A es una formula obtenida al reemplazar en A, todas, algunas, o ninguna
de las ocurrencias de a por .

Nétese que aplicando MP a REF se obtiene RE (Reemplazo de equivalencias), es
decir,

si o es una sub-formula de una formula A, entonces

e (2[5

Determinemos ahora el sistema que llamaremos P:
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Adicionemos a los simbolos del cdlculo proposicional anterior el operador temporal
H,y consideremos ademas como regla de formacién de férmulas, la siguiente:

St ¢ es una formula, también lo es Hyp.

Ademas consideremos Py como una abreviacién de ~H—-¢p y llamemos “DEF” pre-
cisamente a la equivalencia Py «— - H-yp. Como axiomas del sistema P, tomemos
los siguientes:

1. Todos los teoremas del calculo proposicional clasico dado antes como base, con
sus letras proposicionales posiblemente reemplazadas por formulas de P.

Aiin cuando es suficiente tomar como axiomas tan solo a S1, S2, y S3, hemos
considerado por comodidad como primer grupo de axiomas a todos sus teoremas.

En adelante usaremos “prop” como justificacion de un paso en una demostracion,
para indicar con ello que se esta usando algin resultado conocido puramente
proposicional.

2. Hip = ¥) — (Hp — HWV) AX1

3. Hp - HHyp AX2

4. GH: Todos los de la forma HA, donde A es cualquiera de los axiomas
pertenecientes a los tres grupos anteriores.

Tomemos MP como regla deductiva primitiva para este sistema.

Hemos simplificado el sistema inicial de Cocchiarella debido a que en la teoria de
conjuntos que propondremos posteriormente, tan sélo se hard mencién del pasado,
lo cual nos indujo a suponer que no necesitaremos los operadores F y G. Ademas,
por sencillez y elegancia, hemos considerado H como tnico operador temporal
modal primitivo, por lo cual hemos variado ligeramente los axiomas en forma
tal, que los antiguos axiomas 1 y 5 de Cocchiarella puedan ser obtenidos como
teoremas.

IV. CONSISTENCIA, VALIDEZ Y COMPLETITUD DEL SISTEMA P.

Definamos inductivamente una traduccién T del sistema P en el cdlculo proposi-
cional bésico de P, la cual “borra” el simbolo H:

T(p)=¢ si ¢ es letra proposicional.
T(=p) = -T()
T(p — ¥) = T(p) > T(¥)
T(He) =T(p)
Se deduce que T'(Py) = ~—T(¢p).
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Es rutinario verificar que si ¢ es axioma de P, entonces T(p) es una tautologia.

Debido a la forma como se definié la traduccién de una implicacién, es igualmente
sencillo comprobar que si T(¢) y T(p — ¥) son tautologias, también lo esT(¥) , 0
sea que la propiedad no sélo vale para todos los axiomas, sino que se conserva por
MP, y siendo ésta la nica regla deductiva primitiva, entonces para todo leorema
A de P, T(A) serd una taulologia, lo cual conlleva la consistencia del sistema.

Como T(a « P=-a) = T(«a) » =~—T(a) y esta dltima no es tautologia, entonces
a — P-a es independiente de los axiomas P. Igual sucede con H(a « P-a).

Es posible que para el desarrollo de una teoria temporal de conjuntos necesite-
mos agregar nuevos axiomas que describan propiedades deseables de la estructura
temporal; procuraremos que dichos axiomas también posean la particularidad de
que sus traducciones sean tautologias; en esta forma para dichos sistemas am-
pliados, continuara siendo vélida la prueba de consistencia anterior. Por ejemplo,
Hyp — Py se halla en este caso, lo mismo que

Po APY¥ — [P(p A¥)V P(Pp A P¥)V P(p A PY)]

el cual trata de describir la linealidad del tiempo hacia el pasado.

Teniendo en cuenta que nuestro sistema solamente incluye al caiculo proposicional,
una eslruclura que llamaremos de tipo P, adecuada para él, constara de un con-
junto (T, <) parcialmente ordenado por una relacién de orden estricto “<”, y una
familia (v;):er de valuaciones definidas en el conjunto de las letras proposicionales
y a valores en el conjunto {0, 1}.

Es rutinario demostrar que estas valuaciones vy, : L — {0,1} se extienden de
manera tnica al conjunto de todas las formulas de P de tal manera que:
v(-p)=1 sisi vi(p)=0
v(pV¥)=1 sisive)=10v(¥)=1
v(pA¥)=1 sisiv(p)=1yv(¥)=1
v(p—¥)=1 sisivp)=00v(¥)=1
v (Pyp) =1 si si existe s < ¢ tal que v,(p) =1
oseasisi (s <tAv,(p)=1)

Se sigue que vy (P-p) = 1sisi Is(s <t Av,(~p) = 1) sisi Is(s < tAv,(p) =0)

y en consecuencia, vi(~P-¢p) = 1 si si v;(P-p) = 0 y negando la linea anterior, si
si Vs[—(s < t) Vvs(p) = 1] y por prop., si si Vs[s < t — vs(p) = 1] ,es decir,

vi(Hp)=1sisiVs[s <t — v,(p) =1]

lo cual concuerda con la interpretacién intuitiva dada de antemano.
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En adelante, si A = ((T, <), (vt teT) €s una estructura de tipo P, muchas veces en
lugar de v¢(¢) = 1, escribiremos

A ¢ o simplemente ¢
t t

y lo leeremos “La estructura .4 verifica ¢ en el nodo t”, o “En el nodo ¢ se verifica
¢” .
También si A es una estructura de tipo P, A | ¢ significa “En todo nodo de A

se verifica ¢”, en tal caso diremos simplemente “A verifica ¢” o “p se verifica en
la estructura A”.

Anélogamente | ¢ significa “p se verifica en toda estructura de tipo P”; se dice
en este caso que ¢ es P-valida.

Si F es un conjunto de férmulas, F [= ¢ significara que toda estructura de tipo P
que verifique todas las formulas de F, también debe verificar .

Diremos que una férmula ¢ es verificable, si existen una estructura A de tipo P y
al menos una valuacién v; de A tal que v(p) = 1, o sea si existen una estructura
A y al menos un nodo ¢ de T, tal que A= o.

t

Diremos que un conjunto I' de fé6rmulas es verificable, si existen una estructura
A de tipo P y al menos una valuacién v; de A tal que v;(p) = 1 para todas las
férmulas ¢ de T'.

Por la forma como extendimos las valuaciones, concluimos que en cada nodo ra-
zonamos dentro de una légica cldsica bivalente, por lo cual dada una contradiccidn
(o A —a), en toda estructura de tipo P y en todos sus nodos se deberd tener

vi(a A —a) = 0 0 sea NO ES EL CASO QUE E(a A a).
t

Hemos definido “estructura de tipo P” de tal forma que en todo nodo de toda
estructura, se verifiquen no solo todas las tautologias sino también Def, AX1 y
AX2. Por este motivo, es realmente sencillo probar la validez de nuestro sistema
P, es decir que si ¢ se deduce en el sistema, entonces ¢ es P-valida:

Observemos que si en un nodo de una estructura se verifican tanto ¢ como ¢ — ¥,
entonces por la forma como extendimos las valuaciones, es claro que también
debe verificarse ¥ en este nodo. Esto significa que MP preserva la propiedad de
verificabilidad; ademads si |= ¢, entonces claramente |= Hep, y debido a que todos
los axiomas de P se verifican en todas las estructuras de tipo P, entonces todos

los teoremas de P se verifican en todas las estructuras de tipo P, obteniéndose asi
la validez del sistema P.

A continuacién resolveremos el problema reciproco: Si ¢ es una férmula P-valida,
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probaremos que ¢ es un teorema del sistema P, o sea que demostraremos la com-
pletitud del sistema P. Como generalmente es laborioso y dificil producir pruebas
directas de completitud de un sistema, trataremos de utilizar algin resultado ya
establecido.

Al leer con detenimiento [3], encontramos en su pg.131 un sistema de 16gica modal
llamnado K4, del cual, después de un pequefio trabajo, puede verse que sus axiomas
y reglas deductivas son equivalentes a las del sistema P, reemplazando claro esta,
O y ¢ (necesario y posible) por H y P respectivamente.

Es conocido que las semanticas para los sistemas modales se definen general-
mente siguiendo a Kripke, dando una“coleccién de modelos estandar”. Un modelo
estandar es para (3] una tripla (W, R, P) tal que:

W es un conjunto, la coleccién de los mundos posibles del modelo

P = (Py, Py, P2, ...) es una sucesidn numerable de subconjuntos de W'y
R es una relacién binaria en W(R C Wz‘W) llamada de accesibilidad
(a R0 significa que el mundo B es accesible desde el a).

Se supone que las letras proposicinales son pg, p1, pa,. .. y la verdad se define para
ellas mediante “p, es verdadera en el mundo « si y solo si @ € P,”, o sea que
P, es simplemente el conjunto de los mundos en los cuales p, es verdadera.Esta
definicién de verdad se extiende a todas las férmulas en la forma usual.

Podemos extender la equivalencia entre P y K4 también a sus semanticas: Si
W = (U )ier es una indexacion biyectiva de W, definimos en T la relacién binaria
“<” mediante ¢t < s sisi lly R Uy. Esto debido a que [y se interpreta como
verdadero en U, cuando ¢ es verdadera en todo U, accesible desde U, y Hyp es
verdadero en el universo existente en el instante s cuando ¢ es verdadero en U,
para todo { < s. Es evidente que la coleccién de valuaciones (v¢)ier se debe
definir mediante vi(p,) = | si si Uy € P, o sea si y solo si p, es verdadera en el
mundo U;. Asi a cada modelo estandar asociamos una estructura ((7T, <), (vt )teT)-
La asociacién reciproca también es clara. Cuando la relacién “<” es irreflexiva
antisimétrica y transitiva, se establece una equivalencia entre las estructuras de
tipo P y los modelos estandar irreflexivos, antisimétricos y transitivos.

LEMA. Sea A = ((T, R),(vt)ier) una estructura en la cual R es transitiva en

T. Entonces existe otra estructura A’ = ((T",R'),(vy)rer’) con R’ irreflexiva,
antisimétrica y transitiva, es decir, con A’ de tipo P, tal que para toda férmula ¢,

Al psiysélosi A E ¢

Demostracion. Sea T’ = {(a;,az,...an)|n > 0AVi(a; € TAa;Raiy1)} Definamos
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en 7' la siguiente relacién:

(a1, az,...an)R'(B1,B2,...0:) sii (B1,P2,...0,) es un segmento final propio de
(a1, 3,...ay) es decir, si

(01,02,...0,,) = (61,52,...6k,ﬂ1,ﬂz,...ﬂr) con k> 0.

Claramente si a € 7", entonces =(aR'a) ya que a no puede ser segmento final
propio de si mismo. Es igualmente sencillo comprobar la antisimetria y la transi-
tividad de R'. Definamos la familia de valuaciones en la siguiente forma:

U(ay,aa,...an) = Va,

Para demostrar el lema, es suficiente probar por induccién en férmulas que

A = psiysélosi Ay

(ay,az,...04) @

Para ¢ atémica se obtiene de la definicién anterior de las valuaciones. Los pa-
sos inductivos para los conectivos son realmente triviales por la forma como se
extienden las valuaciones. Basta entonces comprobarlo para P:

Supongamos (a;,az, .. .a,) dado. Si A’ E Py, entonces existen 6y, 62,. ..
(ay,02,...an)
81, tales que A’ E . Por hipdtesis de induccidn, esto implica que

(61,632,...6x,01,03,...ap)
Al .
8y

Por la transitividad de R y la definicién de T”, §; Ry, luego A |= Py. Reciproca
oy

mente, supongamos que A | Pp. Entonces A4 = ¢ para algiin a con aRa;. Por
ay

a
hipétesis de induccién, A’ = ¢. Pero (a,ay,as,...a,)R (ay,as, ... ay),
(a,ay,03,...0,)
luego A’ E Pe.

(0‘,02,...0,.)

COROLARIO. Elsistema P es completo.

Veamos que si ¢ es verdadero para todas las estructuras de tipo P, entonces ¢ es
un teorema del sistema P. Si ¢ no fuese un teorema de P, su equivalente ¢* no
seria, un teorema de K4, y como por el teorema 5.14 de la pg. 177 de [2] el sistema
K4 es valido y completo para la coleccién de modelos estandar transitivos, existiria
un modelo A* = (W, R, P) con R transitivo tal que A* £ ¢*, o sea que extistiria
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al menos un mundo o tal que A* H ¢*, es decir, tal que A* = ~¢p, luego para su
a (e 4
modelo equivalente A = ((T', <), (v:)1e7) ¥ el nodo t = «, se tendria A -, y la
o

demostracién por induccién en férmulas del lema anterior hace ver que entonces
existira una estructura de tipo P, A' = (T, R'), (v¢')ver’) tal que A’ | —p
(a,a1,a32)
para cualquier nodo que comience por a, o sea tal que A’ | ¢ y por lo tanto
(a,a1,a3)

A’ H ¢, ¥ ¢ no seria P-vilida.

V. ASPECTOS SINTACTICOS Y SEMANTICOS ADICIONALES
Establezcamos a continuacién algunos resultados del sistema deductivo anterior:
LEMA 0. Si A es un axioma, entonces - HA.

Demostracion. Si A es cualquier axioma de los primeros tres grupos, entonces por
GH, también HA es axioma y en consecuencia - HA. Si A es un axioma de la
forma Hop, entonces por AX2, - (Hp — HHy) y por MP,F HHp oseal HA.

TEOREMA 1. (GH*). Si} ¢, entonces - Hy, cualquiera sea la formula ¢ de
P.

Demosiracion. Sea ¢y, ¢a,...,9n(= @) una deduccién de ¢. Probemos por in-
duccién que para todo k, 1 < k < n, se tiene - Hyp,,.

a) g1 debe ser un axioma (ya que ¢ se dedujo sin premisas), luego por el lema 0,
F H<p1 .

b) Supongamos que la propiedad vale para todo m con 1 < m < k y probemos
que también vale para k:

i) Si ¢} es axioma, el razonamiento dado en a) permite concluir - Hepy.

il) Si @i se obtiene por MP de dos férmulas anteriores de la deduccién, digamos
®i Y ¥j, 0 sea que @; = p; — Pk, entonces por hipétesis de induccién, F Hep;
y b H(pi — i) , pero por AX1, + H(p; — px) — (Hypi — Hgy) y por
MP, b (Hy; — Hyi) y nuevamente por MP,  Hyg, con lo cual se completa la
demostracion.

COLORARIO. Sit ¢, entoncest ¢ — Hop.

Demostracion.
j O hipét
2.+ Hyp GH*
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3.F Hp—(p— Hyp) prop
4. F p— Hyp MP. 2,3

Es claro que cuando ¢ no es un teorema, en general ¢ — Hy tampoco lo es.
TEOREMA 2. Sit ¢ — ¥, entoncest- Hp — HV.

Demostracién. Supongamos + ¢ — ¥; entonces por el teorema 1, - H(p — ¥);
como por AX1+ H(p — ¥) — (Hp — HWV¥), el resultado se sigue inmediatamente
por MP.

TEOREMA 3. F H(pA¥) — Hp AHV.

Demostracion.
1. pAV — p prop
2. HeAV¥)— Hyp Teor 2.

3. Anslogamente, de ¢ A ¥ — ¥ se sigue H(o A ¥) — Hyp y por prop,
4 [H(p A¥) — Hg] — [(H(p A¥) — H¥) — (H(p A¥) — Ho AHV)] y
aplicando MP dos veces se obtiene el resultado.

TEOREMA 4.. HoAHV F H(p A ¥)

Demostracion.

1LHeAHY premisa
2.Hyp prop
3.HY prop

4o — (¥ —pAY) prop
5.H(p) = HY > pAY¥) Teor. 2.
6.H(¥Y — pAVY) MP, 2.,5.
THY —pA¥)— [H(¥) > HeAY)] AX1
8H(¥)—~ H(pAY) MP, 6,7.
9H(pA V) MP, 3, 8.

COROLARIO. Hyp A HY es interdeducible con H(p A ).
TEOREMA 5. H(p -~ V) (Hp — HYV).

Demostracion. Como ¢ « ¥ equivale a (¢ — ¥) A (¥ — ¢), aplicando H y
utilizando los teoremas 3 y 2 se obtienen el resultado.

Cuando efectuamos la derivacién intuitiva de una contradiccién a partir de
a « P-a y H(a « P-a), hicimos notar la necesidad de que la estructura tem-

poral tuviese al menos cuatro instantes. Para lograr esta particularidad agregamos

como premisa Hp — Py; el papel de ésta es realmente fundamental ya que como lo
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haremos notar a continuacién, sin ella no habriamos podido deducir formalmente
la contradiccién.

Veamos que si a los axiomas de P afadimos a «+ P-a y H(a « P-a), ain se
obtiene un conjunto consistente de férmulas:

Una estructura A con T = {1,2},2 < 1y en la cual la férmula a satisface v, (a) = 1
y v2(a) =0,

es tal que = o — P-a de manera evidente y | o —» P-a ya que en el nodo 2 no
1 2

se verifica a y tampoco P-a al no existir un nodo anterior en donde se satisfaga
Q. Asi,A#aHP'ﬂayAkH(aHP—:a),

Analogamente, una estructura como la que sigue, con las valuaciones definidas
sobre a en la forma en que aparecen, también verifica a & P-a y H(a « P-a):

- o @ [+
5 o1 z 2 1
Lo mismo sucede con la estructura siguiente:
Bl (04 @ e @ o« o

<
L
L
L

\

Inclusive, estructuras con infinitos nodos como
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[ “ e (4 (¢4 e 4 (04 O UL ¢4
- cee -~ -~ ~ -

verifican igualmente a «~ P-a y H(a & P-a).

Todo lo anterior hace ver que estas dos férmulas no producen dentro del sistema P
contradicciones por si solas, de manera que al no tenerse en el sistema la premisa
Hg — Py, no seré posible derivar la paradoja de Russell.

Todas las estructuras anteriores se caracterizan porque para cualquier nodo ¢ en el
cual se verifica a, siempre existe un nodo minimal anterior a ¢ en el cual se verifica
—a.

Para que una estructura de tipo P verifique Hp « Py, se necesita que ella no
posea nodos minimales, pero entonces dicha estructura tiene la particularidad de
que en ninguno de sus nodos se verifica H(a < P-a), como puede comprobarse
mediante un razonamiento similar al que utilizamos para deducir intuitivamente
la contradiccién inicial. En efecto:

Si existiese un nodo a tal que |= H(a < P-a), entonces debido a que no es nodo
minimal, existe b < a tal que }=a(a ~ P-a). Supongamos que Ea . A causa de la
equivalencia entre o y P« enbb, debera existir otro nodo ¢ < ; tal que |= —a; por
transitividad, ¢ < a y como | H(a «— P-a), se sigue que (o «— P-‘of); puesto
que en ¢ se verifica —a, taml;ién se verifica - P-a, 0 sea |=cHa, de manera que
para todo s < ¢, | a; no siendo ¢ minimal, debe existir ai menos un tal s; por
transitividad, s < ’a, de modo que =(a — P-a), luego = P-a, pero esto no es
posible ya que para todo t < ¢, I-;.-cy.a Anidlogamente se prgcede si [.bz—-a.

Lo anterior significa que no es posible hallar una estructura de tipo P que verifique
simultaneamente (H(a — P-a)) y Hp — Pop.

Como dentro de la teoria de conjuntos que propondremos, el axioma amplio de
comprensién implicara la férmula (H(a <~ P-a)) y ésta fuerza la existencia de
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nodos minimales en la estructura temporal subyacente, entonces, si el tiempo es
lineal hacia el pasado, necesariamente debera haber tenido un comienzo.

Nos preguntamos: ; Dentro de nuestro sistema P de légica temporal puramente
proposicional, qué propiedades debemos agregar como axiomas para garantizar
la linealidad del tiempo hacia el pasado y la existencia de un instante inicial? Es
decir, para que las dnicas estructuras de tipo P que las verifiquen sean precisamente
aquellas (T, <) con las propiedades

(Vs)(V)(Vu)((s <uAt<u) > (s<tVs=tVi<s)y 3s)(Vt)t #s—>s<t)?

En la bibliografia sobre el tema (p. €j. [6] y [8]) se propone el axioma siguiente
para caracterizar dicha propiedad:

(Pp A PY) — (P(¢ A¥)V P(Pp A W)V P(p A PY)) (LP)

Sin embargo existen estructuras de tipo P, no lineales hacia e} pasado que verifican
LP para valuaciones adecuadas de ¢ y ¥, como por ejemplo

- -~p -y —p -y

P ¥ © 37 P

® 0 & ¢ & 2 . 4 2
o O & o A 4 L d L 4 o d
0 W L ¥

-p -y - ¥ - P

Esta verifica LP en todos sus nodos.
De manera similar, en [8], pg. 92, se propone el axioma
HoVv PHyp

para caracterizar la existencia de un instante inicial, ya que H ¢ se verifica en dicho
instante y P Hp se satisface en todos los demds. Sin embargo, una estructura como

e p P

L )&}

2

verifica la formula anterior sin necesidad de poseer un primer instante. Pro-
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ponemos en su lugar la férmula H(p A —p) V PH(p A =), la cual si fuerza la
existencia de un instante inicial.

En general, dada una coleccién C de estructuras modales, es muy dificil, si no
imposible, hallar un conjunto de axiomas-esquemas que la caractericen, es decir,
tal que las unicas estructuras que verifiquen dichos axiomas sean precisamente las
de C. Por ejemplo, en [3], pg. 94, se muestra que las sentencias que se satisfacen en
todas las estructuras (T, R), con R irreflexiva, son las mismas que se verifican en
todas las estructuras (7,S) con S antisimétrica, y las mismas que se satisfacen en
todas las estructuras (7', D) con D relacién binaria sin ninguna condicién adicional.

Por todo lo anterior, queremos destacar la importancia de haber encontrado la
férmula H(A < P-A), la cual si fuerza la existencia de un instante inicial cuando
el tiempo es lineal hacia el pasado. Ademds, es una condicién mas fuerte que
HaV PHa, pues ésta es implicada por aquella, como lo demostraremos a conti-
nuacién:

1.H(A « P-A) Hipétesis
2.HA - HP-A Teor. 5
3-HA - -HP-A Prop

4-HA ~ -~H-H-—-A Def. y RE
5-HA - -H-HA RE

6.-HA Hipétesis
7-H-HA MP. 5,6
8.PHA Def

Hemos probado que H(A « P-A) , ~HAF PHA, lo cual es equivalente a que
H(A & P-A)F HAV PHA, claro esta, en presencia de los axiomas dados para
el sistema P.

Es entonces conveniente modificar la semantica para que la coleccién de estructuras
con respecto a la cual un sistema sea valido y completo, sea la mas pequena posible,
y las estructuras posean de antemano las propiedades relevantes para determinados
propositos. Por esto, en vez de considerar como estructura de tipo P a cualquier
conjunto provisto de una relacién de orden estricto, junto con su correspondiente
familia de valuaciones, tomaremos en adelante como estrucluras de tipo P+, a
una pareja ((¢, <), (v¢)t), cuya segunda componente es una familia de valuaciones
y cuya primera componente es una pareja constituida por un conjunto T no vacio
y por una relacién “<” que satisface las condiciones siguientes:
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1)Vz~(z < z)

2VzVy(zr #y—~(z<yAy<az))

IVrVyVz(z < yAy<z—z<2)

4VzVyVz((z < zAy<z)—~(z<yVz=yVy<az))
5)3zVy(z £y~ z<y)

Las tres primeras condiciones exigen que “<” sea un orden estricto, la cuarta le
fuerza a ser lineal hacia el pasado y la 1dltima hace que tenga un momento inicial;
estas propiedades que se piden a las estructuras de tipo P+ son intuitivamente
plausibles para desarrollar una teoria de conjuntos con un universo inicial que se
expande hacia el futuro con diversidad de posibilidades (ya que el tiempo puede
ser ramificado) pero en forma tal que uno, situado en cualquier momento, al mirar
retrospectivamente ” ve una tinica historia” ;una inica linea hasta el instante inicial.

Como todos los axiomas del sisterna P se verifican en todos los nodos de todas
las estructuras de tipo P, a fortiori se verificaran en todos los nodos de todas las
estructuras de tipo P+ acabadas de definir: férmulas como éstas serdn llamadas
C-vilidas; las mismas razones dadas antes para probar que la validez se conser-
vaba a través de la deducibilidad, son aplicables en este caso para concluir que la
deducibilidad también conserva la C-validez. Existen férmulas C-vilidas que no
se deducen de los axiomas de P; queremos ampliar el sistema P agregando como
nuevos axiomas a dos de ellas, las cuales para esta nueva semaéntica si caracterizan
las dos 1ltimas propiedades de las estructuras de tipo P+:

(PeAP¥) — (P(pA¥)V P(Pp AY)V P(p A PY)) (LP)

Hypv PHy (MI)

Es claro que en cualquier estructura de tipo P4, Hy se verifica en el nodo inicial
y PHy se verifica en todos los demads, asi que MI es C-vilida. Es sencillo verificar
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que LP también es C-vilida. De estas propiedades de verificabilidad se concluye
asi mismo que el nuevo sistema (lo llamaremos P+) obtenido agregando estos
dos ltimos axiomas, sigue siendo consistente. Ademas en él no serd deducible
la férmula Hp — Py (ya que no es C-valida), esencial en la obtencién de una
contradiccién a partir de H[o — P(-0)] y ¢ — P(-0).

Las consideraciones y situaciones anteriores ponen de presente que el sistema P+,
serd un marco proposicional adecuado para construir sobre él un calculo de pre-
dicados de primer orden bdsico para desarrollar en él una teoria temporal de
conjuntos con un universo inicial que se va expandiendo con el paso del tiempo y
en la cual del axioma de comprensién 3AVz(z € A — Pyp(z)), no pueda derivarse
la paradoja de Russell ni ninguna otra contradiccién.
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