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§1. INTRODUCCION.

Sean D° el espacio de funciones reales continuas con soporte compacto en R,
T : D° + R un funcional lineal positivo. El teorema de representacién de Riesz
nos garantiza que existe un medida g, o — finita de Borel en R, tal que el valor de
T correspondiente a f € D° esta dado por la integral de f con respecto a p:

(T, f) = j{n f()du(t) (para toda f € D). (1)

El uso de funciones no-estandar nos oftrece una nueva interpretacién para el fun-
cional lineal positivo T, asi: existe una funcién no-estindar h : R* — R* tal
que

(T, f) = E'st./f‘(r) -h(7)dr (para todof € D°) (2)

donde f*(7) es la extensién natural de f.(#) Por consiguente, se puede establecer
una correspondencia entre una medida p, y una funcién no-estindar h mediante
la ecuacion:

/ £(©dut) = Bst. [ () -hir)ar 3)
& !

para todo f € D°. Esto es, podemos decir que, en cuanto a la integracién se
refiere, el concepto de la medida puede ser eliminado reemplazandolo por el uso
de funciones no-estandar.

Mis generalmente, dado T : D% — R un funcional lineal continuo, existe una
funcién no-estandar h : R* — R* con la cual se calcula el valor de T' correspon-
diente a f € D° por medio de la integral dada en (2). Descomponiendo la funcién

(#)Si no se especifican los extremos de la integracién, se entiende siempre que la integral se
efectua en un intervalo que contiene al soporte de la funcién integrando.
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h en sus partes positiva y negativa, h = ht — h™, se obtiene inmediatamente
(y evitando una fastidiosa demostracién usual) la conocida férmula del analisis
funcional: “dado un funcional lineal continuo T existen dos funcionales lineales
positivos TF y T~ tales que 7" = T — T~”. También, si p es una carga o — finita
de Borel en R entonces existe h : R* — R* que satisface la misma igualdad (3),
por lo cual, en cuanto se refiere a la integracién, el concepto de carga podra ser
eliminado reemplazandolo por el de funcién no-estindar. Es conveniente aclarar
que la correspondencia entre la carga p y la funcién no-estandar h(7) no es uno a
uno: a dos funciones h; y h, puede corresponderles la misma carga. Sin embargo
tenemos la siguente relacién : “ A dos funciones no-estandar hy y hz le corresponde
la misma carga si y solamente si (D~2h;)(7) = (D~2h2)(7) para todo 7 finito, o
sea que la segunda antiderivada de la funcién no-estandar es la que determina la
carga pu”.

§2. NOTACIONES.

Sea F* un ultrafiltro regular en N con el cual se construye el cuerpo de nimeros
no-estandar R* como la ultrapotencia de R : R* = [[R/F*. Se denotard por
[(@n)n] €] niimero no-estindar representado por la sucesién real (ay,)y.

Sea f una funcién no-estandar. Si existe una sucesién de funciones reales (fy)n
tal que para todo 7 = [(z,)n] € R* se tiene que f(7) = f([(zn)a]) = [(fu(zn))n]
decimos que f es la generada por (fn)n, y se denota por f = gen(f,). A través
del presente trabajo utilizaremos solamente este tipo de funciones no-estandar, asi
que se habla simplemente de “funcién no-estandar” omitiendo la frase “generada
por una sucesién de funciones reales”.

Sean «, 3 € R*, si @ —f3 es un nimero infinitesimal, decimos que a es infinitamente
préoximo a 3, y se denota por o = 3.

D es el espacio de funciones reales continuas con soporte compacto, y D™ es el
subespacio de D° formado por todas las funciones derivables hasta el orden m.
Dado K(C R) compacto,D°(K) es el subespacio de D° formado por todas las
funciones cuyo soporte esta contenido en K. Es bien conocido que D°(K) es un
espacio de Banach con la norma ||f||x = Supiek|f(t)]. O

§3. REPRESENTACION NO-ESTANDAR DE FUNCIONALES LINEALES POSITIVOS.

Sean T : D° + R un funcional lineal continuo, g € D%, y f continua en [a, }],
entonces se conoce la siguiente identidad: (ver [2])

b b
/a (Ty,9(y — 1)) - f(t)dt = <Ty’/¢ 9y - t)~f(t)dt>‘ 4
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Nétese que la igualdad (4) también es valida para f € Li(a,bd) puesto que el
espacio de funciones continuas es un subespacio denso en L,(a,b).
Consideremos p, € P%(n =1,2,3,...) tal que
(i) pn(t) > 0 para todo t € R;
(i) pa(=t) = pn(t);
i) pa(t)=0sit g [-21];
. 1
(iv) [pa(t)dt= f__"% pn(t)dt = 1.

Dada f € D, sea [a, b] un intervalo que contiene al soporte de f, entonces por (4)
se tiene:

b b
/ (Ty,pn(y—t>>-f(t)dt=<n, / pn(y—t)-f(t)dt> (5)

En (5), tomando limite cuando n — 0o, tenemos:
b
litin o [ Ty, puly = 1) S = (T, ©

puesto que f: pa(y —t) - f(t)dt — f(y) en D°(n — o).
Sea
h(7) = gen(hn) con hn(t) = (Ty, pn(y — 1)), @

entonces (6) puede expresarse como:

(T, f) = Est./f‘(r) -h(r)dr (8)
donde f*(7) es la extensién natural de f € D°.
Teorema 1. Sea T : D° — R un funcional lineal positivo, entonces existe una
funcién no-estandar h : R* — R* tal que:
(i) (1) > 0 para todo 7(€ R*);
(ii) una antiderivada de h,(D~'h)(7) , es de valor finito para todo 7 finito;
(iii) el valor del funcional T correspondiente a f € D° estd dado por (8).
Demostracién. Teniendo en cuenta que un funcional lineal positivo es continuo,
la igualdad (8) es vilida para h(r) dada por (7). Se ve que h,(t) > 0 para todo

n, para todo t € R, puesto que Tes un funcional positivo, y p, > 0. Por lo tanto,
se cumple la condicién (i). O
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Dado un intervalo real [a, b], consideremos la funcioén g():
t—a+1 en [a—1,a]
en [a,b]
~t+b+1 enfbb+1]
_ 0 en otra parte .
Si K = [a—1,b+ 1], entonces g € D°(K), g(t) > 0y |lgllk = Suprexlg(t)| = 1. Si

se denota por ||T}|x la norma del funcional T restringido al subespacio DP°(K),
entonces:

9(t) =

(T.9) = KT, ) < IITllx - llgllxe = TNl
De (8):

Est. / ¢*(r) - h(r)dr = Est. / btl ¢*(7) - h(r)dr < ||T|k-
Como h(7) > 0,¢*(7) > 0 para todo 7, se ‘:’.;ene que :
Est. /b h(7)dr < Est. /b-:l g'(7) - h(r)dr < ||IT|k- 9)
a a-
Sea (D~'h)(7) una antiderivada de h definida por:
(D7 *h)(r) = /of h(a)do.

Para 7 finito, existe un intervalo [a,b] que contiene al intervalo [0, 7] (6, [r,0] en
caso de 7 < 0), por lo tanto:

/0 " h(e)do| < / * h(o)do.

Por (9), f: h(o)do es de valor finito, luego (D~'h)(r) = [, h(o)dc es de valor
finito para todo 7 finito. O

Nétese que (D~1h)(7) es de valor finito para todo 7 finito si, y sélo si f: h(r)dr
es de valor finito para todo intervalo real [a,b]. O

Teorema 2. Sea h : R* — R* una funcién no-estdndar que satisface las condi-
ciones (i) y (ii) del teorema 1, entonces h(t) determina un funcional lineal positivo
T : D° — R por medio de la igualdad (8).

Demostracion. Sea f € D°. Si el soporte de f esta contenido en el intervalo real
[a, 8] entonces:

/f‘(f) -h(r)dr

b )
< / £ (7)) - h(r)dr < M. / h(r)dr
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Donde M = max;er de |f(t)]. Por consiguiente, [ f*(7) - h(r)dr es de valor
finito, luego podemos definir un funcional 7" : D° — R por medio de la igualdad
(8). Evidentemente T' es un lineal y positivo. 0O

Segin el Teorema de Representacién de Riesz, a cada funcional lineal positivo T
le corresponde una medida o— finita de Borel en R, g, tal que

(T.0)= [ 10w (para toda f €°)

y viceversa. Por lo tanto, de los teoremas 1 y 2 se obtiene el siguiente corolario
que relaciona la funcién no-estdndar h(7) con la medida u:

Corolario. Sea h(7) : R* — R* una funcién no-estindar que satisface las condi-
ciones (i) y (ii) del teorema 1, entonces existe una medida o — finita de Borel en R,
u, tal que

/f(t)dp(t) = E‘st./f'(r) -h(r)dr ( para toda f € D°), (10)
&
y viceversa.

Nétese que la correspondencia entre la funcién h(7) y la medida p no es uno a
uno. Por ejemplo, si

h(r) = { % sit €(0,¢)

0 en otra parte (¢ = un infinitesimal positivo ).

entonces se ve que el funcional T' determinado por A(7) es nulo; por consiguiente
la medida p asociada a h(7) es también nula, a pesar de que h(7) no es la funcién
nula (ni siquiera, es de valor finito.). El siguente teorema esclarece qué tipo de
funciones no-estandar determinan al funcional nulo (por consiguiente, a la medida
nula.).

Teorema 3. Sea h : R* — R* una funcion no-estandar que satisface las condi-
ciones (i) y (ii) del teorema 1. El funcional T determinado por h (por medio de la
igualdad (8)) es nulo si y sélo si

(D™ 'h)(T) ~ 0 para todo T finito. (11)
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Demostracién. Supongamos (11). Sea f € D; si el soporte de f estd contenido
en el intervalo [a, b] entonces:

] b b s
[ 1@ hrar = @) 00| - [0 w0 1 (e
= / b(D“lh)(-r) f(r)dr = 0

puesto que (D=1h)(7) - f*'(7) es de valor infinitesimal. Por lo tanto:
(T,f) =0 para toda f € D'
Como D! es denso en DY, se tiene que T = 0 (el funcional nulo). O

Ahora, supongamos que T = 0 (el funcional nulo). De (9) se tiene que
b
0< Est / h(r)dr < ||Tllk =0
a
para todo intervalo real [a, ], lo cual es equivalente a:

T
(D~ 'h)(7) = / h(c)do ~ 0 para todo r finito. O
0

§4. REPRESENTACION NO-ESTANDAR DEL FUNCIONAL LINEAL CONTINUO
Teorema 4. Sea T : P° — R un funcional lineal continuo, entonces existe una
funcién no-estandar h(7) : R* — R* tal que
() f: |h(7)|dT es de valor finito para todo intervalo real [a,b); (12)
(i1) (T, f) = Est. { f*(r) - h(r)dr para toda f € D°. (13)
Reciprocamente, una funcién no-estandar h(r) que satisface la condicién (i) de-
termina un funcional lineal continuo T por medio de la igualdad (13).
Demostracion. Sea h(7) la funcién no-estandar dada por (7):

h(r) = gen(h,), ha(t) = (Ty,pn(y—1t)) (n=1,2,3,...).

Sean h}(t), h;; (t) la parte positiva y negativa de la funcién h,(t) respectivamente,
y
1si ha(t) >0 1si ha(t) <0

O { 0si ko) <0’ "= { 0si ha(t) 2 0,
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entonces:
hY(t) = ha(t) - pu(t), A7 (t) = —ha(t) - ¥u(t).

Dado un intervalo real [a,b], como ¢,, € L(a,b), entonces aplicando la identidad
(4) se tiene:

b ] b
[ wa= [ @ -0) - pattra = <Ty, [ onty=0): «»n(t)dz>. (15)
Sea K = [a — 1,b + 1] entonces se ve inmediatamente que:
b
[ mty=0-9uy € D),
(16)
b ]
[ ontv=0- et [ onts=0-gutrie =1.

= Supyek
K

Si ||T]|x es la norma del funcional T restringido al supespacio D°(K), entonces,
de (15) y (16) se obtiene:

/ b h}(t)dt

<7k - =Tk (17)

K

b
/ pn(y —t) - pn(t)dt

Sea

h*(7) = gen(h]);

entonces es evidente que h*(7)(> 0) es la parte positiva de la funcién no estandar
h(t), y de la desigualdad (17) se tiene:

b
/ Wt (r)dr < Tk, (18)

esto es, una antiderivada de h*(7),(D~'h*)(r), es de valor finito para todo 7
finito. Asi, por el teorema 2, h*(r) determina un funcional lineal positivo, digamos
T+. De la misma manera, si

h=(r) = gen(h})),

entonces h™ (1) satisface las condiciones (i) y (ii) del teorema 1, por consiguiente
h~(7) determina un funcional lineal positivo, digamos T~. Como h = h* — h~,
se obtiene la descomposicién de Jordan:

0 = Sl 9
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Como |h(7)] = h*(r) 4+ h~(7), entonces de (18) ( y de la desigualdad similar para
h=(7)) se obtiene la siguiente desigualdad:

b
[ eldr < 2,
a
o sea que h(r) satisface la condicién (12). O

Reciprocamente, si una funcién no-estandar h(r) satisface la condicién (12) en-
tonces ésta garantiza que la integral [ f*(r) - h()dr es de valor finito para toda
f € D°, por lo tanto h(r) determina un funcional T : P° — R por medio de la
ecuacién (13). Es claro que T es lineal. Sean ht,h™ las partes positiva y ne-
gativa de la funcién h respectivamente; entonces evidentemente las dos funciones
h*,h~ satisfacen las condiciones (i) y (ii) del teorema 1, por lo tanto éstas de-
terminan funcionales lineales positivos, digamos T+, T~ respectivamente. Como
T =T*-T- y T+, T~ son continuos por ser positivos, entonces T es continuo. O

Por el Teorema de Representacién de Riesz que establece una correspondencia
entre un funcional lineal continuo y una carga o — finita de Borel en R, podemos
interpretar el teorema 4 como sigue:

Corolario. Sea h(r) : R* — R* una funcidn no-estandar que satisface la condicion
(12), entonces existe una carga o—finita de Borel en R, p, tal que

/ f(t)du(t) = Est. / f*(r)-h(r)dr para toda f € D°, (19)
R
y viceversa.

Nétese que la correspondencia entre la funcién h(r) y la carga g no es dnica. El
siguiente teorema determina la clase de funciones no-estandar correspondientes
al funcional nulo (por consiguiente, a la carga nula).

Teorema 5. Sea h(7) : R* — R* una funcidn no-estindar que satisface la
condicién (12), entonces el funcional T' determinado por h(r) es nulo si y sélo
si una antiderivada de segundo orden de h(r),(D~2h)(r),es de valor infinitesimal
para todo t finito.

Demostracion. (i) Supongamos que K”(r) = h(r), y que K(r) =~ 0 para todo
finito. Dada f € D?, aplicando dos veces la integracién por partes se tiene:

/f"(r) ~h(r)dr = /f'(r) -K"(r)dr
- / £ (7) - K(r)dr = 0,



30 Aportes

puesto que f*"(r) - K(r) = 0 para todo 7 finito. Por lo tanto:
) E E‘st./f‘(r) -h(r) =0 paratoda f € D%

Como D? es denso en D° entonces se tiene que T = 0 (funcional nulo). 0O

(i1) Supongamos que el funcional T determinado por h(7) es nulo. Sea p(t) € D°
una funcién real tal que
/p(t)dt =1

Sean ,
Ho(r) = [ Moo
i
H(t)=Ho(r)—=A con A= / Ho(r) - p*(7)dr.
Tenemos:

/H(r) cpt(r)dr = /Ho(r) <p*(r)dT — A -/p"(r)dr =0. (20)

Nétese que Ho(7), H(r) son de valor finito para todo 7 finito, ya que h(7)
satisface la condicién (12). Se define K(7) como sigue:

I\"(T):/ h(o)do,
0
entonces K (7) es una antiderivada de segundo orden de la funcidén h(7), o sea,

K"(r) = h(r). Vamos a demostrar que K(7) = 0 para todo 7 finito. Para mayor
sencillez supongamos que 7 > 0, 7 finito;

sea z = FEst.7, entonces
,
/ H(o)do =~ 0
T

puesto que H (o) es de valor finito y [z, 7] es un intervalo de longitud infinitesimal.
Por lo tanto, se tiene:

K(r) = K(z)+ /T H(o)do ~ K(z). (21)

Sea 9(t) la funcién caracteristica del intervalo real [0, z]; se define g(t) como sigue:

t t
ot) = / W(s)ds -z ] pls)ds. (22)
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Evidentemente g es continua; ademas, g(t) = 0 para |t| suficientemente grande,
por lo tanto g(t) € D°.

Como el funcional T determinado por h(7) es nulo, entonces:

(T,g) = E'st./g"(r) -h(r)dr =0.

Por lo tanto, tenemos que:

0= / g*(r) - h(r)dr = / K"(r)- ¢*(r)dr
= / K'(r)-g" (r)dr (integracién por partes)
=~ [HE) - ) - 20 (M ar (or (22))
=~ [ ) v (ar (vor (20))
= /: H(r)dr = —K(z).

Por lo tanto, de (21) se tiene que K(r)~ 0. O

En el teorema 5 hemos supuesto que la funcién no-estandar h(7) satisface la
condicién (12) del teorema 4. Surge la pregunta: jes vélido el teorema 5 sin
suponer la condicién (12)7 La respuesta es no, veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1. Sea
h(r) = (A)¥/?% -sen A1, con A = [(n),].

Entonces h = gen(h,) donde

ha(t)=n%%.sennt (n=1,2,3,...).

/ox [h(r)ldr = [(/0" n®2 . |sen nt}di)n] =2. ()2,

o sea que la funcién no-estdndar h(7) no satisface la condicién (12). Obsérvese
que

Se tiene:

K(r)= ll-sen AT

v

es una antiderivada de segundo orden de h(7), y K(r) = 0 para todo 7. Por lo
tanto, si h(r) determinara un funcional lineal continuo T por medio de la igualdad
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(13), entonces T seria el funcional nulo segiin la primera parte de la demostracién
del teorema 5. Sin embargo, consideremos la funcién f(t):

Yome1 zi5 -sen nt en [0, 7]
M=y ,
en otra parte.

Entonces f(t) € D, ya que la serie D ;3‘7,- converge. Pero:

L g T 0 1
t)- ho(t)dt = —— -sen kt -n%/?. tdt
/of() 1 (1) /(;kZ::lks/z sen kt - n°/* .sen n
=7, (n=123,...).

Entonces se obtiene:

/f'(f) -h(r)dr = =,

o sea que el funcional T no seria nulo (absurdo!). Esto es, la funcién no-estidndar
h() no determina el funcional lineal nulo, a pesar de que (D~2h)(7) = 0 para
todo 7 finito. O

Ahora, surge naturalmente otra pregunta:jes necesaria la condicién (12) para
que h(r) determine un funcional lineal continuo? La respuesta es no, veamos el
siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Sea v = [(cn)n] un nimero infinito positivo, no representable por
sucesion divergente a +o0o. Consideremos la funcién no-estandar h(r) definida
por :

¢, -sen nt en [0, 7]

h(7) = gen(h,), hu(z) = {

0 en otra parte.

[ o= ([ Ihn(t)ldt>n]

= [(2¢n)n]

=,

Entonces:

o sea que h(7) no satisface la condicién (12) del teorema 4.

Sea f € DY; entonces f es continua en [0, 7], luego podemos desarrollar f en serie
de Fourier (convergencia en el espacio L2(0,7)):
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flt)= iA" - sen nt,
n=1
T

en L,

donde A, — 0 ya que Y02, |A4,|? converge. Como hy(t) € L2(0, ) para cada n,
se tiene que:

/w f(t)-hp(t)dt = c, ‘/* f(t) - sen (nt)dt = l‘xA,.c,,,
0 0 2
esto es,

/ £(r) - W(r)dr = %w[(A,.c,. il (23)

Supongamos que [(A,cn)n] NO es infinitesimal; entonces existe r > 0 real tal que

A={neN

|Anen| > r} € F*,

o sea,

r
si n € A entonces |c,| > —

+00.
An (n—o0)

Esto contradice la hipétesis de que v = [(¢n)n] €s un nimero infinito no repre-
sentable por sucesién divergente a +oco (absurdo!). Por lo tanto se tiene que
[(Ancn)n] es un infinitesimal. De (23) se obtiene:

/f'(f) -h(r)dr ~ 0 para toda f € D°,

o sea que la funcién no-estandar h(7) determina el funcional nulo (por medio de
la igualdad (13)) a pesar de que la condicién (12) del teorema 4 no se cumple. O

§5. CLASE DE FUNCIONES NO-ESTANDAR CORRESPONDIENTE A UN FUNCIONAL

Sea A la coleccién de todas las funciones no-estindar, h(7), tales que

b
/ |h(T)|dT es de valor finito para todo intervalo real [a, b].
a



34 Aportes

Si ki, ho € A determinan un mismo funcional T, entonces h; — ho determina el
funcional nulo. Ademas:

b b b
/ lhy(7) = hy(r)ldr < ] Iha(r)ldr + / lha(7)ldr

para cualquier intervalo real [a, b]; o sea que h; — h, satisface la condicién (12) del
teorema 4. Por el teorema 5 se tiene que:

D7%(hy = hy)(7) = (D7 2hy)(7) — (D~ 2hy)(7) = 0,

O sea:

(D2hy)(7) ~ (D" 2hy)(7) para todo T finito. (24)

Reciprocamente, si h;, ho € A satisfacen la condicién (24) entonces hy, ho deter-
minan un mismo funcional. Esto es, si se establece una relacién ~ en A por:

hy ~ hy si (D™2hy)(1) = (D~ %hy)(r) para todo 7 finito,

entonces es facil demostrar que ésta es una relacién de equivalencia, y a cada clase
de equivalencia le corresponde uno y sélo un funcional lineal continuo, y viceversa.

Ejemplo 3. Sea

T:D° —R
fr— (T, f) = f(0).

Evidentemente, un modelo no-estandar de la distribucién delta, por ejemplo:

le
6(1’):{ e en (0.6)

0 en otra parte (¢ = un infinitesimal positivo)

determina el funcional T dado. Entonces, la clase de funciones no-estandar corres-
pondiente al funcional T estd formada por todas las funciones h(7), tales que
(D~%h)(1) es infinitamente préximo a (D~26)(r) para todo 7 finito. Mas
precisamente, podemos ver,

por un calculo directo, que h(7) pertenece a esta clase si:

0siT<0,0,7=0

(D""h)(‘r)z{ Tsit>0,740. O
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Teorema 6. Si h(7): R* — R* es de valor finito para todo Tt finito, entonces la
clase de equivalencia representada por h(7) contiene una funcién real g(t). (Mas
precisamente, contiene la extension natural g*(7) de una funcion real g(t).) Esto
es, el funcional T asociado a esta clase estd determinado por una integral real:

(T, f) = /f(t) -g(t)dt  (para toda f € D°). (25)

Demostracién. Si h(r) es de valor finito para todo 7 finito, entonces h(7) es fini-
tamente acotada en cualquier intervalo finito, por lo tanto h(7) safisface la
condicién (12) del teorema 4. Sea

H(r)= /0' h(o)do

entonces H(7) es continua,(#) y de valor finito para todo 7 finito. Sea I:i(t) =
Est.H(t), entonces N
H:R ~— R
t —  H(t)

es una funcién continua para todo ¢ real. Ain mas, H(t) es absolutamente

continua puesto que ésta satisface la condicién de Lipshitz, luego H () es derivable
en casi toda parte. Sea

g(t) = H'(t) (para casi todo t € R).
Por otra parte, si fl‘(r) es la expresién natural de ﬁ(t), entonces se tiene:
H*(r) ~ H(r) para todo 7 finito,

luego: N
(D™*H*)(r) = (D"'H)(r) para todo T finito.

Como: _ -,
(D'H*)"(r) = H* (1) = ¢"(r),

(D'H)"(r) = H'(r) = h(r),
se tiene que g*(7) y h(7) pertenecen a la misma clase de equivalencia. [

(#)H(r) ~ H(7') si 7 ~ 1’. En algunos textos, esta continuidad se denomina “micro-
continuidad”.
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Nota: En la demostracién del teorema anterior, Est.h(t) no siempre pertenece a
la clase representada por h(7), razén por la cual tuvimos que utilizar Est.H(t).

Ejemplo 4. Es bien conocido que
[(sen nt),] = 0 p&ra todo ¢ real
en algin cuerpo R* = [JIR/F* construido por el ultrafiltro especial. Sea

[sen Ar| en [0, 7]

Mﬂ:{

0 en otra parte

donde A = [(n),], entonces h(r) > 0 es acotada para todo 7. Ademads:
h(t) = 0 para todo ¢ real,

luego:
Est.h(t) =0 para todo t real.

Pero:

/0' h(r)dr = 2,

esto demuestra que h(r) no determina al funcional nulo, o sea que h(r) y
(E'st.h(t))* no pertenecen a la misma clase de eqivalencia. 0O
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