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I. Sean {a,a;,az,a3,---} y {b,b1,b2, b3, - -} dos sucesiones de cantidades formadas
por la ley que los términos correspondientes de las mismas sean medias aritméticas,
en el caso de las a,, y medias geométricas, en el caso de las b,, o sea,

a1=a;b; by = Vab; 02=al;bl; by = Vaiby; etc a,b >0

Se supone adicionalmente que las sucesiones asi formadas son reales positivas y se
ofrecen las siguientes observaciones:

1. Si a = b, todos los términos son iguales a a.

2. Siay bno son iguales se tendrd (a; —b;)(a; +b;,) = %(a - b)2 de donde b; < ay,
y por lo tanto, b2 < a2 , b3 < a3z , etc.

Asi que cualquier término de la sucesién {b,} serd menor que el correspondiente
de la {a,}. Suponemos también que b < a.

3. En la misma suposicion se tendrd a; < a, b < by, a3 < a1, by < by , etc. Asi
que la sucesién {a,} disminuye continuamente en tanto que la sucesién {b,} crece
continuamente, de aqui que ambas tienen limite a®, .

4. Finalmente de

al—bl a-b ‘a—b

a—-b 4(a1+b1) = ‘2(a+b)+4b1

se sigue a; — by < 3(a - b).
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Del mismo modo serd az — by < $(a1—b1) , etc. De aqui que (a—b), (a1 —b1), (a2~
b2),... constituyen una progresién decreciente con limite igual a 0. Luego a® =
b, de manera que las sucesiones a, b, tienen el mismo limite que llamaremos la
media aritmetico-geométrica de a y b y la representaremos por M(a,b).

II. Consideremos las raices de la ecuacién z? — 2az + b? = 0; éstas seran reales
positivas porque a > b; la media aritmética entre estas raices sera a y la media
geométrica serd b; asi que designada una raiz por a_; y la otra por b_1, pueden
considerarse a @, como el término de la sucesién {a,} que precede a a, y b_;
como el término de la sucesién {b,} que precede a b.

Similarmente notemos a la raiz mayor de la ecuacién z% — 2a_1z + b_,2 = 0 por
a_3 y a la menor por b_2, a la raiz mayor de la ecuacién z2 —2a_2z+b_22=0 por
a_3, y a la menor por b_s, etc. Se obtienen asi dos sucesiones que se prolongan
siempre al infinito

(1) . +++,a.2,a-1,4,a;,0ay,
(2) "'ub—Z,b—lab)bl)b2)"'

Cualquier término de la sucesion (1) serd mayor que el correspondiente de la (2).
Hacia la derecha las dos tienen el mismo limite que como ya se vio es M(a, b); pero
hacia la izquierda la (1) crece sobre todos los limites y la (2) tiene limite igual a

0. En efecto,
a_, =a+Vaa—->bb; b =a—+aa-bb;

de aqui
a?, - b%, = 4avaa — bb > 4(aa — bb)

y similarmente a2, — b%, > 4a_ja_; — b_;b_,), de donde es claro que aa —
bb;a_ja_y —b_1b_y;a_2a_2 —b_2b_2; etc y por tanto a,a_y,a_z,... no tiene
limite. Ademas

by _ b

b a_y

= b_
§ o=
=

b_
etc. i.e. i U 23
-1 -

<

Qo
&
I~}

puede estar por debajo de cualquier limite a la medida que aumente n y por lo
tanto el limite de b,b_1,b_2,b_3,b_4,... es igual a 0. De la definicién de nimero
media aritmetico-geométrica se sigue que las sucesiones (1) y (2) cumplen para
todo sus términos lo siguiente

M(a_;,b-;) = M(a,b) = M(aj,b;); 14,5 >0.
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III. Adema3s de las sucesiones {an} y {b,} ténganse otras dos {c,} y {dn} con
a:b=c:doa:c=b:d=1:n. Entonces los términos de {a,} serdn a
los términos de {c,} como los de {b,} serdn a los de {d,}. Como ¢; = nay,c2 =
naj,c3 = naa,c-; = a_1n,...,ds = nbs,d_s = b_gn, se deduce ficilmente la
proporcionalidad entre los limites; generalizando,

M(na,nb) = nM(a,b); M(a,b):bM(%,l); M(a,b):aM(l,%).

IV. Problema. Expresar la media aritmético-geométrica entre la unidad y el

nmimero mayor que la unidad, 1 4+ z, por medio de una serie de potencias de
z.

Solucién. Como M(1,1) =1,
M1 +4z,1)=14hz+h'z2+ 0"z + K""z* + etc.

Siendo h’, h” k"', """, etc. coeficientes constantes no dependientes de z.

Sea z = 2t + tt, entonces

M(1+2,1) = (YM[(1+¢+ %t’),(l +0]= 1+ M1+ T%% D

Entonces
1+ h’(2t + t2) 2 h”(?t + t2)2 n h'"(?t + t2)3 1 s
"l+t+h'(tz)+h” %t4 + B 'éts +
=1 —atb_ 2
(*)Porque : . I entonces a1 2 14t+ 2 con M(a,b) = M(a1,b1)

b=Vab=vVi+2t+ 82 =1+t
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Resultan de aqui unas ecuaciones para determinar los coeficientes

2h' =1

4h”+ h' - %h’
8hlll +4h” = 0
1

16R"" + 12h" + A" = Zh”
3K + 52" + 6K = — 2"
64h"7 + 80AY + 24" + K" = %h" + %h’”
12877 4 19277 + BORY + 8K = —TH" + S 4 T K"
De donde se obtiene

Por lo tanto,

1 15 21 , 31 o 195
M = 1)‘“’2""' 165 5% ~To2a® t30a° tiemit T o

Por lo demds se ve que la media entre el nimero menor que la unidad 1 —z y la
unidad es

1 1 1 21
_ =1} "2 _ pttr, 3 G | 2_ = 3__4
M(1-z,1)=1-hz+h"z*-h"z°+ 1 3* " 6% " 53% "1t

Como estos coeficientes no muestran una ley obvia, omitimos este camino y toma-
mos otro que tendrd éxito.

V. Demostraremos que

NSO " P PN
M(l-z1+z2) \4/ 4 16 4 16 36
A B G
1 9 25 49 &

*t3°16 36 64"
g

D
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Haciendo z = -1-%“-; obtenemos la ecuacién

3 5
2% +A( = ) +B(—2-t—-) +o= A1+ At + B3 +--.)

1412 1+41¢2 1422
que da origen a las siguientes
1=1
0=1-4A4

A=1-124+16B

0=1-244+80B - 64C

B =1-40A + 240B — 448C + 256D
0=1-60A4+560B — 1792C + 2304D — 1024F,

donde los coeficientes subyacen ficilmente a la férmula
M=1—4An.n—l n+l-n-n-1.n-2

T2 P33
n+2-n4+l-n-n-1.n-2.n-3
3 l.22'3.4.51.6 2 3 4
n+3d-n+2-n-n-1n-2-n-3-n-—
rasgl 12345678 — By

en donde M sera igual a 0 (cuando n es par), o igual al término %(n + 1)-ésimo de
la serie 1, A, B,C, D, etc. (cuando n es impar). De estas ecuaciones deducimos las
siguientes (los signos de derivacién se explican en Disquisitiones Aritmelicae Art.
162).

- 64C

0=1-44
4A-1=3-484+64B
0=5-200A4+720B — 576C
16B — 9A = 7 — 5324 = 3696 B — 7168C + 4096D
0=9-1116A + 1270B — 43776C + 57600D — 25600 F
En ellas los coeficientes cumplen la ley general siguiente

mnl = (n = 1L = (20— (1 - 4422 T EE
n'n—l.snn_5n+6
+16B L oo
ntl-n-n—1.n—2-Tnn—Tn+ 12
-l6e 1-2.3.4.5.6
seapnt2ntlonn—1-n—2.n—3 9nn—0n+20

1-2.3-4-5-6-7-8
— etc. )



74 Apuntes

L y N son una u otra igual a 0 (cuando n es impar) o con los términos respectivos
in, j(n+1) delaserie 1,4,B,C, D, etc.

En esta férmula la ley de los factores es obvia si se tiene presente que fuera de los
factores simples entra en cada coeficiente el factor doble tal como Knn — Kn +
1

(KK - 1).

Estas ecuaciones se demuestran mas facilmente del siguiente modo: separando los
miembros de cada una de las fracciones a la derecha en dos partes (excepto la
primera que permanece igual),

0=1-44

4A-1={3-36A - 12A + 64B}
0= {5— 180A + 400B — 20A + 320B — 576C'}
16B — 9A = {7 — 5044 + 28008 ~ 3136C — 284 + 896C — 4032C + 4096 D}
0= {9 - 1080A + 10800B ~ 28224C + 20736D — 36A + 1920B
— 15552C + 36864D — 25600E}.

A saber, la ecuacién n-ésima es en general
anN — (n—1)’L = (2n - 1){1-3-4A1‘-'(1—"2111
(n+1)-n-(n-1)-(n-2)
1-2.3-4
—7-640 24204 1)-(0=3) _ 442 4 16Bn - (n—~1)-16
1-2-3-4
(n+1l)-n-(n—-1)-(n-2) 54
64C 1-2-3---6
HERlkn 4 458 np B8 n g BT Bl
1-2-3-- k-1
+ 25 Vkn+ 852 np kT p B3 1k - )3
1-2-3-- k-1

+5-16B

o«

La “k” designa indefinidamente cualquier impar. Sean asi
0=1-44
4A—-1=3(1-4A4) - 4(9A - 16B)
0 = 5(1 — 44) - 20(9A — 16B) + 16(25B — 36C)
16B — 94 = 7(1 — 4A) - 56(94 — 16B) + 112(25B - 36C) — 64(49C — 64D)
0=9(1-4A4) - 120(9A — 16 B) + 432(25B — 36C) — 576(49C — 64D)
+256(81D — 100E),
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etc. Entonces en general la n-ésima ecuacién es

aN — (n—1)°L =(2n - 1)(1-4A)-42"'11";"3"' 94— 168)
2n—-1-n41-n-n—-1-n-2
+ 16 12345 (25B - 36C)
_642n—1-n+2-n+l-n-n—l-n—?-n—3
1.2.3...7
(49C — 64D).

En donde la universalidad de la ley dimana del célculo, de aqui pues se hace
necesario

0=1-44, 0=9A-16B, 0=25B-36C, 0=49C-64D, 0=81D-100F,

etc. al infinito y por lo tanto

1 9 25 1 9 25 49

1 9
A"Z’ B= e == 2. [0) Y =L

Ll

etc. y asi siempre al infinito. Q.E.D.

V1. Si establecemos

1,1 9,19 2%,
e+t w6t g 5% T =

se hace 1, 19, 1 9 2 d
fo DA A A =%
2:: +4 42: 116 62+ etc _zdz'
Luego
z’+l9z‘+1-12536+1-2-2—5-49::8+ etc _zzf_!_,_ dy
3 116 4°16 36 A e
de donde se sigue facilmente
d’y dy 1, ,d% d
287Y sy = 2 (02%Y ay
= dz? +3zd:c ty zz(z dz? +:dz)

d’y dy
3 ) —2 2_n2 =
(z° - z)-——= + (32 - 1) ) +zy=0.
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De este modo nuestras medias aritmético-geométricas son llamadas cantidades
integrales y dan una solucién particular de esta ecuacién diferencial. La integral

sera
u 5 B
M(l+z,1-2) M(l,z)

Sea ¢ un angulo indefinido, el valor integral fo' cos p2dyp como se sabe es igual a 7,

de la misma manera se hace [J cos p*dp = 1.3 .7, se hace f] cosp®dp = }-3-%.7,
etc. Finalmente, como es sabido fo' dp = 7, de aqui que el valor de
/d<p(1+2z cos +2 7% cose +2 1 g% cos¥ +--)

o de este: [ d se hace igual a 7y, considerando z constante.
0 1-z3cos p? !

Ya que la funcién 1 se desarrolla en la serie:
;7 1—z3cos p?

P +2Q cos(2¢) + 2R cos(4¢) + 25 cos(6p) + - - -

de manera que los coeficientes P,@, R, --- dependan de z tendremos
. 1_ . 1, .
Py + Qsin(2¢) + §R sin(4¢) + -2~S sin(6¢) + - - - + const.

Integrando, como antes entre 0 y 7 esta es igual a Pr, de donde y = P. Ya

observamos que
1 >
; =M (l, 1-2 2).
De aqui se sigue el siguiente teorema general:

Si la expresién 72—"——2 se desarrolla segin la serie de los cosenos de los dngulos
—vcosy

‘e 2 3 xQ (4 (21 1 1
2¢,4¢p, 6p, cuyo término de Ticr (como son 7=y 72')’ se indiquen
por v, V', P serd la media aritmetico-geométrica entre % y ;17

No hay dificultad en extender el teorema a funciones como Tr—rey » ©n este caso

sera igual

M(—— ! )=M(Vza—7,vz:7.

Valor max’ Valor min

1
Term. Const
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De esta manera las funciones se reducirin a la forma £ , semejante a
V( —7+7Cosy?

las que vimos antes haciendo ¢ = 2¢. Se sigue de lo anterior que al comparar

. « :
eXpresiones como —r=—mrs de manera que sus valores extrfamos se hagan iguales,
los términos constantes que salen por el desarrollo de las mismas se hacen aunque
los otros coeficientes discrepen mucho.

Mds adelante esta disquisicion dard utilidad para mostrar a aquellos que no gustan
de la sublimidad y divina hermosura de las verdades eternas y que las aprecian
sélo por su uso, como éstas pueden redundar en las matemdlicas aplicadas y asi
se vuelvan mds queridas. Nadie ignora de cuanta utilidad sea la evolucién de
los coeficientes P,Q, R,--- y tan rapida; de tal manera que lo que sale de estos
principios se aplique en la Fisica Astronémica y en la Teoria del Movimiento de
los Planetas.

OBSERVACIONES

I. El articulo de Gauss parece datar de 1798 aproximadamente. Hacia 1858, el
matematico Borchardt resolvié el problema de forma diferente; de la existencia
del limite comiin de las sucesiones {a,} y {0}, 0 sea M(a,b), y de la observacién
de que M(a,b) = M(an,b,) para cada n, lo mismo que cada funcién de M; plantea

la ecuacién funcional I3
n
fom,n) = f(C2, /mm)

la cual se debe satisfacer por M y reciprocamente cada funcién “f” que satisface
la ecuacién es una simple funcién de M.

m

La solucién se reduce pues a la solucién de esta ecuacién funcional. Deduce que
la funcién buscada debe satisfacer una ecuacién diferencial parcial. Luego medi-
ante escogencia de variables la reduce a una ecuacién diferencial simple. Como
M(ta,tb) = tM(a,b) entonces M es una funcién homogénea de orden uno y de
ahi los coeficientes diferenciales %, %’:‘—’- son funciones homogéneas de grado cero
de m,n lo que significa que dependen sélo de Z. Como ademds f(m,n) es una
funcién simple de M (*¥*), se presenta la proporcién

af of oM oM

dm " 9n " 9m " on
A partii de estas observaciones comienza una disquisicién que lleva a la ecuacién
2, 9y
z(l—=z )-J;+(:c+y)(l—:cy)=0

(**)Esto se deduce aplicando infinitamente la ecuacién f(m,n) = f(M,N).
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siendoz=2 yy= %& que tiene la forma

%:Azz-i-By-f-C.

(***)

que se reduce a
0= (z-—z) +(l )——a:V

la que obtuvo Gauss al final de su artnculo. Observa que esta ecuacién corresponde
también a la integral eliptica completa. Reuniendo esto y el hecho de que la
ecuacién diferencial es resuelta por V = Tf('o:_nj y que param = n setd M = m,
o que es lo mismo, para z = 1 se tiene V = 1, conlleva la siguiente conclusién

M(m,n) = [.2_ /§ dy ]—1
’ 7 Jo \/m?2cos? ~ n?sin p?

Esta es la media aritmético-geométrica de m, n. El articulo aparecié en Journal
fur Reine Mathematik, T.58 . Se observa que partiendo del miembro derecho se
llega al limite de a, y b, porque la integral no varia si en vez de m , n se coloca
my, ng, etc.

2.Si consideramos una sucesion de elipses

Py
4+ -
Gy bn
siendo a, y b, como se definieron antes, entonces tenemos que el limite comin
M/(a,b) satisface la ecuacion
limpoo Pn = 27 M(a,b)

donde P, es el perimetro de la enésima elipse. Sabemos que

2 l 3.2 l l 3-5
,._4/ \/l—e2s1n<p2d<p 2ma,[1- ( e,.) § o 4;‘; = 66?‘ —etc]

siendo la excentricidad e, = 3C‘:: Obsérvese que cuando la excentricidad es
mds pequeiia la serie dada antes converge mas ripidamente y la elipse tiende a ser
una circunferencia; lo cual viene a coincidir con el hecho de que a,, y b, tienden
rapidamente a M(a,b).

(***)Mediante la sustitucién y = av :’ se reduce a una lineal de segundo orden como en el caso
de la ecuacién de Riccati.
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