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ENSENANZAS ACERCA DE LA NATURALEZA Y EL
DESARROLLO DEL PENSAMIENTO MATEMATICO
EXTRAIDAS DE LA HISTORIA DEL ALGEBRA

MaAaRia FALK DE Losapa

ABSTRACT. Basados en unos presupuestos que parecen contar con confirmacién ex-
perimental acerca de la transposicién didictica y en un modelo del pensamiento
matematico, se examinan algunos episodios de la historia de la teoria de ecuaciones
en bisqueda de aspectos que caractericen el pensamiento matematico y cuyo es-
tudio pueda esclarecer las distintas etapas o niveles de hacer mateméiticas que se
protagonizan en el salén de clase.

EL PROYECTO

Las presentes consideraciones han surgido en el marco de una investigacién*!
cuyo propdsito central reside en desarrollar un curso universitario de dlgebra para
futuros docentes y que recoge en especial una serie de resultados de investigacion
que conciernen dos aspectos inherentes en la formacién de futuros docentes de
matematicas:

(a) La transferencia metodolégica. El docente tiende a enseiiar tal como fue
enseiiado. Es decir, tiende a perpetuar las pricticas metodolégicas, pedagédgicas y
didéacticas de sus profesores. Esto significa basicamente que, si no se utiliza una
variedad de formatos de aprendizaje con el futuro docente en sus cursos universita-
rios, por ejemplo, si sélo es sometido a una metodologia de clase magistral dictada
por el profesor, si los temas matemadticos le son asi transmitidos y si el futuro
docente no participa en su construccién y elaboracién, no serad capaz de implantar
en sus propias clases un estilo diferente y més deseable. Volviéndonos mas posi-
tivos, lo anterior implica la necesidad de implantar metodologias alternas, especial-
mente, en nuestro punto de vista, metodologias a través de solucién de problemas

!Investigadoras: Myriam Acevedo de Manrique, Maria Falk de Losada

Typeset by ApsS-TEX

39



40 MARIA FALK DE LOSADA

y planteamientos constructivistas desde el salén de clase del profesor universi-
tario, ambos de las cuales presuponen el desarrollo del pensamiento matematico
del estudiante.

(b) La no transferencia de contenidos. En contraste con lo anterior se encuen-
tra como resultado de varias investigaciones que el futuro docente no relaciona la
matemadtica que ha aprendido en sus cursos avanzados de matemadticas en la uni-
versidad con la matematica escolar. De alguna manera, resulta incapaz de utilizar
estos conocimientos mas formales y abstractos para profundizar su conocimiento
de la matematica que debe ensefiar. En cierto sentido, entonces, su formacién su-
perior se pierde, o al menos se desperdicia, ya que no resulta de beneficio directo
para sus futuros alumnos.

Con base en estos dos presupuestos, entonces, nuestra propuesta reside en de-
sarrollar primero un texto base para el curso universitario de dlgebra que ayu-
daria a superar estas deficiencias, planteando una metodologia variada y construc-
tivista y mostrando nexos explicitos y especificos entre la matematica superior y
la matemadtica escolar. Entre las alternativas que se desarrollan para este ultimo
objetivo se encuentra el aprovechamiento efectivo de aspectos de la historia del
algebra.

EL PENSAMIENTO MATEMATICO

Por otra parte, manejamos un modelo del pensamiento matematico que se ha
desarrollado con base en las ideas de una prominente investigadora inglesa en el
area de educacién matematica: Leone Burton. Hemos moldeado y transformado
algunas de los planteamientos de Burton consultando nuestro propio ejercicio pro-
fesional y experiencia particular con la solucién de problemas. En sintesis, el
modelo contempla los puntos siguientes:

Se presenta una definicién de pensamiento.

El pensamiento es el medio utilizado por los humanos para mejorar su com-
prensidn de, y ejercer algin conirol sobre, el medio que los rodea.

Ahora, para responder la pregunta ;Qué es el pensamiento matemadtico?, se
traza una clara linea divisoria entre el pensamiento matematico y el cuerpo de
conocimiento, tanto de contenido como de métodos, que se llama matematicas;
el pensamiento matematico es pertinente cualquiera que sea el contenido al cual
se aplica; es andlogo al método cientifico, pues ni éste pertenece iinicamente a
la ciencia; ni el pensamiento matematico se circunscribe a problemas de natu-
raleza matematica, aunque éstos pueden revelar de manera mas reconocible sus
caracteristicas.

Luego, en el modelo de Burton se procede a identificar los medios particulares
con los cuales la matematica mejora la comprensién y extiende el control sobre el
medio en que el ser humano se mueve, generando un modelo basado en las opera-
ciones, los procesos y la dindmica del pensamiento matematico. Al tratar de aplicar
este modelo, hemos visto la necesidad de hablar también sobre ciertas operaciones
generales, que hemos denominado facultades monitoras del pensamiento que in-
fluyen ineludiblemente sobre la visién que tenemos del pensamiento matematico.
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Las operaciones.  En qué pensamos? Cualquier idea, observacién o evento
puede ser el estimulo que pone a andar al pensamiento. Tales eventos proporcio-
nan los elementos sobre los cuales opera el pensamiento matematico. El pensar
significa que se actia sobre los elementos, y los métodos o las formas en que se
actia se llaman operaciones del pensamiento matemdtico.

Una de las tareas centrales del modelo es separar el comportamiento que re-
sulta del pensamiento matemdtico de aquél que es producto de la aplicacién de
conocimiento o destrezas matemadticas. Por ejemplo, es bastante claro cuando se
trabaja con nifios pequefios que el ordenar un cierto grupo de objetos se rela-
ciona con el pensamiento matematico, mientras que el contarlos dependeria de su
conocimiento del uso de los nimeros.

Los procesos. En el modelo se postula que hay cuatro procesos centrales de la
actividad matemaética y que gozan de aplicacion general. Son ellos: (1) especializar;
(2) conjeturar; (3) generalizar; (4) convencer. Una descripcién breve de estos
servira para concretar qué significan para nuestra investigacion.

Especializar. Frente a un problema o interrogante un medio poderoso de explo-
rar su significado es el de examinar casos particulares. Esto es la clave para una
aproximacion inductiva de aprendizaje y aparece naturalmente desde temprana
edad. Cada ejemplo proporciona la oportunidad de manipular objetos que son
concretos para el que piensa, sean estos fisicos o ideales.

Conjeturar. Después de examinar suficientes ejemplos, surge casi automati-
camente una conjetura acerca de los nexos que los relacionan. Por medio de la
conjetura, el sentido de una regularidad subyacente se explora. La conjetura dirige
u orienta el pensamiento hacia ciertos aspectos de la experiencia que se adelanta.

Generalizar. El reconocimiento de una regularidad desemboca en la afirmacion
de una generalizacién. Los enunciados generalizados son los elementos basicos
que utilizan los aprendices para crear orden y significado entre una cantidad abru-
madora de datos sensoriales, y el comportamiento se basa en tales generalizaciones.

Convencer. Convencer es mucho mas que verificar, es cuestionar hipétesis
o supuestos, dudar y sondear la generalizacién hasta llegar a producir una de-
mostracién. Una demostracion es vista asi como un intento por producir un argu-
mento convincente, y entre la mayoria de los estudiantes de la escuela primaria o
secundaria y la mayoria de las personas no se pasa mas alld de esto: un argumento
convincente. Para el pensamiento matematico mas desarrollado, sin embargo, el
argumento es deducido con ayuda de la l6gica de un conjunto de axiomas e inde-
pendiente de pruebas empiricas. La demostracién es la principal diferencia entre
la actividad matematica y la de otras ciencias.

La dindmica del pensamiento matemdtico. Se inicia el proceso de pensamiento
matemdtico cuando se encuentra un elemento que produce suficiente sorpresa o
curiosidad para impulsar su exploracién por medio de la manipulacién. El ele-
mento puede ser un objeto fisico, un diagrama, una idea o un simbolo, pero ha de
encontrarse en un nivel que es concreto para el pensador, que inspira confianza y
que es interpretable. Cualquier brecha que se percibe entre lo que se espera de la
manipulacién y lo que resulta, provoca una tensién que provee energia para que
el proceso siga hasta que se encuentre algin sentido de regularidad o de nexos
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que alivia la tensién y la transforma en un sentido de logro, de placer, de mara-
villa, o en una nueva sorpresa o curiosidad que impulsa aun mas el proceso. Se
requiere mds manipulacién para llegar a articular el significado de lo que sucede.
Una articulacién no ha de ser necesariamente verbal. Puede aparecer en forma de
algo concreto, algo diagramadtico, o algo simbdlico, pero en todo caso cristaliza el
significado que se ha logrado.

La articulacién se convierte en objeto para nueva manipulacién produciendo
un modelo dindmico en forma de hélice que perpetua el proceso: manipulacién de
objetos, percepcién de una regularidad o relacién, articulacién de esta regularidad,
etc.

Facultades monitoras. Ahora bien, ciertas facultades no exclusivas del pen-
samiento matematico funcionan como monitores en varias de las etapas de este
proceso. Por ejemplo, el ingenio interviene en la etapa de manipulacién. Li-
teralmente, el ingenio construye configuraciones o combinaciones nuevas con los
elementos de estudio. Puede volver a aparecer el ingenio en el momento de con-
struir una demostracién.

La intuicidn es especialmente importante para llegar a delimitar qué preguntas
pueden resultar fructiferas (;de qué manera es interesante manipular los obje-
tos? o jcual ejemplo especial puede producir los resultados mas valiosos?), o para
proporcionar la penetracién para vislumbrar los nexos con base en los cuales se
formula una conjetura.

Es claro también que el anélisis y la argumentacién légica, no necesariamente
formal, juegan un papel fundamental en el proceso de convencimiento, sin que éste
constituya del todo una demostracién formalmente valida.

DE QUE MANERA SE MANIFIESTA EL PENSAMIENTO
MATEMATICO EN LA HISTORIA DEL ALGEBRA?

Es nuestra tesis central que, al presentar el dlgebra abstracta al futuro docente
como un cuerpo de conocimiento acabado y perfeccionado, no se encuentra este
camino de construccién de significado, de conjetura, de generalizacién y de lenta
acumulacién de medios para demostrar los resultados construidos. De una manera
esencial, un cuerpo de conocimiento sin raices ni trayectoria, se vuelve ajeno,
impersonal; repetir con esfuerzo personal una hazafia similar es naturalmente visto
como inalcanzable. El futuro docente no es actor y participe sino receptor; se siente
incapaz de hacer matemdticas y se convence que sus futuros alumnos tampoco
tendran esta capacidad. Se marra todo el proceso de creatividad.

Una de las alternativas que tenemos a nuestra disposicién es la historia misma
del algebra donde se ha consignado un gran tesoro de conquistas progresivas que
permiten ver cémo la humanidad ha trepado por la hélice y qué aspectos del
pensamiento matematico han emergido guiando el proceso. No es nuestro obje-
tivo empobrecer la formacién del futuro docente, sino enriquecerla mostrando la
relacién del dlgebra moderna con la teoria de ecuaciones, por ejemplo, y con la
matematica escolar. Esta exploracién dara significado nuevo y mas solidamente
fundamentado a los conceptos que se manejan y a las situaciones particulares que
estos ejemplifican.
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Es decir, planteamos que una reconstruccién histérica del algebra revela la
actividad y el pensamiento matematicos en estado de evolucidn y asi resulta
aprovechable para llegar a una caracterizacién del pensamiento matematico que no
se asocie unicamente con la ensefianza y la transmisién del conocimiento matema-
tico sino con el proceso creativo de hacer matemdticas, supuesto basico para un
enfoque constructivista de la ensefianza. Asi mismo, pretendemos a través de un
examen a conciencia del proceso histérico mostrar cdmo los temas y métodos de
la matematica escolar (en el caso en cuestién el dlgebra) evolucionaron para con-
vertirse en la matematica formal que ensefiamos como algebra abstracta. Tercero,
y muy importante desde el punto de vista diddctico, queremos mostrar cémo el
conocimiento imperfecto o la creacién de un modelo adecuado sélo en parte, con-
lleva enfoques que distan del enfoque ortodoxo de un concepto pero que de todas
maneras permiten hacer matematicas. Esto es supremamente importante porque
es la situacién del alumno; el maestro_con alguna frecuencia busca que el alumno
llegue a una construccién predeterminada y no sabe valorar sus aproximaciones
parciales; es decir, no intenta ver hasta qué punto éstas son correctas y tomar el
tiempo para analizar en qué punto y por qué razén fallan.

En el primero de estos objetivos esta, entonces, la tarea de relacionar el modelo
de pensamiento matematico con las apreciaciones sobre el desarrollo histérico del
algebra. Uno de los productos de esta labor debe ser una caracterizacién mas
amplia de lo que propiamente es hacer matematicas, para disociarla parcialmente
del paradigma légico-deductivo.

En lo que sigue intentaré tratar cuatro aspectos que considero son represen-
tativos del pensamiento matematico y el porqué de esta caracterizacién: (1) el
desarrollo de algoritmos y su relacién con la construccién de significado y la gen-
eralizacion; (2) el ‘reducir’ al caso anterior, no sélo en cuanto a la demostracién de
teoremas sino respecto del uso de métodos de solucién de problemas; (3) el pro-
ceso de construir el primer gran marco tedrico del 4lgebra, con toda la actividad
légico-deductiva auxiliar que lo acompaiia; (4) la superacién de este primer marco
que se caracteriza por ser geométrico y la conquista del modelo aritmético. Es
evidente que en un articulo hay campo tan sélo para un bosquejo de las ideas que
se estan generando.

Los ALGORITMOS

Tomemos como ejemplo de nuestro primer objetivo, la aritmética y algebra de
los egipcios. Las restricciones del sistema numeérico egipcio, carente de nociones de
valor posicional, no fueron las suficientes para impedir que se hiciera matemadticas
y en alguna medida pueden ilustrar (si bien no modelar) la situacién del alumno.
El sistema numérico egipcio tenia importantes semejanzas con el romano: era un
sistema decimal con un simbolo especial para la unidad y cada potencia de 10.
Como se ha dicho, no tenia ninguna nocién de valor posicional. Asi las cosas, la
adicidn y sustraccidn egipcias se reducian a reunién de simbolos y, si fuera el caso,
‘trueque’ de un simbolo de valor mayor por 10 del valor inmediatamente anterior,
una decena por 10 unidades, una centena por 10 decenas, y asi sucesivamente. La
sustraccién era precisamente esto; la supresién de simbolos con el ‘trueque’ en caso
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de que fuera necesario. La multiplicacién se efectuaba por medio de duplicaciones
sucesivas y la divisién por medio de la multiplicacién del divisor hasta obtener el
dividendo. Ahora bien, estos dos modelos de la divisién y la multiplicacién que se
convierten en algoritmos interesantes, especialmente en cuanto evitan el aprender
tablas de multiplicacién e ilustran con toda claridad el caricter de inversos que
tienen estas dos operaciones (en que tanto insisten algunos libros y profesores), sin
embargo no conceptualizan la divisién como multiplicacién por el reciproco. Tal
situacién conlleva serias limitaciones cuando se aborda el tema de las fracciones
o cuando se genera un algoritmo para la solucién de ecuaciones lineales en una
variable.

Solucién de una ecuacwn lineal en una variable - el algoritmo de posicién falsa
de los egipcios.

Aunque el tema de los algoritmos debe ser el més trajinado por el alumno,
sufriendo por los algoritmos de operaciones desde temprana edad, y aunque el tema
suele tomarse como equivalente de la mecanizacién y la muerte del pensamiento
matematico, los algoritmos que pudieron producir ciertas sociedades antiguas (y
modernas) reflejan las bondades y limitaciones de las herramientas a su alcance y
el significado parcial que puedan haber construido para los incipientes conceptos
matematicos que estaban manejando.

Para los egipcios las fracciones, por algin motivo desconocido pero evidente-
mente relacionado con las limitaciones del concepto de la operacién divisién que
notamos arnba, se debian limitar a aquellas de numerador 1, con la excepcién de
la fraccién 2 £. Por ejemplo, en lugar de escribir 2 {5 un egipcio debié descompon-
erlo en una suma de fracclones con numerador 1 y denominadores dlstmtos El
primer paso, escribir < &%= 17 + 17 es obvio. Luego, se debia descomponer de
la manera exigida. En uno de los papiros egipcios existentes, el papiro de Rhmd
se incluye una gran tabla de descomposmones de las fracclones con numerador 2
y denominador impar desde £ hasta To_i

Ahora bien, en un snstema numérico como éste, resulta bien dificil imaginar
métodos adecuados para resolver ecuaciones y, de hecho, las ecuaciones mas sen-
cillas causan algunas dificultades grandes. Por ejemplo, del Papiro Rhind tenemos
este problema: “Una cantidad y su 3 sumadas se hacen 19. ;Cual es la cantidad?”
Obviamente en nuestra notacién esto es

z , 8z _
x+?—19 o sea 7—19.

Pero los egipcios no permitian la fraccién g—. Dice el papiro asi: “Cuantas veces
se debe multiplicar a 8 para obtener 19, tantas veces se debe multiplicar a 7 para
obtener el nimero correcto.” Esto describe el método de posicién falsa que se
puede explicar como sigue. Se da un valor aproximado, apropiadamente escogido,
a la cantidad desconocida. La respuesta correcta tiene la misma relacién con la
supuesta que el nimero dado tiene con el nimero que se calcula.

En el ejemplo, z + £ = 19, si se supone que z = 7 se calcula z + £ = 8. Se
debe multiplicar 8 por % 241 + 5 para obtener 19; el valor correcto de z se
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obtiene, por lo tanto, multiplicando 7 por 2 + % + % que da por resultado

1 1 1 1
x—(2+z+§)7—16+§+-8-.

Si analizamos nuestro método contemporéneo: Escribiriamos
z
z+ 7= 19

luego sumariamos z + £. (Como hemos comentado, este resultado %‘5 violaria el
tratamiento egipcio de las fracciones.) Luego multiplicariamos 19 x % para obtener
nuestra respuesta. Pero, aunque este iltimo paso no involucrara una fraccién con
numerador diferente de 1, la divisién como fue practicada por los egipcios no
permitiria este planteamiento. Pues, nuevamente, aunque conciben la divisidn
como la inversa de la multiplicacion, no la conciben como multiplicacién por el
reciproco y no a disposicién el nimero que se debe multiplicar hasta conseguir
el dividendo. Para el futuro profesor éste no es un cuento curioso del pasado,
equivalente a recontar las primeras cosmologias griegas: ‘Todo es agua’ o “Todo es
devenir’, esperando de inmediato la risa y el desprecio de quienes lo oigan desde
el privilegiado punto de observacién del siglo XX. El hecho es que en su salén
de clase todos los dias pequefios seres humanos construyen modelos de significado
para las operaciones aritméticas que enfrentan y generan métodos para resolver
problemas acordes con el entendimiento que han logrado. Todos sabemos que el
primer modelo de la multiplicacidn que se genera es la adicidn repetida y que hay
que superar este modelo en la misma escuela primaria cuando se llegue a sistemas
numéricos distintos de los naturales (fraccionarios), momento en que se pierden
para siempre algunos niiios para la matemdtica. De igual manera, el maestro no
comprende que el modelo de la divisiéon como inversa de la multiplicacién es en
si bastante sofisticado y se encuentra en conflicto con el modelo de reparticioén
(divisién con residuo) que es tal vez la mds bésica para el nifio. De todas maneras,
los egipcios nos enseiian que, aunque se logre pasar de esta nocién intuitiva de la
divisién como reparticion a la de la divisién como inversa de la multiplicacién, esto
no es garantia de haber construido un significado de la divisién que sea adecuado
para estudiar las fracciones o el dlgebra. El camino es més tortuoso.

Solucién de sistemas de ecuaciones lineales en China.

Aparece en un escrito del periodo Han en China (206 a.C. - 221 d.C.) la coleccién
titulada Nueve capitulos sobre el arte de la matemdtica, de sorprendente poder
matemdtico, cuyo octavo capitulo estd dedicado a exponer un método de solucién
de un sistema de ecuaciones lineales. El algoritmo es esencialmente la reduccién
de la matriz del sistema a forma triangular. Es otro ejemplo histérico que se puede
explotar para analizar el desarrollo del pensamiento matematico. Por ejemplo, el
algoritmo es expuesto en el contexto de un ejemplo numérico particular, aunque
es claro que el método es totalmente generalizable (ninguno de sus pasos depende
de propiedades particulares a los nlimeros involucrados). Aunque vivamos a diario
con estudiantes que resisten el uso de cantidades literales arbitrarias para lograr
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generalidad en sus razonamientos, no entendemos cuan dificil y tardio fue este
paso para la humanidad. Los chinos, los drabes y los occidentales hasta Vieta
mostraban generalidad algebraica de esta misma manera, a saber, mediante el uso
de casos numéricos generalizables. Fue Vieta quien dio el genial paso hacia la
generalidad por medio de representaciones literales de los nimeros involucrados.
(Esto a su vez explica por qué las demostraciones de los hechos algebraicos, antes de
Vieta, eran demostraciones geométricas, pues sin la generalidad de las constantes
literales no habia en el dlgebra més que sendos ejemplos particulares.) Asi el
profesor debe juzgar a su alumno de otra manera, averiguar si el ejemplo numérico
que presenta es generalizable y si el alumno es conciente de que lo es, e inducirlo
a la construccién sélida de un sistema algebraico mas completo de acuerdo con el
nivel de entendimiento que ha podido lograr.

LA MATEMATICA ES ESENCIALMENTE
REDUCCIONISTA-REDUCCION AL CASO ANTERIOR

En un método babilénico para la solucién de ecuaciones cuadraticas se observa
el empleo a fondo del ingenio para reducir nuevas ecuaciones al caso (a la forma) ya
resuelto. Aqui la manipulacién de expresiones no es un ejercicio vacio y repetitivo,
sino la dnica forma de lograr una solucién al problema.

Las caracteristicas de la aritmética babilénica permitieron un tratamiento de
ecuaciones completamente distinto de los métodos egipcios. De hecho, la ar-
itmética babilénica excluia la necesidad de métodos ‘evasivos’ como la posicién
falsa y las ecuaciones de primer grado no representaban ningin reto importante
para los matemadticos de Babilonia. Su sistema de numeracién con valor posicional
en base sesenta hacia su aritmética muy similar a la nuestra. La multiplicacién
tenia el agravante adicional de que habia que aprenderse las ‘tablas’ hasta 59 x 59,
pero esto se obviaba elaborando tablas ‘soplete’ con los productos de un niimero de-
terminado por 2,3,...,9, 10,20, 30,40 y50 y usando apropiadamente la propiedad
distributiva para asi calcular los demds productos de la tabla. La divisién se
efectuaba por medio de la multiplicacién por el reciproco del divisor y también
conllevé la elaboracién de extensas tablas de reciprocos expresados como fracciones
sexagesimales. Es claro que un problema como el del papiro Rhind que discutimos
arriba no representa dificultad alguna para quienes manejaba este agil y versétil
sistema numérico. - Mas bien, seria de interés para los babilonios la solucién de
ecuaciones cuadraticas, para las cuales demostraron un ingenio muy respetable.
Por ejemplo, muchos de sus problemas se enuncian en términos de: “Conocidos la
suma y el producto de dos niimeros” encontrar éstos. Ahora bien, es evidente que
esto corresponde a ecuaciones de segundo grado teniendo en cuenta las relaciones
que la matemadtica después de Vieta ha descubierto entre coeficientes y raices de
estas ecuaciones.

Los problemas considerados por los babilonios vienen casi siempre enunciados
en términos geométricos considerando el semiperimetro # + y y el drea zy de
un rectangulo. Es bastante claro, por los problemas que propusieron y por su
discusién de las soluciones, que desarrollaron el método aludido en una tablilla.de

arcilla que expondremos a continuacién: hallar dos nimeros cuya suma es l,} y
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cuyo producto es _,} [En lo que sigue usaremos las ideas babildnicas puestas en

notacién contemporanea.] Si r +y = 123, ry = 25, se pone

13 13
2 — 2
el
dos numeros cuya suma es evidentemente 1 —— . Luego, si se sustituyen estos valores

L2, se obtiene

13 13

15
2 2 )y ==
(2 +z)(2 Z) 2’

13\ 2
2z '-22=—1—5-.
2 2

en la ecuacion zy =

de donde
De alli se sigue que

O sea

(La raiz negativa nunca fue considerada.) Es evidente de aqui que

13 13 13 13
=2+ =_2__
2 2

Pero ademas de resultados como éste los babilonios redujeron problemas de
corte mas intrincado a las formas anteriores por medio de buenos conocimientos
algebraicos. Por ejemplo, una tableta contiene el problema equivalente a resolver
las ecuaciones

35
z+y= R z+y+zy=14.

Es claro que si se resta la primera ecuacién de la segunda, se obtienen dos
ecuaciones que dan la suma y el producto de dos niimeros y se puede aplicar el
método conocido.

En otra tableta se encuentra el problema

zy =600, (z+y)’+120(z - y) = 3700.

Aparentemente se conocia la identidad algebraica (z + y)? = (z — y)? + 4zy lo cual
permite reducir el problema anterior a la ecuacion cuadratica en (2 — y)

(z — ¥)? + 120(z — y) = 1300.
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Una aplicaéién de su férmula produce
z—-y=10, zy=600

y se estd en las condiciones del problema anterior.

Nétese que ademads de revelar ingenio, el planteamiento de reducir un problema a
una forma conocida muestra importantes caracteristicas del pensamiento matema-
tico, pues es la estrategia en la solucién de problemas (estar en el caso anterior)
equivalente a la estrategia de construir una cadena de razonamiento demostrativo
en la cual cada nuevo resultado se basa en el resultado (o resultados) anterior(es).
En consecuencia podemos decir que no cabe duda de que los babilonios tenian
altamente desarrollado el pensamiento matematico a pesar de no haber construido
sistemnas ablertamente abstractos y deductivos.

EL TEMA DEL SISTEMA DEMOSTRATIVO - EL DESARROLLO
DE UNA BASE TEOQRICA Y UNA FUNDAMENTACION

Es bien conocido el tratamiento euclidiano de la solucién de ecuaciones alge-
braicas, tratamiento denominado algebra geométrica. Una insuficiente base tedrica
no permitia un tratamiento aritmético adecuado de los niimeros irracionales (mag-
nitudes inconmensurables), mientras que prosperaba la posibilidad de representar
cualquier magnitud (nimero) por medio de un segmento. Lo anterior llevé a los
griegos, quienes también construian las primeras filosofias de las matematicas y se
preocupaban por cuestiones como la del modo de existir de los entes matematicos
(abstractos), la de fundamentar su sistema numérico y su resolucién de ecua-
ciones en la geometria y proveer métodos geométricos de solucién de ecuaciones
cuadraticas (cuadraturas), logrando la solucién general. Es de gran importancia
explorar esta etapa con futuros docentes, pues he aqui una solucién completa al
problema cuadratico, dada en un contexto légico-deductivo que garantiza la cor-
reccién y generalidad de los resultados y complementada con una filosofia de la
matemadtica que rinde cuentas del modo de existir de los entes matemdticos. El
sistema idea formas de obviar las deficiencias encontradas en la comprensién de
los niimeros irracionales y del continuo (infinito).

Hay, empero, algunos indicios tanto anteriores como posteriores a Euclides que
apuntan hacia problemas relacionados con este sistema que no habian sido conquis-
tados por completo. Por ejemplo, comenzando por Menecmo, se logré la solucién
de ecuaciones cibicas utilizando las secciones conicas, solucién geométrica que de
todas maneras no equivale a solucion por regla y compas (ya que sélo se puede
construir una serie de puntos sobre una cénica con regla y compas, pero no la
curva completa). Esta construccion fue efectuada en el transcurso de la consid-
eracién del problema de la duplicacién del cubo, ilustrando entre otras cosas y con
toda claridad, cémo se genera nuevo conocimiento en la exploracién de proble-
mas que resisten solucién dentro de la teoria conocida. Esta linea de pensamiento
seguiria su curso en la obra de Arquimedes quien seguramente reconocié las limita-
ciones del sistema euclidiano para tratar otros problemas famosos de construccién,
en particular la cuadratura del circulo. En los elegantes escritos arquimedianos
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topamos con una nueva etapa de exploracién donde algunos problemas se resuel-
ven en abierta ruptura con el soporte filoséfico de la teoria euclidiana (la sumacién
exitosa de una serie infinita en la cuadratura de un segmento parabdlico) y otros
intentan un acercamiento al entendimiento de los niimeros irracionales por medios
aproximativos. Hay algo aqui para explorar. Las evidentes dificultades con la
cuadratura del circulo son casi seguramente el motivo del monumental esfuerzo
que hace Arquimedes por aproximar el nimero que nosotros llamamos 7. ;Podria
ser que Arquimedes intuyera que este inconmensurable no cabia en la clasificacién
euclidiana? Ya que tedricamente el proceso de subdivisiones sucesivas puede man-
tenerse finito combinando un procedimiento de finitas subdivisiones con un doble
reductio ad ebsurdum, ;podria ser que Arquimedes busca en su aproximacién de =
por medio de sucesivas subdivisiones de la circunferencia la posibilidad de llegar a
un doble reductio que proporcionara un dominio perfecto sobre el? Es sélo especu-
lacidn, pero es claro que estamos ante una nueva etapa de exploracién y busqueda
de significado.

[Como es sabido Arquimedes da forma a un método general que se inspira en
la nocién de equilibrio y el correspondiente concepto de centro de gravedad, pero
que para la demostracion final recurre al método de exhaucién, una ilustracién del
proceder del pensamiento matematico en un terreno no estrictamente algebraico
¥ que proveerd materia para un futuro estudio.]

Por otra parte, en la parte alta de la antigiedad Diofanto comienza un trata-
miento que llamariamos netamente algebraico de la solucién de ecuaciones. Aun-
que se superan en él varias de la restricciones impuestas por el marco tedrico
euclidiano (por ejemplo, con respecto del grado de las ecuaciones), la obra de Dio-
fanto evita las dificultades inherentes a los irracionales, restringiendo las soluciones
buscadas a los racionales. [Otra leccidn interesante aqui es que hoy en dia nuestro
entendimiento poderoso del sistema de los niimeros reales y las propiedades igual-
mente poderosas de éste, permiten un tratamiento algoritmico mas sencillo de las
soluciones reales de una ecuacién de lo que se puede lograr cuando se exige, en la
tradicién de Diofanto, resolver una ecuacién en enteros.)

CONSECUENCIAS DE LA SOLUCION GRIEGA AL PROBLEMA DE CUADRATURAS

Queremos aqui pasar a una de las consecuencias mas notorias de esta discusién:
;qué problemas tuvieron que enfrentar quienes desearon superar las limitaciones
sistematicas de los griegos?

Entre los arabes encontramos primero a al-Khwarizmi. Al examinar el contenido
del tratado que escribié al-Khwarizmi titulado El compendio de cdlculos por al-
jabr y al-mugabala, encontramos un libro de dlgebra, solucion de ecuaciones por
medio de manipulacién de los términos que las componen sin la intervencién de un
pesado aparato geométrico como era corriente entre los griegos. Asi las cosas, en
el tratado de algebra de al-Khwarizmi reconocemos el trabajo algebraico similar
en planteamiento a nuestro trabajo contemporaneo.

Las diferencias que podemos observar entre el trabajo euclidiano y el trabajo
de al-Khwarizmi no son fortuitas, pues en la introduccién a su tratado de algebra
él afirma que el Imam al-Mamun “me ha animado a componer una obra corta
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sobre el calcular por complecién y reduccidn, restringiéndolo a lo que es mds facil
y util en aritmética, tal como lo que los hombres requieren en casos de herencias,
legados, particién, procesos legales y comercio, y en todos sus intercambios, o en
la medicién de tierras, el trazado de canales, cdlculos geométricos y otros objetos
de varias clases y tipos concierna....”

Sin embargo, dado que la generalidad algebraica de que disponia radicaba
unicamente en el uso de ecuaciones numéricas estandar, para demostrar sus resul-
tados al-Khwarizmi recurrié a demostraciones geométricas, indicando la ausencia
de una fundamentacién tedrica para sus transformaciones algebraicas. De hecho,
sucesores suyos, regresarian a los métodos geométricos de los griegos. En particular
queremos discutir el trabajo de Tabit ben-Qurra.

Al tratar el caso de la solucién de la ecuacién “riqueza y raices igual nimeros”
que nosotros representariamos por la expresién z2 + mz = n, Tabit ben Qurra se
da cuenta que no se puede igualar una irea o un segmento de recta con un nimero.
Asi las cosas, introduce una unidad de medida (e) para traducir lo anterior en la
ecuacién ‘geométrica’ z2 + mez = ne?. Su descripcién del proceso de solucidn cita
la proposicién I1.6 de Euclides y no la reproduciremos aqui.

En ella tenemos una interpretacién del problema que procura homogenizar los
términos involucrados en la ecuacién, representandolos todos como 4reas. En
seguida se utiliza un resultado conocido desde Euclides para llegar a la solucién
geométrica. Finalmente Tabit ben Qurra mostrara que esto coincide con la solucién
algebraica a la manera de al-Khwarizmi. Comenta:

“Este procedimiento estd de acuerdo con el procedimiento de los algebristas
en su solucién del problema. Cuando toman la mitad del nimero de raices, esto
es lo mismo que cuando nosotros tomamos la mitad de la linea bk, y cuando
lo multiplican por si mismo, esto es lo mismo que cuando nosotros tomamos el
cuadrado de la linea bisectada bh. Cuando suman el resultado el nimero [dado],
esto es lo que que hacemos cuando sumamos el producto de ha y ab, para obtener
el cuadrado de la suma de ab y la linea bisectada. Cuando ellos toman la raiz,
esto es lo mismo que cuando nosotros decimos: la suma de ab y la linea bisectada
es conocida tan pronto como su cuadrado es conocido.”

En su trabajo, Tabit ben Qurra recurre a la fundamentacién geométrica del
dlgebra, indicando que la homogeneidad de los términos es indispensable, no para
la solucién en si, sino para la demostracién de su correccién. No en vano la
comunidad matematica lucha con la nocién de homogeneidad por siglos, tanto
en el dlgebra misma como en el cilculo en tanto éste depende de manipulacién
algebraica, pero busca también su fundamentacién en la geometria.

Leonardo de Pisa.: '

Es uno de los cuentos mds conocidos de la historia de la matemitica cémo
Leonardo de Pisa hizo uno de los decubrimientos mds claves para el dlgebra y las
nociones contemporaneas de la matemadtica, en el marco de una competencia de
solucién de problemas. ~

El problema a resolver era una ecuacién cibica 23 + 222 4+ 10z = 20.

Leonardo factorizé 10 para obtener: 10(z + {52+ 12?) = 20, 0 sea, z+ L%+
-;-::2 = 2. Esta iltima ecuacién implica z < 2. Pero poniendo z = 1, se obtiene
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142410 = 13 < 20, de donde, z > 1. Estas consideraciones permitieron a
Leonardo observar que la ecuacién poseia una raiz entre 1 y 2, una observacién del
todo moderna en la que subyacen nociones de funcidén, continuidad y el teorema del
valor medio. Es algo especulativo, pero se puede pensar que Leonardo haya tenido
su inspiracién en el método de doble posicién falsa, ampliamente difundido entre
los drabes, que consta de adivinar dos valores para la variable en una ecuacién
lineal y luego ‘interpolar’ para obtener el valor correcto. Aqui se prueban los dos
valores para la variable z y aunque no se puede calcular la solucién directamente
de alli, Leonardo hace buen uso de los resultados que arroja el proceso.

Enseguida demuestra que la raiz no puede ser racional, ya que si se supone
z = § con (a,b) = 1, se obtiene

a+ a’+a’_2
7108 T B

de donde, a® = 2063 — 10b%a — 2a2b, que implica (a,b) # 1.
Por otra parte, z no puede ser la raiz de un entero que no es cuadrado perfecto,
3
por que de ser asi, digamos z = \/a, obtendriamos z = %}2;’5— lo que conduce a
20 ~ 2a

Va= 0+a

b

otra contradiccién por ser el miembro de la derecha un racional.

Ahora, Leonardo concluye de este analisis que la raiz en cuestién no es constru-
ible con regla y compas, basindose en la clasificacién de los niimeros construibles
hecha por Euclides en el Libro X de los Elementos. Desde hace afios al hablar sobre
este incidente histérico, me he contentado con decir que se comienza a desmoronar
la fundamentacidn griega de los niimeros, pues si bien es correcto que todo nimero
real puede asociarse con la magnitud de algin segmento, no es cierto que todos
estos segmentos son construibles con regla y compas, lo cual cuestiona su funda-
mentacion en la geometria hecha a la manera de Euclides. Igualmente, se muestra
que estos ntimeros surgen como solucién de ecuaciones algebraicas, lo cual sugiere
que el dlgebra es de alguna forma mas general que la geometria.

Pero ahora quisiera decir que lo que luego hace Leonardo es igualmente diciente.
Por un método que no revela, Leonardo aproxima la raiz, dando por resultado el
nimero expresado como fraccion sexagesimal z = 1°22/7742"733'4*40"".

Veo en ello un intento por comprender mejor el niimero que asi se presenta.
Esto puede ser un primer intento por clasificar los nimeros irracionales. Leonardo
sabe que el nimero es irracional y sabe que no es raiz de un entero. Al desarrollar
su expresion sexagesimal, puede estar buscando una caracterizacién ‘positiva’ del
nimero.

NUEVAS DIRECCIONES EN LA CONSTRUCCIGN DE SIGNIFICADO

Como es bien sabido, Leonardo es el artifice de la reintroduccién de la matema-
tica griega, preservada y extendida por los drabes, a Europa. También introduce el
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sistema hindu-arabigo de numeracén decimal posicional y con él, algoritmos para
efectuar las operaciones basicas. Son tantos y tan profundos los cambios implicados
por estas innovaciones, que pasarian casi tres siglos antes de que Luca Pacioli
publicara (en 1494) un compendio de la matematica entonces conocida donde se
encuentran integrados los nuevos conocimientos numéricos con los conocimientos
geométricos y algebraicos, y donde puede asimilarse todo ello. En este momento,
es posible volver a tomar en cuenta el importante descubrimiento de Leonardo de
Pisa que acabamos de exponer. Persiste la pregunta por la fundamentacién de
los niimeros y su relacién con las ecuaciones polinomicas. Una de las respuestas
que dieron los matematicos italianos del siglo XVI fue la investigacién a fondo
de la solucién de ecuaciones polindémicas de grados tres y cuatro; otra respuesta
que tampoco equivale a contestar la pregunta, pero si a explorarla a fondo, se
encuentra en la posibilidad de aproximar estos niimeros con el grado de exactitud
deseado, método descubierto y transformado en algoritmo por Rafael Bombelli.

Antes de mirar la obra de Bombelli, recordemos que en el siglo XVI transcurrié
en Italia un desarrollo extraordinario del algebra en el cual se lleg a la solucién
de las ecuaciones polinémicas generales de grados tres y cuatro, solucién en la cual
intervinieron Scippio del Ferro, Nicolds Fontana (Tartaglia), Gerolamo Cardano
y Ludovico Ferrari. Por ser bien conocidas, no trataremos estas soluciones aqui,
pero si nos compete comentar algunos de los rasgos del pensamiento matematico
que manifiestan ellas. Contienen reduccién (o transformacién) de ecuaciones a
una forma cuya solucién es conocida, reminiscente de las estrategias babilonicas.
Constituyen respecto de un grado determinado, tanto en el caso cibico como en
el cuartico, soluciones generales, y de hecho los interesados se toman la tarea de
demostrar que poseen métodos que funcionan para todos los posibles casos del
respectivo grado. No obstante, frente a una teoria general que permite solucionar
ecuaciones de cualquier grado, se puede decir que sélo obtuvieron resultados par-
ciales.

Es de notar que Cardano considera algunos de los niimeros que resultan de la

aplicacién de sus férmulas y los llama falsos y ficticios, en oposicién a las soluciones
que nosotros denominariamos reales positivas. En el Ars magna Cardano considera
tanto las raices positivas como negativas, aunque llama a las negativas ficticias.
Luego pasa a la consideracidn de raices imaginarias, observando que las raices
complejas de una ecuacién con coeficientes reales vienen en pares, investiga algunas
de las propiedades de estos niimeros (por ejemplo, multiplica 5++/~=15y 5—/=15
obteniendo 25 — (—15) = 40), pero los descarta diciendo: “Asi progresa la sutileza
aritmética cuyos fines son tanto refinados como iniitiles.” y en otra parte dice que
los problemas que llevan a raices que no son negativas ni positivas son problemas
falsos. o ‘
No cabe duda de que este trabajo encaja en nuestra hipdtesis de que se ade-
lantaba entonces un periodo histdrico de exploracién en bisqueda de una nueva
teoria general de ecuaciones y de los niimeros que aparecen como soluciones de
éstas y que reemplazaria la teoria geométrica griega cuyas deficiencias fueron ano-
tadas por Leonardo.

Rafael Bombelli
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Ahora bien, en sus escritos sobre el algebra de 1572 y 1579, Bombelli desarrolla
una forma de aproximar las raices que aparecen en las soluciones arrojadas por las
férmulas de Tartaglia, Cardano y Ferrari. Hoy dia el método de Bombelli recibe
el nombre de fracciones continuas. Veamos qué nos dice.

Comienza Bombelli diciendo que va a tratar un método para formar fracciones
en la extraccon de raices cuadradas. Considera que no es el tinico posible, pero lo
considera superior a los otros métodos conocidos. Ilustra su método exponiendo
la extraccién de la raiz cuadrada de 13. El primer paso en el método es encontrar
el cuadrado mds préximo a 13, que es 9 y cuya raiz es 3. Luego, Bombelli dice
que la raiz aproximada de 13 serd “3 y un tanto”. [Pensemos 3 + z.] Su cuadrado
es 9 més 6 tantos mas una potencia [9 4 6z + z? = 13] y si restamos 9 de ambos
miembros de esta ecuacién obtenemos que la potencia mas 6 tantos es igual a 4
[6z + 2% = 4]. Ahora, si no se toma en cuenta la potencia, podemos poner 6 tantos
igual a 4 [6z = 4], de donde, un tanto es g Se tiene, por lo tanto, que el valor
aproximado de Ja raiz es 32. Pero ahora se encontrara una segunda aproximacién
teniendo en cuenta lo que se ignoré en la primera, a saber, teniamos que 6 tantos
mds una potencia son iguales a 4 [6z + z2 = 4]. Si el tanto vale %, entonces se
sigue que tendremos 6 y % tantos que son iguales a 4 [6z + %z = 4], de donde, el
tanto es igual a 3.

Una vez mas Bombelli regresa a la expresién 6z+z% = 4, usando la aproximacién

anterior como valor de z en la expresiéon z2, para obtener 6z + %z =4o0zr= g—g-.

Asi obtiene una nueva aproximacién para /13 cual es 3%. Se puede proceder de
la misma manera obteniendo cada vez mejores aproximaciones de V13, y Bombelli
comenta explicitamente esta posibilidad, o sea, que la sucesion de aproximaciones
es infinita.

Al examinar la idea de Bombelli y pulir su notacién, encontramos que tenemos
una recurrencia que puede expresarse como sigue:

4
642z,

Tn4l =

Es evidente, aunque Bombelli no llega a ninguna expresion similar, que tenemos
una fraccién continua que se genera asi

4 4 4 4

Ty = — =—= — Y= — = ——
' z3 6+6+

T3 =
‘ ’
z T2 64 ey

[Parece que el nombre “fraccién continua” y una notacién que aproxima la nues-
tra aparecen por primera vez en una obra de Cataldi en 1613.] De aqui podemos
ver que Bombelli ha generado un modo de explorar los nimeros que aparecen
como solucién de ecuaciones polinémicas que es muy fructifero y fue utilizado
constantemente hasta bien entrado el siglo XIX. Pues las fracciones continuas que
terminan corresponden a nimeros racionales, mientras que las fracciones continuas
periddicas corresponden a irracionales cuadriticos y todas las demads fracciones
continuas corresponden a otros irracionales, es decir, a precisamente aquellos que
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habian llamado la atencién de Leonardo de Pisa. Aqui tenemos pues un método
general que llevara a una nueva teoria acerca de unos nuevos objetos matematicos,
la exploracién de sus propiedades, la generalizacién y la demostracién de ellas.
Igualmente, la nueva teoria no sdlo contiene herramientas aritméticas para distin-
guir entre nimeros racionales e irracionales sino también entre diferentes clases de
irracionales; introduce nociones concernientes a sucesiones y limites de sucesiones;
y se compromete con el infinito por medio de sucesiones infinitas. Se avanza en
la comprensién de los nimeros no por medio de una fundamentacién
general nueva, sino por una exploracién de sus propiedades y generali-
zaciones parciales. "

LA GENERACION DE NUEVOS METODOS Y LA
BUSQUEDA DE RESULTADOS MAS GENERALES

Francois Viéte . .

Se debe a Francois Viéte (1540-1603) nacido en Fontenay-le-Comte, Francia y
educado en Poitiers (y conocido en castellano con el nombre de Vieta) la insti-
tucionalizacién de un simbolismo algebraico que, aunque deficiente en cuanto a
notacién de operaciones y exponentes, permitié el tratamiento de ecuaciones (y
otras expresiones) algebraicas generales. La idea clave de Vieta es la de usar cier-
tas letras para representar incégnitas o variables y otras letras para representar
coeficientes o constantes. Los historiadores reportan distintas convenciones, unos
diciendo que para Vieta las consonantes representaban cantidades conocidas y las
vocales incognitas, otros que las letras del principio del alfabeto representaban
variables y las del final constantes. Sin embargo, el punto importante es precisa-
mente la posibilidad de representar expresiones generales, hablar de la ecuacién
general de segundo grado o la ecuacién general de tercer grado y mostrar con
ello propiedades compartidas por todas, mientras que con la notacién anterior a
Vieta sdlo se podia mostrar un caso numérico particular que ilustraba, sin gener-
alidad total, dichas propiedades (y con alguna frecuencia mantenia ocultas varias
propiedades importantes).

Ahora bien, todo matemadtico o profesor de matemdticas sabe que la buena
notacién es clave para hacer investigaciones matematicas, dominar nuevas areas del
conocimiento matemaético o resolver problemas. Los frutos de esta innovacién de
Vieta no se hicieron esperar. En particular, el mismo Vieta observé las relaciones
que existen entre las raices y los coeficientes de una ecuacién polinémica. En su
escrito De equationen emendatione , Vieta dice (traducido a nuestra notacién para
exponentes y operaciones): “Si A*+(—B~D-G)A?+(BD+BG+DG)A = BDG,
entonces A es igual a cualquiera de las cantidades B,D o G.”

Que esta realizacion era fruto de la notacién es claro. Si bien es cierto que la
dependencia sobre el método de completar el cuadrado usado por al-Khwarizmi
puede dar alguna idea de la relacidn entre raices y coeficientes (;por qué?), se pone
rapidamente de manifiesto que una relacién tan directa estd escondida tanto por
la variedad en los coeficientes mismos como por los métodos geométricos (inter-
seccién de c6nicas) usadas en su solucién por matemdticos como Omar Khayyam.
Por ejemplo, jqué se puede decir acerca de las interrelaciones entre estos ‘casos’
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de la cibica: 2%+ 322+ 32+ 1y 23 — 7z + 67 Parecen esencialmente distintos. Y
en cuanto a su solucion por interseccién de ciibicas, sabemos que Omar Khayyam
tuvo que emplear distintas secciones cénicas de acuerdo a los términos que inter-
vienen en la ecuacién. Asisu tratamiento, en lugar de mostrar relaciones generales
entre raices y coeficientes de la cibica, parece implicar que no existe tal generali-
dad. Nuevamente, los grandes algebristas italianos del siglo XVI, aunque cuentan
entre sus conquistas métodos estrictamente algebraicos de solucién de las cibicas,
también se ven obligados a dividir éstos en casos, empleando métodos ligeramente
distintos para cada caso y presentando sus resultados por intermedio de ejemplos
numéricos generalizables. Quizas si vale la pena comentar que la reduccidn de un
caso a otro, efectuada por ellos por medio de una manipulacién algebraica, debid
indicar que las diferencias observadas no eran tan esenciales como aparecen en el
tratamiento geométrico.

Ahora bien, los resultados directamente atribuibles a Vieta no son tan generales
como los que hoy dia manejamos, ya que s6lo reconocia como vélidas las soluciones
reales positivas de la ecuacién. Asi las cosas, Vieta muestra que los coeficientes
de una ecuacién polinémica cuyas raices son reales positivas son funciones de esas
raices. [Anotamos aqui lo que parece ser una anomalia histérica. La primera
publicacién que habla de la solucién de ecuaciones por factorizacién (uno de los
métodos mas comunmente empleados al nivel secundario) aparecié en la obra de
Harriot Artis Analyticee Prazis (1631). Dada su facil y bonita interpretacién
geométrica, nos podriamos preguntar cémo podria haber sucedido que no fuera
descubierto y utilizado con anterioridad. Pero es también claro que el método
de factorizacion depende de las relaciones observadas entre raices y coeficientes,
y fueron precisamente los medios deficientes para expresar generalidad los que
bloquearon su descubrimiento.]

Cuando posteriormente a la época de Vieta se llegue a la aceptacion de las
raices negativas y complejas, serd posible concluir con toda generalidad que los
coeficientes de una ecuacién polinémica son funciones simétricas de las raices. Este
hecho, combinado con otros desarrollos en el concepto de funcién principalmente
en relacién al calculo, permitiria a los matematicos lograr una nueva perspectiva
sobre las ecuaciones polinémicas. Con ello, aparte de las ventajas mencionadas,
la observacién central de Vieta se convertiria mas adelante precisamente en la
avenida de acceso a las propiedades esenciales de las ecuaciones polinomiales. En
la obra de Vandermonde, Lagrange, Cauchy y finalmente Galois, es la permutacién
o sustitucién de las raices y la invarianza de las funciones simétricas de las raices
la clave para una teoria general de solucién de ecuaciones por férmula algebraica
y la materia prima para los primeros estudios de grupos.

Pero, hay una importante observacién que es necesario hacer aqui. Si bien Vieta
impulsa el dlgebra hacia nuevos niveles de generalidad que anticipan su conversién
en el dlgebra abstracta que conocemos, la mentalidad matematica de Vieta no deja
de ser cldsica, pues su rechazo de raices negativas y complejas, conjuntamente con
el cuidado que ejercid para que sus ecuaciones fueran homogéneas nos muestra que
Vieta siguié trabajando dentro del marco tedrico de la geometria y la posibilidad
de interpretar y representar, tanto las ecuaciones mismas como sus soluciones,
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geométricamente.

Pierre de Fermat, René Descaries y sus contempordneos

Un importante paso en la nueva exploracién del significado del algebra y un
proceso indispensable en la eventual transformacién de la misma, es evidentemente
la creacién de la geometria analitica que produce un vuelco en la apreciacién de
la forma en que se relacionan la geometria y el dlgebra.

Obra casi simultinea de Fermat y Descartes, por su notacién mas adecuada y su
publicidad mas agresiva, hoy dia usamos el enfoque cartesiano y casi ni nos acor-
damos de la contribucién de Fermat. Sin embargo, lo que nos interesa comentar
aqui es que el método de la geometria analitica o de coordenadas deja completa-
mente clara la misma unidad notada por Vieta, pero ahora a nivel metodoldgico.
Descartes hace particular énfasis en el hecho de que su enfoque proporciona un
método que resuelve todos los problemas formulables, mientras que los geémetras
sintéticos debian buscar diferentes enfoques para diferentes problemas y a veces
contentarse con la imposibilidad de solucién de una cuestién dada. Descartes
comenta en el Discurso del método que

“He dado estos (métodos) muy sencillos para mostrar que es posible construir
todos los problemas de la geometria ordinaria haciendo no mas de lo poco cubierto
por las cuatro figuras que he explicado. Esta es una cosa que creo los matematicos
antiguos no observaron, pues de otro modo no hubieran puesto tanto esfuerzo en
escribir tantos libros en los cuales la misma secuencia de las proposiciones muestra
que no poseian un método seguro para hallar todo, sino que recogian aquellas
proposiciones que habian encontrado por accidente.”

Se pone sobre la mesa histérica, entonces, la apreciacién de que el tratamiento
netamente algebraico permite una generalidad metodoldgica en la solucién de ecua-
ciones y otros problemas, que la geometria es incapaz de alcanzar.

Por otra parte, en este contexto regresamos por primera vez a la observacién
tan genial de Leonardo de Pisa, pues combinada con el desarrollo del concepto
de funcidén y la representacién de las funciones por intermedio de curvas, carac-
teristicos del calculo basado en la geometria analitica de Descartes, este enfoque
permite estudiar las funciones polinémicas e identificar el problema de la solucién
de una ecuacién polinémica con el de hallar los ceros de la funcién. Esta relacién
fue intuida por Leonardo cuando concluyd que la ecuacién que estaba estudiando
tenia una raiz entre 1y 2. Pero con la geometria analitica y el cdlculo, se instituye
un andlisis de crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos de las funciones (in-
cluidas las polinémicas aunque no exclusivamente referido a ellas) que enriquece
su comprensién y conlleva nuevos enfoques para aproximar las raices de las respec-
tivas ecuaciones independientemente de poseer 0 no una férmula de solucién.

Por otra parte, uno de los tabies del cldsico marco tedrico que fundamenta los
numeros y el algebra en la geometria, que es superada por la geometria analitica,
es la del grado de una ecuacién (aunque ésta fue parcialmente superada ya por
los italianos que resolvieron las ecuaciones de cuarto grado sin preocuparse por la
interpretacion geométrica de un producto con cuatro factores.) Otro es eviden-
temente el estatus privilegiado de que gozaban la recta y el circulo (la regla y el
compas). En la geometria analitica no hay curvas privilegiadas.
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Es evidente, de las bien conocidas reglas de Descartes para acotar ¢l nimero de
raices reales positivas o negativas de una ecuacién polindmica, que para Descartes
la discusién de Cardano sobre lo ficticio de los nimeros negativos ha sido re-
suelto a favor de una aceptacién de ellos, aunque los sigue denominando falsos.
Se cuenta que Descartes reconocié la posibilidad, dada una ecuacién polinémica,
de transformarla en una ecuacién cuyas raices han sido aumentadas en cualquier
cantidad (correspondiente a la traslacién de la grafica). Esto permite relacionar
nimeros negativos con positivos de una manera que resulta muy aprovechable y
que encontraremos muy pronto en las ideas del inglés John Wallis.

En esta misma linea de pensamiento, el contemporineo de Descartes, Albert
Girard, siguiendo unas observaciones de Cardano concernientes a las ecuaciones
cuibicas y cudrticas, afirma que una ecuacién polindmica de grado n tiene n raices
incluyendo las absurdas (complejas) y las repetidas. Esta es tal vez la primera vez
que se enuncia lo que hoy dia se conoce como el teorema fundamental del dlgebra.
Dado el poco entendimiento que se tenia entonces de los numeros negativos y
complejos, vemnos que se trata de introducir elementos ideales en la teoria que
permiten que ésta goce de una simetria, generalidad y simplicidad mayor.

Un comentario que viene al caso es que con pensadores como Vieta y Descartes
se efectiia un cambio en el sistema de clasificacidén de ecuaciones que refleja el cam-
bio de perspectiva que se estaba dando. Las ecuaciones ahora se clasifican segiin su
grado, cuando con anterioridad (hasta la obra de Pacioli) eran clasificadas segin
el nimero de términos que contenian (monomios, binomios, etc.). Descartes es
el primero en hablar claramente de lo que él denomina la “dimension’ de una
ecuacién en su Géométrie de 1637. Debemos tener presente que el mismo lenguaje
que usamos refleja los énfasis que estamos haciendo o la estructura que estamos
empleando. En particular, debemos cuestionar cualquier residuo del lenguaje an-
terior que perdura en la matematica escolar y determinar si se justifica su preser-
vacién; asi mismo averiguar si las mezclas de lenguaje tienen un efecto adverso
sobre la comprensién y dominio del tema que nuestros alumnos logran construir.
Por 1iltimo, el estudio de las funciones polinémicas en si como entes u objetos
matemadticos llevard eventualmente, en el dlgebra abstracta, al estudio del anillo de
los polinomios. Veremos, entonces, el desenlace de estas contribuciones histéricas.

John Wallss.

John Wallis fue contempordneo de Isaac Newton y profesor de matemadticas
(Savilian professor) en la Universidad de Oxford.

En su libro La historia del cdlculo y su desarrollo conceptual, Carl Boyer nos
dice que Wallis siguié a Vieta, Descartes, Fermat y Harriot en la aplicacién del
dlgebra literal a los problemas de la geometria pero que trascendié por mucho
a estos otros pensadores en que buscé liberar la aritmética completamente de la
representacion geométrica. Primero mostré que todos los resultados aritméticos
de Euclides pueden derivarse aritméticamente y luego se distancié en su algebra
de la idea de que las ecuaciones deben ser homogéneas.

Esta posicién equivale a aceptar como validos todos los niimeros que aparecen
en la solucién de ecuaciones algebraicas, ya que libera el dlgebra de restricciones
geométricas. Sin embargo, quizds porque quiso convencer a otros pensadores mas
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tradicionales, nos ofrece la primera interpretacién geométrica de los nimeros ne-
gativos e imaginarios que se resume en las siguientes palabras (1673):

“Entonces, mientras que en el caso de raices negativas, diremos que el punto B
no puede encontrarse, tal como se suponia en AC hacia adelante, sino hacia atras
de A en la misma recta; debemos decir aqui en el caso de un cuadrado negativo,
el punto B no puede encontrarse como se suponia en la recta AC, sino fuera de
esa recta en el mismo plano.”

He aqui un pensador original que también introduce métodos aritméticos para
reemplazar los métodos geométricos de sus predecesores en el contexto de prob-
lemas del cédlculo. Su originalidad se debe probablemente al hecho de que fuera
practicamente autodidacta en matemdticas y fuera poco su contacto con los es- -
critos de sus predecesores durante los primeros anos de su actividad matematica.

Pasaria casi un siglo hasta que encontrara aceptacién general estas interpreta-
ciones vectoriales de los negativos y complejos, aceptacion que se logra en virtud
de la representacién sencilla y estética de Gauss y porque los niimeros complejos
ya hacian parte de la teoria matematica de la que dependia la fisica. (Con estos
modelos se ha producido un trasfondo intuitivo que soporta la aceptacién de los
elementos ideales, proporcionandoles significado pleno.)

Nos enconiramos brevemente con el desenlace

Nos encontraremos entonces histéricamente a punto de lograr la primera demos-
tracién valida del teorema fundamental del dlgebra debida a Gauss, demostracién
que emplea a fondo nociones del anilisis de variable compleja. Igualmente, como se
menciond con anterioridad, la notacion algebraica general ha permitido vislumbrar
las relaciones y propiedades generales de las férmulas y métodos de solucion de las
ecuaciones ciibicas y cudrticas, asi como generalizar acerca de los coeficientes de
un polinomio de cualquier grado en cuanto funciones simétricas de sus raices para
estudiar casos de grado superior, especialmente la quintica.

Estas dos direcciones de desarrollo, el uno aritmético y analitico, y el otro alge-
braico contribuyen a un lento acumular de significado del cual brotara la segunda
gran generalizacién tedrica del dlgebra: la teoria de Galois. La belleza de esta
teoria yace en reunir, por medio del sorprendente isomorfismo entre los campos de
extensién y los grupos de permutaciones de las raices, estas dos lineas de explo-
racién de significado produciendo una de las mas bellas y generales sintesis de la
historia del pensamiento matematico.
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