EXAMENES UNIVERSITARIOS

1. Examen final de CAlculo I (01511) (2a.opcidn). Ingenierias.

l.a) Demostrar que

3
 §

1sd12 =1 i oad1
o (1+x)
y 1

1
df T 4x = log 2.

b) Demuestre que
1-8 1

lim = log 2

-1 1-s
Si f es una funcidén continua en el intervalo a < t < b, ysi g es
una funcién derivable tal que su recorrido esté contenido en el intervalo
a <t < b, mostrar que

e(x)
& ( J 20 - 1(s(0)e (x)-

Si f es continua en el intervalo a<t<b, y si g, h, son son funciones
derivables cuyos recorridos estén contenidos en dicho intervalo, demostrar
que
g(x)
([ £(w)aw) = £(g(x))e” (x) - £(a(x))n* (x).
h(x)

3) Sin calcular las ireas respectivas,es decir,si el 4rea comprendida por las
curvas y = 13 + x2 e y = 13 + 1, es igual al &rea de la regidn comprendi

da por las curvas Yy = 12 e y=1.

Departamento de Mateméticas, Facultad de Cien
cias, Universidad Nacional, Enero de 1.967

Q. Examen final de Célculo avanzado (1527) (la. opcién).
n y :
Sea P(z) = a + 82 + eee + 82 (ai €C, a # 0) un polinomio de gra

do n. Un nimero complejo u se dice un cero de P si P(u) = O3 diremos

que u es un cero de orden P (P entero > 1) si P(z) = (z-u)pQ(z), donde
Q es un polinomio de grado menor que el de P y tal que Q(u) # 0. (Obsér-

vese que P(u) = O.)
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a) Mostrar que si u es un cero de P de orden P > 1, entonces u es
un cero de P’ de orden f-1l, yque si P = 1, entonces u no es cero de P?
Deducir entonces que si u es un cero de P de orden P > 1, entonces u

es un polo simple (polo de orden 1) dela funcidén racional
P*(z)/P(z).

P (P es el orden delcero u de P).

f(z)

Muestre entonces que Res |f(z)|
z=u

b) Sabemos por la teorfa de las fracciones parciales que f(z) =
P’(z)/P(z) admite un desarrollo del tipo

b
(1) £(z) = —— 4 —2— 4 ...+ (k < n)

z—-ul z—u2 . z—u.k

donde los ui son todos los ceros distintos de P. Usar (1) para determi-—

nar que

(2) b, = 0,

donde p  es el ordendelcero uy. Si Vs v2,..., Y son todos los ceros
i

de P, wusar (1) y (2) para deducir la relacidn

P’ (z) _ g 1
P 3 Z=V
(Z) 3:1 J
c) Si a % vj (j= 1,2,...,n), mostrar que
T
I o= -P*(a)/P(a)

Vi
=1 J

Yy que

; 1 N P'2(a27- P(a)P"(al.
1 (vye)? P2 (a)

a) si P(z) = (z-i)(z-z)(52+212-1), calcular las siguientes integrales

Plz) dz 3 f P (2 dz.

23(0) P(2) 1‘('1(4+i) P(2)

Departamento de Matemiticas, Universidad Nacio-
nal de Colombia, diciembre de 1966.

3. Primera composicién de ofloulo I (01511). Ingenjerfas.

Censidere 1a funcién definida por
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2

x“ -1 six2>1
f(x)=4 2 si -l<x<l
x° -1 si x<-1

a) Estudiar el dominio de f y trazar su gréfioa.

b) Diga en qué puntos es discontinua la funcidn, mostrando ( no grafi-
camente) por qué es discontinua en los dichos puntos.

¢) Estudie la derivabilidad de la funcién f, indicando en qué puntos
no existe la derivada. Trace el grifico de las funcidn f°.

d) Encontrar los puntos de interseccidn de los grédficos de f ¥ £,

e) Halle la ecuacidén de la recta tangente al gridfico de f y que pasd
por el punto (2,3). Halle la ecuacidn de la recta tangente al grafico de f£*
en el punto (2,4). Halle la interseccidn de las dos rectas anteriores.

Departamento de Matemiticas, Universidad Nacio-
nal de Colombia, septiembre de 1§966.

4. Examen parcial de C4loulo avanzado (1527).

l.- Sean
2 1 .
z° .sen;= si z#£0
£(z) = Izl
0 si z2z=20
z sen|%| si 2z % 0
g(z) =

si 2z 0

Demuestre en primer lugar que g es continua en O3 deducir entonces que f
es derivable y por lo tanto continua en O. Use luego el hecho de que
iim sen(l/x) no existe, para mostrar que g no es derivalbe en O.
xlO
a) Demostrar que

1ia / A202 2.1
20
b) Compruebe que sen(mn + z) = (-1)"sen z, n entero, y utilice este he
cho para mostrar que

§ Z - n -1
TR % S |
sen mnz n

3,- a) Demuestre que si k = kl + k2, entonces para 2z, = Plel0

7z, = P elg', -n < Ol’ )

2 2 b < ©n , tenemos

log(k) zlzz = log(kl) zl + 1°g(k2) o°

b) Si a es un nimero real, sabemos que
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gf i { paeal(o + 2kn)’ ke z} I Y pgig, -t <0 <T®

Las ramas de esta funcibén multfvoca estin dadas por

a _ paeai(O + 2k=)

2 (x) (rama k-ésima, k = 0,31,42,...)

Mostrar que
ata’ a a’
oo TR0 () 2
4.- a) Defina lo que es un conjunto abierto en el plano complejo.
b) Demuestre que la unidn de dos oonjuntos abiertos es un conjunto abierto.
¢) Dé dos definiciones equivalentes de lo que es un conjunte acotado.
d) ¢ A qué llama Ud. un conjunto compacto? D& por lo menos dos ejemplos distin

tos de conjuntos compactos.

Departamento de Matemdtioas, Universidad Naoio
nal de Colombia, noviembre 1966.

5 . Examen parcial de Ciloulo I (01511). Ingenierias.
1.~ Dados log 2 = 0,69315 y 1log 3 = 1,09861, hallar leg 24 ¥y log(3/16)
2.- Halle las ecuaciones de las rectas tangentes y normal al grédfico de

f(x) = arcsen x en el punto que corresponde a x = -1/2.

3.- Calcule las integrales indefinidas

dx dx
2 4 I 2
1+ 7x y(1 - 9x°)
4.~ Definimos la funcién L de la manera siguientes
x
dt
L(x) = 2f Tos 3 ' X222

Deducirs

x
a) L(x) = x/(log x) + [ L - 2/(10g 2)
2

logzt
s T at
b) L(x) = x/(log x) + L X + n! + C
k=1 108k+lx £ logn+1t n

donde Cn es una constante que depende de n. Demuestre que existe una cons-

tante b tal que bflog + (et/t)dt = L(x), y halle el valor de b.

Departamento de Matemétiocas, Universidad
Nacional de Colombia, noviembre 1966.

6 . Examen parcial de Cileulo avanzado (1527).

1) Encontrar la solucidn general de la ecuacidn diferencial

o

12y + 4xy” + 2y = 3x° 4 x log x.



2) Dada la ecuacién diferencial
2 4w
u_4ﬁ+x2(ﬂ_4y),0
2 dx dx
dx
se pide: a) encontrar un procedimiento que permita reducirla a una ecuacidn
de primer orden, y b) hecho lo anterior, resolverla.

(Nota: en la respuesta figura la integral
3
f e—(x /3 * 41)6.: 3

les rogamos no intenten calcularla - pues es perder el tiempo)

3) Considere la ecuacibn y"“+ ay” + by = p(x)emx, donde a, b, y m, son
constantes, y p(x) es un polinomio de grado n.

a) Muestre que el cambio de variable y = u(x)e"™  transforma esta ecua~
cibén en

u’ + (2m + a)u® + (m2 + am + b)u = p(x).

b) Use la parte (a) para deducir que la ecuacidén dada tiene una solucibn
de la forma ¥ = a(x)e™, donde q(x) es un polinomio. ¢ Cubl es la relacién en
tre los grados de q y de p?

Departamento de Matemidticas, Universidad Nacional
de Colombia, octubre de 1.966e

¥ . Examen final de Cidlculo Avanzado (l§27). 2a. opcidn.

l.a) Demostrar la convergencia de la serie cuyo término general es

. nn
un = f ——Hsen ; df,
(n_l)n 1+t
y deducir que este resultado la convergencia de la integral

dt.

o0
1= f t (sen t
0 1+t

b) Obtenga 1a convergencia de la integral I usando uno de los teoremas

demostrados en el curso.
2. Consideremos la ecuaci8n diferencial:
(E) z(z+2)w’ + (z41)w = 1 =0

donde w = w(z) es una funcién de variable compleja. El método de los coefi
cientes indeterminados usadoenm el caso de la variable real, es vilido aqui

también; Gselo para determinar una serie de Taylor alrededor de 2z=0 cuya su
ma sea solucién de la ecuacibén (E) y precise su radio de convergencia. (Qg

da paso debe estar justificado).
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E;. Primer examen parcial de C&lculo IV (01515). Ingenierfas.
1) Encontrar el momento de inercia alrededor del eje z

homogéneo (densidad constante) limitado por los planos z = x + Yy, x=0,

del tetraedro

y=0, 2= 1.
2) Enunciar y demostrar el oriterio de comparacién,

3) Estudiar a la conmwergenciade la serie:

4) Hallar el intervalo de convergencia de la siguiente series

3 + 424- b] 3+...+—'n—xlt-2——+...
3(x+1) 9(x+1) 27(x+1) 3P (z41)?

9 .Examen parcial Cidlculo IV (01515). Ingenierfas).

1) Hallar el valor principal de (l+i)2—1.
2) Determinar todas las ocurvas planas para las cuales la parte de cada

2 +

tangente entre el eje X y el punto de tangencia quede bisectada por el eje

Y.
3) Resolver la siguiente ecuacidén diferencials:

(1~ xzy) %f + 2xy2 = 0.

Departamento de Matemiticas, Universidad
Nacional de Colombia, Octubre de 1966,

40. Examen parcial de Cilewlo IV (Ol515). Ingenierias,
1) Hallar el intervalo de convergencia de la siguiente serie:

2 3 .
1l +xloga+ ' 52572 + 13 a0 'a + 000 + X0 12572 + eee
: . n!

2) Desarrollar la serie 4 Maclaurin de (cos x)/V(1+x).

3) Resolver la siguiente eouacién diferencials:

sen y% + 8én X Ccos8 y = sen X

4) Resolver por serie de potencias de x la siguiente ecuacidn diferen
cials

-g'-x-
oy 1 + sen (xy)

con la condicién inicial y(0) = 1/2.

Departamerto de Matemiticas, Universidad
Nacional de Colombia, diciembre 1966.
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11. Examen parcial de algebra (01502). Psicologia.
1) Sea A = -1,3,5,~2,6 « Sea f una funcién definida en A asis

f(x) = x2-5. Hallars a) El rango o recorrido de fj b) Describir a £ co

mo un conjunto de parejas ordenadas. ¢) Decir si f es uno a uno y por qué.
2) Efectuar las operaciones indicadas y simplificars

(& 2= 2]

12 b 4 Sx=1
3) si P(x)= 415 - 713 + 412 +5x -1, y Qx) = ox? - x, hallar

P(x)/Q(x).
4) Definirs a) Nfimero real. b) Nimero racional. ¢) Nimero natural.

d) Polinomio.

Departamento de Matemiticas, Universidad
Nacional de Colombia, diciembre de 1966.
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