
EXAMENES UNIVERSITARIOS

1. Examen final de Calculo I (01511) (2a.opcion). Ingenierias.

l.a) Demostrar que
1 l-sf _1_dx=2 -1

o (1+x)S l-s
e -I 1;

y 1

f ...L dx .. log 2.o l+:x

b) Demuestre que

lim
e-tl

21-s -1.;...-~:...log 2
l-s

Si f es una funcion oorr&inua en el intervalo a ~ t ~ b, Y si g es
una fUncion derivable tal que su recorrido este contenido en el intervalo
a < t ~ b, mostrar que

g(x)

.~ f f(t)dt)
a

Si f es continua en el intervalo a~t~b, y si g, h, son son funcioneB
derivables cuyos reoorrido8 est~n oontenidos en dicho intervalo, demostrar
que

g(x)

~( f f(t)dt)
hex)

3) Sin calcular las
3 2curvas y = x + x

da por las curvas

areas respectivas,es decir,si el area comprendida por las
e y = :x3 + 1, es igual al area de la region comprendi

y = x2 e y = 1.

Departamento de Ma:tematicas, Facul tad de Cien
ciaB, Universidad Nacional, Enero de 1.961 -

~. Examen final de Calculo avanzado (!527) (la. opci6n).
Sea p(z) = ao + ~z + ••• + anzn (ai E C, an -I 0) un polino~io de gr~

do n. Un nUmero complejo u se dice un cero de P si p(u) = 0; diremos
- p

que u es un C&ro de orden P (p entero ~ 1) si p(z) = (z-u) Q(z), donde
Q es un polinomio de grade menor que el de P y tal que Q(u) f O. (Obser-
vese que p(u) = 0.)
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a) Mostrar que si u os un oero de P de orden P > 1, entonces u as
un cero de p' de orden P-l, y que si P 1, entonces u no es cero de p~

Deducir entonces que si u es un cero de P de orden P ~ 1, entonces u
es un polo simple (polo de orden 1) dela funcion racional

fez)
Muestre entonces que Res I£'(z)I

Z=U

p·(z)/p(z).

P (p es el orden del cero u de p).

b) Sabemos por La teor!a de las fraccione s parciales que f(e ) =

P'(z)/p(z) admite un desarrollo del tipo

b
k+--

- z-~
(k ~ n)

doncie los u, son todos los coros distintos de P. Usar (1) para determi-
1.

nar que

donde "ri es el ordendelcero u .•
1.

Si son todos los ceros

de P, usar (1) y (2) para deducir la relacion

r.:..w. _ ~ _1_
p(z) - j=l z-v j

a I v. ( j = 1,2""1n), mostrar que
J

c) Si
n 1

-p' (a)/P(a)1:
j=l

v.-a
J

y que

d) Si p(z)

n
1: 1

j=l (v._a)2
J

(z-i)(z-2)(z2+2iz-1),

p.2(a) _ P(a)p"(a)
p2 (a)

calcular las siguientes integrales

~dZ
p(z)

~dz.
p(z)

Departamento de Matematicas, Universidad Nacio-
nal de Colombia, diciombre de 1966.

~. Primera composicion de oSlculo I (Ol~ll). Ingenierias.

Con~idere la funcion definida por
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F2 - 1 si x~ 1
f(x)= si -l<x<l

x2 - 1 si x~-l

a) Estudiar el dominio de f y trazar su grafica•
b) Diga en que puntos es discontinua la funcion,_moatrando ( no grafi-

camente) por que es disoontinua en los dichos puntos.
c) Estudie la derivabilidad de la funcion f, indicando en que puntos

no existe la derivada. Trace el grafico de las funcion f'.
d) Encontrar los puntos de interseccion de los graficos de f y f'.
e) Halle la ecuacion de la recta tangente al grafico de f y que pasa

por el punto (2,3). Halle la ecuacion de la recta tangente al grafico de f'

en e1 punto (2,4). Halle la interseccion de las dos rectas anteriores.
Departamento de Matematicas-, Universidad Nacf.c--
nal de Colombia, septiembre de 1,966.

~. Examen parcial de Ca.lculo avanzado (1527).
1.- Sean

g(z) = {:

si z I 0

si z 0

si Z I 0

si z 0

continua en 0; deducir entonces que fDemuestre en primer lugar que g es
es derivable y por 10 tanto continua en O. Use luego el hecho de que
lim sen(l/x) no existe, para mostrar que g no es derivalbe en O.
x~O

a) Demo~trar que

lim
z-iO

~=l
z

b) Compruebe que sen lxn + a) = (_l)nsen z , n entero, y utilice este he
cho para mostrar que

lim
Z-Ifl

z - n
sen liZ

3.- a) Demuestre que Bi entonces para Z =1

Z2 P Hlt -11 < Ql' Q2 < 11 tenemos2e , ,

log(k) zlz2 = log(k ) zl + log(k ) z2·
1 2

b) Si a es un numero real, sabemos que
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a { pa ai(g + 2kn) k Z}~_ = e IE, z =

Las ~ de esta funci6n mult!vooa estan dadas por

a pa ai(8 + 2kn)
z (k ) = e

Mostrar que

4.- a) Defina 10 que es un oonjunto abierlo e n el plano oomplejo.
b) Deauestre que 1a uni6n de dos oonjuntos abiertos es un oonjunto abierto.
0) De dos definiciones equiva1entes de 10 que es un conjunt9 acotado.
d)tA que llama Ud. un conjunto oompacto? De por 10 menos dos ejemplos disti~
tos de conjuntos compactos.

Departamento de MatematioaB, Universidad Nacio
nal de Colombia, noviembre 1966.

~. Examen parcial de Calou10 I (01511). Ingenierias.
1.- Dados log 2 - 0,69315 y log 3 = 1,09861, hallar log 24 y 10g(3/16)
2.- Halle las ecuaciones de las rectas tangentss y normal al grafioo de

f(x) = arcsen x en el punta que oorresponde a x = -1/2.
3.- Calcule las integrales indefinidas

J dx
1 + 7x2

4.- Definimos la funoi6n L de la manera siguientel

L(x) = J
2

dt
log t x ~ 2

Deducirl

L(x) = x!(log x)

x
+ J ~

2 loit
n-l

-+- Ek-l

a) L(x) = x!(log x)
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tante b

es una constante que depende de n. Demuestre que existe una cons-
tal que uflog x (et/t)dt = L(x), y halle el valor de b.

Departamento de Matematioas, Universidad
Nacional de Colombia, noviembre 1966.

donde Cn

6. &ramen parcial de Galoulo avanzado (1527).
1) Encontrar la soluci6n general de la ecuaci6n diferencial

x2y" + 4%1' + 2y = 3x2 + x log x.



2) Dada ia ecuacion diferencial

6 d- 4 !:!Jl..
dx2 dx

+ x2 (i;( - 4Y) = 0dx

se pide: a) encontrar un procedimiento que permita reducirla a una ecuaoi6n
de primer orden, y b) hecho 10 anterior, resolverla.

(Nota: en la respueeta figura la integral

les rogamos no intenten calcularla - pues es perder el tiempo)

3) Considere la ecuaci6n y"+ ay' + by = p(x)emx, donde a, b, y m, son
constantes, y p(x) es un polinomio de grado n.

a) Muestre que el cambio de variable y = u(x)emx transforma esta eoua-
cion en

u·· + (2m + a)u' + (m2 + am + b)U = p(x).
b) Use la parte (a) para deducir que la ecuacion dada tiene una soluoi6n

de la forma Y = q(x)emx, donde q(x) es un poLinomi.o, i eu!l es la relaoi6n e~
tre los grados de q y de p?

Departamento de Matematicas, Universidad Naoional
de Colombia, octubre de 1.966.

1. Examen final de Calculo Avanzado (1527). 2a. opci6n.
l.a) Demostrar la convergenoia de la serie cuyo terminG general es

nlt
..:.t"'"(.::.se;;.:n::.....::t~)dt,
1 + t

2un J
(n-l)lt

y deducir que este resultado la convergencia de la integral

Joet (sen t) dt
2 •

o l+t
b) Obtenga 11'convergencia de la integral I usando uno de los teoremas

I D

demostrados en el curso.

2. Consideremos la ecuaoi6n diferencial:

(E) z(z+2)w' + (z+l)w - 1 = 0

donde w = w(z) es una funci6n de variable compleja. El metodo de los ooafi
cientes indeterminados usado eD el caso de la variable real, es valida aqui
tambien; uselo para determinar una serie de Taylor alrededor de z=O ouya ~
rna sea solucion de la ecuaci6n (E) y precise su radio de convergencia. (C~
da paso debe estar justificado).
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�. Primer examen parcial de Calculo IV (01515). Ingenierlas.
1) Encontrar el momento de inercia alrededor del eje z del tetraedro

homogeneo (densidad constante) limitado por los planos z = x + y , x = 0 ,
y=O,z=i..

2) Enunciar y demostrar e1 oriterio de oomparaoXon.
3) Estudiar a la COIW9rgenoia de 1a ae r.ies

~i.k.~
n-J 0 1+x2

4) Hallar el intervalo de oonvergencia de la siguiente seriel

2 + _3_ +
3(nl)

9 .Enmen parcial Calculo IV (01515). Ingenierias).
1) Hallar el valor prinoipal de (1+i)2-i.
2) Determinar -.cdaa las ourv'as planas' para las cuales la parte de oada

tangente entre el eje X y el punta de tangencia quede bisectada por el eje
Y.

3) Resolver la si8uiente eouaoion diferenoiall

Departamento de Matematicas, Universidad
Naoional de Colombia, Octubre de 1966.

1(). Examen parcial de Cal~lo IV (01515). Ingenier!as.
1) Hallar el intervalo de oonvergencia de la siguiente ee rie s

2 3
X

2 log a 3 ~1 + x log a + 2! + x 3!
n

+ ••• + xn .!2.IL..!n! + •••

2) Desarrollar la serie ~ Maclaurin de (cos x)/V(l+x).
3) Resolver la siguiente eouacion diferenoiall

sen y * + sen x cos y = sen x

4) Resolver por serie de potenoias de x la siguiente eouaoi6n difere,!l
oiall

~ • 1 + sen (xy)

con la condicion inioial yeO) = 1/2.

Departamer-to de Matematioas, Universidad
Nacional de Colombia, dioiembre 1966;
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11. Examen parcial de algebra (01;02). Psicologia.
1) Sea A = -1,3,5,-2,6. Sea f una funci6n definida en A as!1

f(x) = x2-5. Rallarl a) El rango 0 recorrido de f, b) Describir a f co
mo un conjunto de parejas ordenadas. c) Decir si f es uno a uno y por que.

2) Efectuar las operaciones indicadas y simplificarl

t1 ~ X+3} lC {5X-li+! + -2- +x x

3) Si 5 3 2P (:I). 4x - 7x + 4x + 5X -1, y Q(x) • 2x2 - x, hallar

p(x)/Q(x).

4) Definirl a) N~ero real. b) NUmero racional. 0) NUmero natural.
d) Polinomio.

Departamento de Matematicas, Universidad
Naoional de Colombia, dioiembre de 1966.
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