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Introduccidn

Esta ponencia fué presentada originalmente bajo el
titulo: <<Nociones Matemidticas Importantes en la Ense-
nanza Media?>. Sin embargo, durante su redaccidn, los
propdsitos iniciales fueron considerablemente ampliados,
pues nos parecid imprescindible la consideracibn de
otros tbépicos relacionados intimamente con los objetivos
de este congreso y la formulacidn de algunas sugerencias
de tipo préctico.

En primer lugar,tratamos de situar los temas parti-
culares a los cuales desefdbamos referirnos dentro de un
contexto mids general que hiciera referenciak.toda la
ensefianza matemética dentro del bachillerato. También
nos parecid adecuado intentar un an&lisis de la efeoti-
vidad de los esfuersos llevados a cabo para mejorar di-
cha ensefianza, esfuerzos que en parte estin representa-
dos por congresos como el actual:; en realidad, se ha
tratado de sugerir medios adecuados para lograr que los
resultados de estas actividades no sean,como ocurre con
frecuencia, completamente nulos. Estas consideraciones
conducen inevitablemente a un tercer aspecto, quizés el
mis importante de la cuestién: los profesores.

Es asi como el material originalemnte elegido para
esta conferencia aparece en segundo lugar, debido pre

cisamente a su caricter particular.
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Primera Parte

A grandes rasgos,la instruccién matemftica impartida
en nuestro bachillerato tiende a incluir los tépicos siguien-
tes: a) Sistemas numéricos( nfimeros naturalesyenteros,ra-
cionales,reales y complejos) y otros temas relacionados
(p.e. divisibilidad,nfimeros primos,potenciacién y radica-
cibn,expresiones decimales,logaritmos,etc. ). b) Algunas
funciones elementales ( polinomios y fracciones racionales
incluyendo ecuaciones algebraicas,funciones trigonométri-
cas (trigonometria) ). c) Determinantes y sistemas de ecua-
ciones lineales (casos particulares) .d) Geometrfa de EBucli-
des.(ﬁecientemente se han agregado por lo menos en los pro-
gramas oficiales,otros temas como Geometrfa Analftica y C&l-
culo).

Se acepta,mas o menos unanimemente,que todos los temas
anteriores deben hacer parte de lo que se enselieen el Cole-
gio.La lnica discrepancia se presenta con relacién a la Geo-
metrfa de Euclides,la cual es ahora considerada por muchos
matemdticbs como una antigiiedad inGtil.

En realidad,la obre de Buclides,en la cual se basan,di-
recta o indirectamente,los textos tradicionales,ha conserva
do sus privilegios debido en gran parte al hébito y a cier-
tas creencias como la de que es la finica manera de presentar
elementalmente el método axiomé&tico o que las vocaciones ma—
tem4ticas deben nacer necesariamente del contacto con los E-
lementos de la Geometria.El caso es que,si bien el tratado
de Euclides representa el primer intenio sisteméfico de axio-
matizacibdn y muchos edultados matemdticos importantes se
deben a una profunda comprensién de hechos geométricos,su
desarrollo no satisface las exigencias légicas actuales,es~-
camoteando adem4s muchas nociones de inmemso interés como
las estructuras vectorial y métrica del plano y del espacio.

Asf por ejemplo,se estudian gran ndmero (multitud) de

118



propiedades insustanciales de los tri&ngulos y en cambio
no se mencionan los métodos vectoriales por medio de los
cueles pueden tratarse los mismos tri&ngulos(un triéngu-~
lo es la mitad de un paralelogramo,el cual a su vez es—
ta determinado por dos vectores) en forma mas efectiva.

Las propuestas actuales para mejorar el tratamiento
de la Geometrfa pueden clasificarse en tres grupos:

(a) Un enfoque analitico basado en la nocién de <<es-
pacio vectorial con producto interno>>,el cual permite
usar libremente los nlmeros reales y el &lgebra.Este en-
foque es muy flexible y elimina barreras que no tienen
razbén de ser entre tépicos como el &lgebra,vectores y
geometria.la Geometrfa adquiere asi un estilo y un lem-~
guaje acorde con el resto de la matem&tica actual.

(b) Desarrollar una aXiomatizacién mas precisa que la
de Euclides aprovechande las aportaciones de Hilbert y
otros geometras de este siglo.Tambien se tiene agui la
oportunidad de usar al lenguaje universal de los conjun-—
tos y las relaciones,

(¢) Emplear métodos informales (figuras de carténm,
pelfculasyetc.) que capaciten a los estudiantes para u-
tilizar la informacidn contenida en la geometrfa clésica
sin llevar a cabo un desarrollo completo de la teorfa.
Algo parecido se hace regularmente con los nimeros tea-
les:enunciando sus propiedades caracterisiicas,puede lle-
gar a utilizarselos correctamente sin necesidad de efec-
tuar una pconstruceién de ellos,la cual,en un nivel in-
ferior a la universidad no tiene razdn de ser.

Agreguemos que,en niveles superiores,la geometria co-
mo tal tiende a desaparecer,sucediendo que la mayoria de
las asignaturas que incluyen dicha palabra en su nombre
son en realidad ramas del andlisis,el &lgebra y la to-

pologia.
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Volviendo a los cursos del bachillerato,es un hecho que
todos los tdpicos antes mencionados han estado ensefidndo—
se en forma mas o menos igual(o <<clésica>> )durante mucho
tiempo,y alin se ensenan asi en la mayoria de nuestros co-
legios.Sinembargo,ultimamente han gurgido diversas inquie-
tudes tendientes a reformar la ensefianza modernizéndola

¥ depuréndola.Se preconiza un nuevo enfoque de la matemé-
tica elemental el cual,superficialmente,se manifiesta
por medio de una terminologia especial:se habla de <<con-
juntos>>, << leyes de composicidn >> ,<< grupos >>, << es-
pacios vectoriales >>, << isomorfismos >>,etcC.,

Debemos entonces mostrar la naturaleza y conveniencia
de estas modificacibnes,y cbémo,si es el caso,debe llevar-
se a cabo su incorporacidn en nuestra ensehanza,

En primer lugar,y como punto de partida creemos indis-
cutible que,en todos los niveles,todo lo que se ensefie
bajo el titulo de matem&tica debe ser o tender directamen-
te a lo que hoy consideramos como matem&tica (haciendo
&nfasis en los t8picos verdaderamente ttiles).Si bien es
cierto que (usando las palabras de N.Bourbaki),<< desde
los griegos,quien dice matemética dice demostracibén >> y
que,esencialmente,<< lo que era una demostracidn para Eu-
clides lo es también a nuestros ojos >>,el alumno no de-
be verse obligado a cubrir durante su corta vida estudi-
antil,el camino recorrido por la mateml&tica desde los
orfgenes de la civilizacidn hasta hoy,pasando por las
etapas de la oscuridad conceptualsideas e interpretacio-
nes errdneas y corrientes de investigacién que luego se
han estancado (mencionemos incidentalmente que,no han
faltado situaciones en que se considera interesante inves

tigar la solubilidad de ecuaciones de grados 3000 y 4000)
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En efecto,de esta manera el estudiante puede llegar muy tarde
a comenzar su adaptacidn mental al estilo de la matem&tica de
esta época.

Los profesores debemos aceptar que algunos temas que noso-
tros estudiamos y que se consideran imprescindibles,sean lue-
go relevados,sin que los nuevos estudiantes esten inferiormente
preparados porque no han oido hablar de este o aguel tema que
ya hoy no es importante.Esta actitud exige cierto esfuerzo pues
como dice A.Delachetgcon relacién a la geometrfa de Buclides)
<< el hombre maduro no desecha sin pesar unbuguete querido de
su infancia >> .

Al paso que avanza la investigacién,los estudiantes se verian
aplastados si ademas de 1los nuevo pretendieramos comunicarles
todo lo pasado.Es entonces necesario seleccionar temas que re-
velen esquemas generales y lineas directivas del pensamiento
matemdtico contemporidneo y sus aplicacibénes actuales y futuras:
en otros términos,se debe tender hacia las << estructuras fun-
damentales>> .

Es necesario entonces abolir,en todas las circunstancias,
las descripciones confusas y las seudodemostracionesjaclarar
completamente el sentido técnico de las afirmaciones sin de-
trimento de las interpretaciones << intuitivas >> de los di-
versos entes y relaciones matemiticos.Es tambien muy itil jus-
tificar las definiciones mostrando el origen y la evolucidn de
las nociones fundamentales,Permanentemente debe tratarse de a-
costumbrar al estudiante a un lenguaje preciso ,a entender y
utilizar con propiedad las expresiones del 1ipo << se0 § o0s >>
<< see 8 cue >> 4, << 8i ... ,entonces ... >> , << existe ... >>
¥y lograr poco a poco que comprenda que es una demostracién .
Es conveniente por ejemplo,hacer ver que aunque una afirmacioh
sea muy plausible (tanto,que pueda calificarse de evidente),es

necesario demostrarla para que pueda ser legalmente admitida
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dentro del sistema que se ha adoptado.Esto puede llevarse a
cabo aun sin dar la demostraciéndel caso (por ejemplo,si &s-
ta es complicada y no ilustra procedimientos interesantes).

En modo alguno significa lo anterioy que debamos dictar
altas matemdticas desde niveles elementales,pues creemos que los
los enfoqueskxoesivamente abstractos y formales a edades tem=~
pranas pueden resultar catastréficos,ya que, para << compren—
der >> el sentido de una axiomatizacibn debe contarse de ante-
mano con diversos ejemplosﬁconcretog'de la estructura que de-
sea estudiarse.Empleando una analogiafes seguramente muy di-
ficil describir lo que es un artrdpodo a alguien que no ha
visto una arana u otro especimen de dicha clase.

Sinembargo,la ensefianzg debe articular convenientemente
las diversas etapas,de tal manera que no haya desconciertos
debido a cambios radicales en enfoque y estilo de la exposi-
cibnses necesario unificar el lenguaje y tender siempre a em—
plear los esquemas generales de razonamiento.Esto exige natu-
ralmente que la diferencia entre lo que el profesor conoce y

lo que pretende ensefiar sea la mayor posible.

Las caracteristicas mis notorias de la matemética en es-
te siglo son seguramente su unidad y armonia debidas a la con-
sideracién de situaciones generales presentes en muchos casos

particulares que conducen naturalmente a la formulacibn de te-
orfas multivalentes (aplieables a diversos sistemas << con-
‘cretos>> ).Para expresay todas estas teorias se tiene un len-
guaje comiin,el de los Cunjuntos,y unos marcos generales de re-
ferencha,las estructuras (algebraicas,ordinales, topolégicas y
mixtas).Practicamente todos los desarrollos se basan en cier-
tas nociones medulares de las cuales las mas importanteses

quiza el concepto general de funcidn;en efecto, muchos de
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los entes matemidticos mas importantes,como las operacio-

nes o leyes de composicibn (adicién,multiplicacién,exponen—
ciacién,etc.),la probabilidad,la distancia,las matrices,etc.
son funciones.Son tambien fundamentales las nociones de pro-
ducto cartesiano,relacidn de equivalencia (y conjunto cocien-
te),orden,ley de composicibn,grupo,espacio vectorial,espacio
métrico,etc.Pero,insistimos de nuevo,ngke trata de entrenar
al estudiente de secundaria a un estudio abstracto y siste-
midtico de estos tdpicos,sino de tener presente la importan-
cia de dicho enfoque en la elaboracibdn y desarrollo de los
programas de estudio,mostrando los diversos especimenes par-
ticulares de estructuras importantes que van apareciendo pro-
gresivamente,de tal manera que,llegado el momento adecuado,la
axiomatizacibén no constituya otra cosa que el paso Tinal espe-
rado que delinea con precisidn una situacibén muchas veces ob-
servada.

La tendencia a la estructuracidn aparece acompanada de

una notacién y una terminologia muy concisas,sugestivas y de
gran precisidn.Por ejemplos

<< la imagen de x por medio de f >>

<< el conjunto X partido por la relacidén R >>

X =—>Y , xi—>x3 , xy (mod R )

eliminando asi notaciones ambiguas y enunciades imprecisos
que confunden y puedan llegar a crear desconfianza en los
alumnos.

Una estructura particular,facilmente presentable en nive-
les elementales y que por hallarse en el corazbén de la mate-
mAtica es una fuente de ejemplos de estructuras importantes
por medio de los cuales pueden ilustrarse los sistemas y ca-
racterfsticas antes mensionados,es el espacio numérico n-di

mensionallRp.al cual nos referiremos en la segunda parte.
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Las metas que anteriormente hemos sugerido no son utdpicas.
Asi, los alumnos en los gimnasios suizos (entre los 15 y 18
afios) aprenden a usar el &lgebra de los conjuntos y se familia-
rizan con los sistemas numéricos,polinomios,ecuaciones (in-
cluyendo métodos numéricos),combinatoria,célculo vectorial,
trigonometria,grupos,anillos,cuerpos,espacios vectorialessy
geometria métrica afin y proyectiva,nociones de geometrias
no euclidianasjconstruccibén de los nimeros reales,isomorfis-
mo con la recta,nlmeros racionalesjlogaritmo,funcién expo-
nencialjcrecimiento y decrecimiento de funciones,funcibén in-
versajvecindades limites,continuidadjderivadas e integrales,
cllculo diferencialjfunciones vectorialesjaplicaciones line-
ales,formas cuadriticas.

Aunque nuestras sugerencias son mas modestas,debemos ad-
mitir la inconveniencia de un cambio radical arriesgandonos a
eliminar lo poco que hay sin que podamos luego sustituirlo
por algo mejor,

LLegamos as¥a nuestro segundo punto o sea la consideracidn
de los mecanismos para reformar la ensefanza,

Es un hecho que,en esa direccidn las me joras logrudas no
han sido mayores.Parece que la efectividad de los encuentros
y congresos se ve seriamente comprometida ya que sus recomen-
daciones dificilmente se aplican.

Por esta razdn creemos que los congresos sobre ensefanza
no deben reducirse a producir un montdén de recomendaciones y
programas los cuales,en el mejor de los casos,paran en los
.archivos de donde nunca vuelven a salir.Para que el lapso en-
tre las consabidas recomendaciones y su realizacibn no sea in-
finito,es necesario plasmarlas en obras concretas.De esta mane—
ra las mismas sugerencias se depuran,los interesados pueden
entenderlas sin ambiguedades y se evitan las interpretaciones

forzadas que siempre resultan inconvenientes.
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Con més precisidn,creemos que deben formarse comisiones
permanentes compuestas por profesores de bachillerato y pro-
fesores universitarios,cuya tarea consista en redactar tex~
tos o en su defecto esquemas muy detallados que puedan servir
de guias para la redaccibén de los mismos (siempre siguiendo,
naturalmente,las recomendaciones aceptadas).lsto conjuraria
en parte el peligro representado por la proliferacién de tex-
tos mediocres en cuya publicacidn no se tiene en cuenta la
responsabilidad que implican las obras de estudio para los
jbvenes;también se combatirfa asi la imposicidn tradicionel,
por razones de tipo poco docentes,de libros caducos y deso-
rientadores.

Constituyendo adecuadamente estos comites puede lograr-
se que sus textos y programas sean de aceptacibn general pues
en ellos pueden eliminarse al méximo las parcializaciones que
puede tener undeterminado autor defendiendo ideas superficial-
mente atractivas pero de poca utilidad.

Es claro que no puede obligarse a un autor a escribir un
libro por ejemplo de &lgebra,segfin ciertas directrices.Sinem—
bargo,un comité bien acreditado lograrfa que sus recomendacio-
nes fueran tenidas muy en cuentsa para la adopcibn de textos
en los colegios.Ademés,silno pueden elaborarse textos dentro
de los plazos requeridos,deben entonces usarse transitoriamen
te obras extranjeras bien escogidas.Si alguno de nuestros pro-
ductos no son recomendables,y ademis podemos conseguiT otros
me jores,no debemos obligarnos a consumir los propios y con-—
tinuar deteriorandonos.

En los Estados Unidos y dentro del School Mathematics S-
tudy Group (SMSG) funcionan comités como los agqui propuestos,
Con respecto a ellos el profesor Beagle,integrante del grupo
mencionado,hace algunas observaciones interesantess:

<< En la preparacibn de los textos adoptamos como princi-
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pio bésico el de yue estos deberfan ser el resultado de un
esfuerzo conjunto de aguellos grupos mis directamente in-
teresados:los profesores mismos y los investigadores mate-
m&ticos.Cada uno de nuestros grupos de accibén comprendia,
por lo tanto,una representacidn igual de estos sectores de
la profesidén matem&tica Y se hizo todo lo posible para con-
vencer a cada participante de que se hallaba en igualdad de
condiciones con los demés,pero que cada uno de ellos poseia
conocimientos y capacidades importantes para el esfuerzo
total del grupo >>.

coesens
<< En su gran mayoria,las personas que trabajaron en nues

tros textos fueron escogidas por su reconocida capacidad tan
to en matem&tica como en su ensefianza,y por su aptitud para
cooperar con éxito en un grupojy en los pocos casos en que al
gunas personas fueron escogidas no por su capacidad sino por
la importancia de sus posiciones,ello resultd casi siempre
un error >> ,

Para contribuir a la actualizacidén del profesorado las
obras en cuestidn se pueden publicar en dos versionessuna en
la cual aparecerfa la materia como debe desarrollarsé en los
cursos regulares y otra(destinada especialmente a los profe~
sores) con tratamientos m&s completos incluyendo digresio=-
nes y demostraciones rigurosas.

Afin suponiendo un acuerdo en cuanto a los objetivos pré-
Ximos (por ejemplo la antes mencionada edicidén de textos o

~de gufas para textos),queda afin el problema de capacitar el
suficiente nfimero de profesores para dictar los cursos segin
el nuevo enfogque.lLa carencia del personal en este campo es el
factor m&4s importante en contra de un cambio dristico en el
estilo y contenido de la ensefanza,pues es necesario dar pla-
zos razonables para que el profesorado se adapte a lo que ha

venido a llamarse << la nueva matemltica >> y a los temas
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mis avanzados de la_matem4tica clésica .Asf por ejemplo,la

ensenanza del célculo en el bachillerato deberfa postergar-
se todavfa por algunos anos.

La produccién de licenciados en matamiticas por parte de
las facultades de Ciencias de la Educacibdn no suple las nece-
sidades de los colegios (suponiendo naturalmente que las di-
rectivas de estos desean me jorar a toda costa el nivel de la
instruccidn que imparten),y ain més,muchos de estos licencia-
dos son absorbidos por las universidades que proliferan en
nuestro medio.Parece entonces conveniente reducir la duracibn
de la carrera de licenciado (destinados a la docencia de los
colegios),eliminando materias poco formativag y que durante
muchos afios no hard4n parte de nuestra ensenanza secundaria.
Esta reduccién no es tan insélita si se recuerda que para en-
sefiar en una de nuestras universidades basta haber coronado
una carrera ordinaria de mas o menos cinco anos.Ademis,deben
siempre ofrecerse cursos que permitan progresar a los pro-
fesores despues de la terminacidn de sus estudios regularee.

Debido a situaciones de hecho no debe pretenderse llevar
a cabo una seleccidn a corto plazo de todo el profesoradojse
hace necesario resolver parcialmente el problema distinguien-
do por ejemplo dos etapas en el bachillerato (digamos de cua-
tro y dos anos respectivamente),en la segunda de las cuales
se exigieran profesores de un cierto nivel representado por
un tftulo universitario o por la aprobacidn de cursos adecua-

dos.

Y mirando ahora la otra cara de la moneda,es apena justo

hablar de las compensaciones de los profesores.

La remuneracibn en nuestra profesibn en todOS los niveles

ha sido siempre escasa,lo cual okliga al profesor a recar-
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garse de clases disminuyendo,como es apenas légico,la cali=-
dad de su trabajo.Se supone tambien que un profesor de << de-
dicacibn exclusiva >> debe dedicarse exclusivamente a dictar
clases,es decir, que no debe hacer nada diferente.Un profe-
sor,sobre todo cuando est4 tratando de actualizar rédpidamente
sus conocimientos,no deberia dictar m&s de quince horas de cla=
se en la semana,para asi poder dedicar algfin tiempo a la pre-
paracién de sus cursos (confrontacién de diferentes obras,
construccidn de ejemplos y ejercicios,bfisqueda de métodos de
exposicién) ¥y al mejoramiento de su propia formacién (asisten-
cia a cursos,participacibén en seminarios,lectura de libros,
etc.).

Con el objeto de atraer elementos cada vez mds valiosos
al ejercicio de la docencia es necesario buscar la dignifica-
cibén de esta profesibn.A este respecto es interesante observar
que en manos de los gobiernos hay muchos mecanismos que pue-
den utilizarse efectivamente para estimular las actividades
que crea més oconvenientessEs muy obtimista pensar que en una
misma persone coincidan el gusto y ciertas dotes para el es-
tudio de una ciencia como la matem&tica @l lado de una resig-
nacién mas o menos franciscana a una vida modesta.Por esta ra-
z6n muchos de los estudiantes que tienen las primeras caracte-
risticas se desvian hacia carreras mucho m&s productivas como
la ingenierfia.

Por filtimo,es imperiosa la reglamentacibén a escala nacio-
nal de los cursos de capacitacién y de la edicibén de por lo
‘menos una revista dedicada exclusivamente e los profesores y
estudiantes de matem&tica de bachillerato.Tanto el aprovecha-
miento de esos cursos como las colaboraciones en revistas bien
acreditadas proporcionarfan medios para que los profesores
més capaces y m&s interesados en mejorar su formacién progre-
saran en su carrera por medios diferentes a los de la anti-

guedad.
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SEGUNDA PARTE

Mencionaremos ahora,algunos tépicos que,en nuestro con-
cepto,es conveniente incluir en la escuela secundaris.Ade-
més,sugerimos enfoques posibles para otros temas que ya fi-
guran en los programas vigentes.No tratamos en ningfin momen-

to de proponer un plan de estudios sino de presentar ciertas

ideas que podrfan tenerse en cuenta al elaborar esa clase de
planes o al redactar textos.la enumeracibdn de los té§picos en
cuestién tampoco pretende indicar cuil serfa la ordenacién
més conveniente para su exposicién.

Durante la precipitada preparacibn de estas lineas nos
ha guiado el convencimiento de que es conveniente proveer
lo m4s rapidamente posible al estudiante de las ideas unifi-
cadoras modernasy,incluyendo a la vez aquel material tradicio-
nal que ha demostrado ser siempre fitil y que evita tratamien-
tos excesivamente absiractos y formales proporcionando ejem—
plos familiares de situaciones generales.Un gran nfimero de
estos temas clésicos encuentran en los enfoques modernos un
marco adecuado para su presentacibdn sistamftica mostrando con
més profundidad su significado y sus interrelaciones.

1. Sistemas numéricos,

El conjunto 7 = i...,-Z,-l,O,l,Z,..ﬂ§ de los nfimeros
enteros debe introducirse tan pronto como sea posible.No va-
le la pena comenzar llevando a cabo una construccibén de los
enteros,siendo preferible ensenar a mane jarlcs rapidamente.
Basta entonces enunciar sus propiedades fundamentales(las cua-
les se reproduciran en gran parte cuando se estudien los poli=-
nomios),deduciendo luego las diversas reglas que més tarde
serén de uso corriente.Hay que destacar que el subconjunto
nJ =§0,1,2,... de los nfimeros naturales mencionando la_in-

duccibébn matem4tica (la cual debe ilustrarse con ejemplos a-

bundantes y bien escogidos);también debe mencionarse el prin-
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cipio de buena ordenacidén .
La construccién del conjunto@de los nGmeros racionales

puede efectuarse con bastantes detalles,mostrando de paso casos
importantes de producto cartesiano y relacidn de equivalencias
Si Z={...,—2,-1,1,2,...},se considera el conjunto Z"Z for-
mado por las parejas ordenadas (m,n) de nfimeros enteros con
n;fO (es decir,mEZ y nEZ#);los elementos de este conjunto
pueden representarse por medio de puntos de un plano.

Se dice que los elementos (myn) y (mjn®)de Z"Z’k‘son << e~

quivalentes>> (y se escribe (myn) = (mjn’) ),si mn’= nmm’y se

demuestra que esta << relacién >> es
a) Reflexiva (es decir,(m,n) = (m,n))
b) Simétrica (Si (m;n')z(m,n) entonces (myn) = (mjn*)
¢) Transitiva (Si (m,n) = (mjn’) y (njn’) = (n°jn”*),entonces
(myn) &= (m*4n°2) .
Para cada elemento (m,n) de ZXZ*se considera enjonces el con-
junto de todos los elementos (mjn’) de sz*que son equivalen-
tes con (m,n).Este conjunto es la clase de equivalencia de (m,n) ARRNE
(myn) y se designa m/n3si (mjn’) es un elemento de m/n se di-

ce un << representante >> de ellajdos clases son iguales si

y solo si cada representante de una de ellas es equivalente a
cada representante de la otra.El conjunto de todas las clases
de equivalencia se designa @ ses el conjunto de los nimeros

racionales.
Se define adem8s una adicidn y una multiplicacidn entre

clases usando para ello un representante y mostrando que el

_ resultado de dichas operaciones no depende de los representan—
tes particulares usados,de tal manera que se trata de verdade-
ras operaciones entre clases,es decir,operaciones en@ stam~

bien se define en este conjunto una relacién de orden que go-

za de las propiedades usuales.®e obtiene de esta manera un e-

jemplo muy importante de estructura:la de cuerpo ordenado
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La identificacién entre Z y una parte de 7A) (e jemplo

de lo que recibe el nombre técnico de isomorfismo)permite co-

siderar los enteros como un tipo particular de nfimeros racio-

nales.
La exposicidén de estas nociones puede beneficiarse con

el uso moderado del lenguaje de los conjuntos y de la notag¢ibn

lbégica,lograndose enunciados abreviados y precisoss
ne Z :<< n es un nfimero entero >>
NCZ :<< todo nimero natural es entero >>
mln A nlp =b-m'p t<< si m divide a n y n divide a p,entonces
m divide a p >> .

Con caracter informativo,puede mencionarse la posibili-
dad de construir Z a partir de 04 siguiendo un procedimien-
to similar al usado para obtener (.

Con miras a continuar la ampliacién del campo numérico,

se usa la representacidn de los nfimeros racionales por medio
de puntos de una recta,mostrando asi la conveniencia de in-

: p
troducir los nfimeros irracionales(paranlenarlla recta).En

todo caso el conjunto [R de los nfmeros reales(racionales e i-

rracionales) debe presentarse(sin construirlo),enunciando sus
propiedades caracteristicassalgebrdicas, ordinales y de conti
nuidad.En este capftulo hay varios tépicos importantes que no
deben descuidarse,por ejemplo:célculo de valores absolutos,de-
sigualdades y representacién decimal.El uso de las tablas de
logaritmos para efectuar c4lculos numéricos es fitil para fami
liarizarse al estudiante con la propiedad fundamental de la
funciém log: log(xy) = logx + logy .

La definicién de nfimero comple jo no presenta dificultads

se considera el conjunto EUEZ(formado por todas las parejas
ordenadas (x,y) de nfimeros reales ) y se define:
(x,5) + (u,v) = (x+u,y+v)

(xsy)o(uyv) - (xu—yv,xv + yu)
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Verificandose immediatamente que con estas operaciones €l

conjunto HaxGE es un cuerpo conmutativo el cual recibe el

nombre de cuerpo de los nfimeros complejos.Bs necesario men-—

cionar de nuevo una<<identificacibén>>,esta vez entre R y
una parte de d: .

Se logra asf la representacidn mas o menos répida de los
sistemas numéricos ﬂﬂ) ZZ) QQ) EQ)G: entre los cuales y median-
te las identificaciones del caso existen las relaciones de in-

clusion
NgZ;@glEgC

2.El espacio Numérico ﬂlﬁ 45

La introduccibn temprana de ﬂz? es conveniente no solo
por su importancia intrfnseca y su relativa sencillez sino
tambien por que constituye una fuente de ejemplos importantes
de varias estructuras de interés fundamental.

La definicidén de igualdad entre n-plas ordenadas de niime-
ros reales(llamadas tambien vectores de n componentes o vecto-
res n-dimencionales) es muy simple:

3 ,...,xn) = (yl s Ty ,...,yn) si y solo si X,=y; ,
X,=¥p 9 e 9X =Y .Es decirsla igualdad entre vectores sig-

(xi y X

nifica igualdad << componente a componente >>,.
Asf por ejemplo,la ecuacibn
(3x+2y-2,2%x-5y+72,x-2y+42)= (-1,0,3) es equivalente al sis-
tema de ecuaciones:
3x+2y-z = -1
2x=-5y+7z =00
X=-2y+4 2 3
E1l conjunto ﬂanesta constituido por todas las n-plas de

nimeros reales y se llama el espacio numérico n-dimencional

Segln esta definiciéns
(-1,V2,0,5) € 024 s (=1,8,3) ¢ [}27'
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Los elementos de Eg" y @? pueden representarse por medio de
flechas en el plano cartesiano y en el espacio tridimensio-
nal ordinario,respectivamente,

Tambien la adicibdn vectorial y la multiplicacidn de un
n@imero (<< escalar >> ) por un vector,se definen << componen-—
te a componente >>,

(xl 3 Xy gecey X )+(Xi ’ xé goody izt ) =(x +xé ,...,xn+x;)

a(x1 5 SEBUG, xn) = (ax1 y BX, yeeey BX Yo

Interpre24016n en |P? y E? (por medio denflechas),regla del
paralelogramo,

Puede oomprobarse muy facilmente que si X = (x1 yeeey X )
* (y4 ,...,y”) y Z= (zi goesey n) son vectores (elementos

da ﬂzn)y a,b son escalares(numeros reales) entongdess

EV1) (—x*+}))+_z’-;+(;+_’)
- - -
EV2) X +0=0 donde w {0;05044,0)
EV3) X + (-X) = O donde -2’= (-x
- = -
EV4) X+y=y+X
EVS) a(X + ) = ax + ay
EV6) (a + b)X = ax + bx
EVT) a(bx) =(ab)x

-

EV8) 1x = x.

1 0 —x2 gecey -xn)

!

Estas son las propiedades caracterfsticas de los espacios vec-
toriales o mas precisamentes , son los axiomas de la estruc-
QE;E—EE_Espacio Vectorial.

Usando unicamente las propiedades EV1) a EV8) (y las de
los nfineros reales) pueden demostrarse otras relaciones,p.ej.
0x =0 ’ a =70 ’ (—1); = X ,etc. jestas ecuaciones pueden
tambien demostrarse directamente usando las definiciones de
las operaciones,adquiriendo entonges un carfcter innecesaria-

mente particular,
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Las vectores
R L PR
(0,25045.0)

NPlHPl

(0,05451,3)

50],

- -
+ oee + 8 .0©

-
1 n°n 2

tienen propiedades interesantes: 1) Si ale
n
e ﬂl puede expre-

entonces a, = a = an =0 ,2) Todo

1 2- L )
sarse (de manera finica ) en la forma

- - ¢ — & -
X = a.,g a.e seee + & _6©
5 i 22 nn

Generalizando,pueden darsée las nociones de combinacién lineal
. . . -
vectores linealmente independientes y bases.LOs vectores el,

e ,...,g; constituyen 1la base usual de EQP jcuando n=3 se

2 S - - -
acostumbra escribir i , J 4, k en lugar de e 1 & 5 €3
respectivamente.
Partiendo de la expresién de la distancia entre dos pun-
v §
tos del plano ( R™) (o del eipacio ordinario):
i L 2]'2. LR -
d(X,;} g, [(xl yl) + (xz yz) 981 X = (xlixz)’y = (y1’y2) H
se intruduce naturalmente una distancia entre pares de ele-~
n
mentos de ﬁa H qz
- 2 2 2] 3
d(x,?ﬁ = [(zl-yl) +(x2—yé) +...+(xn-yn) o,ebreviadamente:
= 2
d(xss;) * [E (xi-yi) 1/2
i-1

S

-

x: =
donde (x1 » Xy geees xn) vy (yl ’ Y,
elementos de R” .En un principio, pueden verificarsge MUMeTi=

camente(en casos particulares) algunas de las propiedades que

s34 Oy ) pon
n

se espera que tenga una << distancia >>,por ejemplo,comprobar

que si
X = (l,-l,O,Z),; = (2,5,-8,0) , z= (3,1,-2,1) entonces

a(%,7) + a(7,2) > d(%,2)

- 5
Definiendo el producto interno de dos vectores X,y res—

pectivamente iguales a (xl,xz,...,xn),(yl,yz,...,yh),por
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medio de la ecuacidn
Xy = X¥) + XN, +oees + Xy
se puede demostrar que esta operacién goza de las propieda-—
des siguientess
PI1) sSi X ;‘ [} entonces I.X 0
PI2) X. (?; +2) = XY + Tz
PI3) (ax%).¥ = a(x.y)
PI4) Xe¥ = JoX
De estas propiedades se deduce la desigualdad

' -JZ.-)-') | P dx.;:) vy.'?

(1a cual puede tambien demostrarse directamente).

La norma o la longitud de un vector X es,por definici6n,

el nfimero real
12) - &2

Es claro que esta mocién coincide con la usual para n = 2,3

De las propiedades del producto interno se deducem las
siguientes propiedades de la normas
N1) Si x# O entonces 0 < ”?”
N2) "a;“ lal “3:’“
n3) 12+ 7l < Izl + |7

Las nociones de norma y distancia estdn intimamente rela-
cionadas,en efecto

d(x,y Hx T .:)”“ ’

y en virtud de esta ecuacibn,a partir de las propiedades Nl),
N2),N3) de la norma pueden deducirse las siguientes propieda-—
des fundamentales de la distancias
D1) a(x,¥) = 0 si y solo si x=7y
D2) d(;,-y’) = d(—y’,;)
p3) a(x,y) < d(%,z) + d(z,y) ( << desigualdad triangular >> )

Como en Rzpuede definirse adecuadamente una multipli-
cacibén la cual junto con la adicibn usual confieren a este
conjunto una estructura de cuerpo (el cuerpo de los nfimeros

complejos),es natural preguntarse si es posible hacer lo mis-
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mo paraﬂ?S, 524, E?r,etc.Pueden entonces mencionarse los cua-
terniones y el << Teorema final de la Aritmética >> .

Es tambien interesante sehalar que,salvo una pequenha mo-
dificacién en la definicién del producto interno(la cual al-
tera la propiedad PI4) ),todas las nociones basta ahora con-
sideradas,con sus respectivas propiedades,pueden introducir-
se en el conjunto Q:nformadé por todas las n-plas ordenadas de

nfimeros comple jos.

3. Conjuntos

Los subconjuntos de Ezi se usan comunmente para ilustrar
graficamente la unibn,interseccidn y diferencia de conjuntos.

Es conveniente considerar los conjuntos que aparecen li-
gados a ecuaciones o desigualdades (conjuntos—solucién).Ejem—
plo:x2 + y2 < 4 (cfrculo << abierto >> ),2x-3y = 2 (recta),
3x-4y ¢4 (semiplano << cerrado >> ),etc.La solucibén de siste-
mas de ecuaciones y/o desigualdades aparece comointersecciénde
soluciones parciales .En particular,s%no existen puntos que
satisfacen las condiciones(es decir,el sistema carece de solu-
cidn) ,el << conjunto >> en cuestidn es vacfotes el conjunto
vacio .Este << conjunto >> es entonces indispensable para
que la interseccibn de dos conjuntos sea siempre un conjunto.

Igual cosa sucede con los conjuntos unitarios (es decir,los

que tienen unicamente un elemento).
El algebra de los conjuntos o estudio de las propiedades

de la union,la interseccibm y la diferencia puede entonces
desarrollarse considerando conjuntos << abstractos >>,esto es,
conjuntos de elementos de naturuleza no especificada.De i-
gual manera se analizan y definen lus nociones de producto car------
tesiane,relacibn (o conjunto de pare jas ordenadas),equivalen—
cia y cociente.

La nocién general de funcidn requiere una atencidn espe -

cials
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(1) Una funcifn f de un conjunto A en un conjunto B,hace

corresponder a cada elemento x de A un elemento y de B

y uno solo .Este elemento y es entonces la imagen E; b 4

ggggp f y se designa frecuentemente f(x) .

Esta importante nocién de funcidn puede analizarse en tér—
minos de conjuntos.

(2) Una funcién de A en B es un conjunto f constituido por
pare jas ordenadas (x,y) (donde xEA,yEB),tal ques

(i) Para cada x de A existe un y de B tal que (x,y)ef.

(ii) si (x,y) ¥ (x,y*) pertenecen a f ,entonces y=y’.

En lugar de (x,y)ef se escribe y = f(x).

En (1) se ha dado la describcién << dinémica >> que comunment
hay que tener en mente para mane jar funciones.En cambio (2)

es la definicidn precisa del conceptojsegfin ella,una funcién
es un caso particular de relacibn.

Para indicar que f es una funcién de A en B y que al ele
mento x de A le hace corresponder el elementoff)de B se escri-
be

fsA ———> B

X P £'(x)

Si un elemento de A es una pareja ordenada,p.ej. (x,y),enton—
ces,en lugar de f((x,y)) se escribe f(x,y).
Ejemplos de funciones:l) Cada una de las operaciones entre lo
nfimeros es una funcién.Por ejemplo,la adicién en @2 es una
funcibn de @x@ en @ s

+t QXR QQ

'\'x,y) ———c— o . B

( en este caso en lugar de +(x,y) se escribe x + y)
2) El producto unterno:
n n
- =

@,y) ———— Xy

- y - -5
( en este caso en lugar de (X,y) se escribe Xe¥)

137



3)

4)

5)

4.

La distancias
ds [RnX[Rn———a (R
X,y) ——— a(x,y)
El determinante (de orden 2): Si X = (xl,xz) yY¥ = (yl,yz)
son elementos de ﬂ2 yse defines
det(X,y qr XY, = X, .
En lugar de det(X,y) se escribe tambien

“xs¢ A1
e g

Entoncess
aet + B[Rl
Esta funcién tiene propiedades muy interesantess
Det.1) det(aX + by,z) = adet(X,z) + bdet(¥,z)
det(X,ay + bz) = adet(X,y) + bdet(X,2)
Det.2) det(x,y) = -det(¥,x)
Det.3) det(é’l,é*z) = 1 (donde 3’1 = (1,0),3’2- (0,1) )
Sucesiones:una sucesibn (p.ej. una sucesién de nfimeros ra-
cionales) es una funcién s de N#en IR:
s : N¥ R

En en este caso,en lugar de s(n) se escribe sn .La suce-

sién s tambien se designa (sn) 6 (51’82""’Sn"")

Estructuras Algebraicas.

Aunque para ilustrar la definicién de ley de composicién

se cuente con abundantes ejemplos numéricos (las operaciones

entre nﬁmeros) es muy conveniente introducir ejemplos de natu-

‘raleza diferentejpor ejemplos

1)

Adicién y multiplicacibn de matrices:Una matriz(zxz) esta

determinada por cuatro nfimeros dispuestos en dos filas y dos

columnassse considera que dos matrices A y B,

a a. b b
s 11 12 L 11 12

o1 %o b1 P
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son iguales ,si solo si, a = = =
g o 9 811 " Pry v By = Byp 9 8y = by

T B b22 . La suma A + Byel producto cA (¢ nfimero real)

y el producto AB se definen como sigue:

a,.,+b a, .+b
T 1Y 1
A+B = S0 JIPTONN oo R 1
a,.+b a_.+b b
21+°21 224922
e S
PR s St M T W e e T4
25101173221 2101220000,

El determinante de A es det(;,y) ,siendo X = (all’aZI)
y¥= (312,a22) ,es decir, X (resp.y) es el vector determina-
do por 1la primera(resp.segunda) columna de A
2) Composicién de permutaciones s por ejemplos

123 123\-[{123

(2 1 3)"(3 1 2>‘(3 2 1)
3) La << aritmética del reloj >>: adicién y multiplicacién
médulo 12,y en general,mbdulo un entero m % 0 (clases resi-
duales).

La formulacién del concepto de grupo puede basarse en la
observaciédn de varios casos particularessel conjunto Z (resp.
A L R , C) k”) [” ) con respecto a la adicidn jel conjunto
de los nfimeros racionales diferentes de cero (resp.reales,com-
plejos),con respecto a la multiplicacidénjel conjunto de las
matrices (2x2) con respecto a la adicibnjel conjunto de las
permutaciones de {l,z,é}con respecto a la composicibn,etc.

En cada uno de estos casos aparece un conjunto G provisto de
una ley de composicién interna n definida en G,tal ques
Gl) (xny)nz = xn(ynz) para todo x,todo y y todo z de G.

G2) Existe en G un finico elemento e tal que

XTe = X = enx
para todo x de G.

G3) Para cada x de G existe en G un tinico elemento x’tal que

xnx’= x’nx = ©

139



(x’es el inverso de x y se nota frecuentemente x_l)
Se dice entonces que G es un grupo (con respecto a la ley
n).Si adefifs se cumple que xmy = ynx para todo x y para todo

y elementos de G,se dice que el grupo es conmutativo o abelia-—

nosen este caso en lugar de m se escribe + y el inverso de x
se nota =-x.
Adem8s de los ejemplos usados para motivar esta definicibn
pueden mencionarse estoss
1.E1 conjunto de los nfimeros racionales (resp.reades) positivos
respecto a la multiplicacién.
2.E1 conjunto G formado por las matrices
1 0 Y ot [—10 0k
[O 1] 1 0 (0 jlh | -1 0
con respecto a la multiplicacidn.
3. El conjunto GL(ﬂzz) formado por todas las matrices (2x2)
cuyo determinante no es cero,con respecto a la multiplicacidn.
La utilidad de una nocién abstracta como la de grupo pue-—
de ponerse de manifiesto con ejemplos como el siguientes
Teorema.Si G es un grupo (con respecto a ) Yy a,b son elementos
de Gy,entonces existe un finico elemento x de G tal que anx = b
Demostracién (i) Existenciatcomo acG entonces a’eG (por G3),
luego x_ = a’nb es un elemento de G.Ahora bien,este elemento
satisface al ecuacidn propuestajen efecto:
anx = an(a’n b)
=(ana’)ndb (por G1)

= enb (por G3)
. =Db (por G2)
ii)Unicidad:Si Xy es un elemento de G que satisface la ecua-—

cibén considerada,es decir,anx1 = byentonces:
N\
a’n (a = xl) = (a’n b) sPero a’n(a m % )= (a‘na)nxl = enx,
= X Luego x, = a’n byes decir,x, = x
(e i g ’ L T L
La sencilla demostracibén anterior permite hacer una serie

de afirmaciones particularesjpor ejemplos
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1) Si m,n son nfimeros enteros,existe un Gnico nfimero entero k
tal que m+k=m

2) Si a,b son nfimeros reales positivos,existe un @nico nfimero
real positivo x tal que ax=b,

3) Si A,B son matrices cuyo determiante no e nulo,existe una
Gnica matriz X,con determinante no nulo,tal que AX=B.

4) Si P,Q son permutaciones (peej. de 1,2,3Y )existe una ini-
ca permutacibén R tal que P R= Q ., Etc.

S5i no mediara el teorema anterior,cada una de estas propo-
siciones deberfa ser demostrada individualmente,duplicandc ip-
necesariamente los paos de la demostracidn general.Se ilustra

asf la economfa de pensamiento lograda al razonar en una estruc

tura abstracta.

Una vez adquirida la nocibn de grupo,pueden introducirse
sin mayor dificultad otras estructuras importantessAnillc
(enteros,polinomios,matrices (212)),cuer20 (racionales,reales,
comple josyclases residuales médulo un nfimero primo) Y espacio
vectorial ( ﬂzn sconjunto de las funciones de un conjunto A
eén E{,o mas generalmente sobre un espacio vectorial E);deben
tratarse tambien las nociones de dependencia e independencia

lineal,base y dimensibn,en un espacio vectorial cualquiera.

5eAlgebra Lineal.
Los sistemas de ecuaciones lineales,empezando por los de
dos ecuaciones con dos incognitass
Pt Buata 0.9y (1)
Saaffys? Mgty To¥p
se tratan con ventaja usando matricessdefiniendo adecuadamente
el producto de una matriz por un vector,el sistema (1) puede
T - - % 2
escribirse en la forma Ax = y y entonces s8i AEGL(ﬂ2 ),pue—
: - -]
de despejarsé X << multiplicando ambos miembros >> por A
obteniendose X = A"~ Y.
Con el objeto de tratar los sistamas més generales intro-

duciendo a la vez nociones de gr&n importancia en toda la ma-
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temética,es conveniente considerar las matrices y su relacién
con las transformaciones lineales.
Una transformacidén lineal ( de ﬂ?n en Eam ) es una funcibn
fs [Rw-_.> lRm tal que

£(aX + by) = a £(T) + b £(3)
para todo 4 y todo ? de an y todo a y todo b de R .El nfi-

cleo de f es el conjunto N(f) formado por los X de ﬂ?" cu-

ya imagen por f es el vector cero de lRm sl recorrido de
f es el conjunto R(f) de los vectores de quue son imégenes
por £ de algln ; de an .N(f) y R(f) son a su vez espacios
vectorialessson .subespacios respectiwamente de [Rn y Qm.El
rango de £ es la dimensibn de R(f).

Para cada transformacidén lineal f existe una matriz A
(de m filas y n columnas) tal que f£(X) = AX para todo xe R
A en entonces la matrfz de f.
Hay otros temas pertinentes:
1) Matrices Y transformaciones.- << Identificacibn >> entre
el conjuntOOC([Rn, lR.m)de todas las transformaciones lineales
de [Rn en [Rm y el conjunto/&émmde todas las matrices de m
filas y n columnas.Transformaciones biunfvocas,sobreyectivas
¥y biyectivasjinversa de una transformacibén biyectivascomposi-
cibn de transformaciones.Extensién de estas nociones a funcio-
nes cualesquiera.Composiciédn de transformaciones y multiplica-
cibn de matrices.Adicibdn y multiplicacién por escalar de ma-
trices y de transformacionesjoperaciones analogas definidas en
el conjunto de todas las funciones de un congunto A en R o
en un espacio vectorial K.
2) Determinantes.-CGeneralizacibdn de la funcién det ( de orden
2 ) ¢ se considera 1la funcibn det de IR’ [R"x+e.x 138
(n <<factores >>) en R que est (Detl) Multilineal (es decir,
lineal an cada una de sus n variables. (Det2) Antisimétrica
y (Det3) Vale 1 en (31’32""’311)' Unicidad,Propiedades.Di-

versas formas de desarrollar un determianate.Determinantes ex-

traidos de una matriz,célculo del rango de una matriz.
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3) Sistemas de Ecuaciones Linales.-Notacién matricialsun sis-

tema de la forma

( a11%) + 8%, +oeee + a %, = 7
8y1%) * 8yp%, +oeee + B, X =y,

(s) 4 b

an* + am212 + eee + R ™ -
es equivalente a la ecuaciédn vectorial
-y
£(x) =

—
donde x = (xl,xz,...,xn) y ¥ = (yl,yz,...,yn) y £(X) = AX
siendo A la matriz del sistema,es decirs

~
Rasieie 200, Bin
a, a. cee a,

e 2n
Laml am2 a'an

El nficleo de la transformacién linel f esta formado por
las solusiones del sistema (s) homogéneo (es decir,el siste-
ma (s) con U s L s M 0).El sistema (s) tiene so-
lucibn si y solo si ; gR(f).Basandose en la ecuacién dim N(f)
+ dimR(f) = n pueden analizarse completamente los sistemas
lineales.

Para resolver efectivamente emte tipo de sistemas lineales
se cuenta con la regla de Cramer,método de aproximaciones su-
cesivas y métodos para invertir matrices.

Tambien son importantes los sistemas de desigualdades li-
neales relacionados con la programacibén lineal.
6+ Transformaciones.

La consideracién detallada de las traslaciones,rotaciones
simetrfas,seme janzas,isometrfas,etc. (en ﬂEzy R’B) y de los di-
versos grupos formados por transformaciones de este tipo per-
mite entre otras cosas un enfoque adecuado de la geometrfa

como estudio de las propiedades(de las figuras) invariantes
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bajo un determinado grupo de transformaciones.
T.Polinomios

Tradicionalmente los polinomios se estudian desde dos
puntos de vista diferentessa) Como << expresiones >> que se
suman,multiplican,dividen y factorizan y que dan origen a e-
cuaciones.b) Como funciones de ﬂl en “Z que se derivan,inte-
gran y de las cuales se estudia su variacidn.

De jando aparte ,inicialmente el enfoque b) ,puede desarro-
llarse el primero sistematizando su estudio por del uso de con-
ceptos como Anillo,dominio de integridad y cuerpo.La analogfa
entre Z y el conjunto mﬁdde los polinomios en X con coefi-
cientes en.ﬂl sy entre la construccién de @Q vy la definicibén
de las expresiones racionales,facilita la consideracién de los
polinomios y las fracciones y proporciona bases para tratamien

tos posteriores de caracter mds abstracto.

8.Estructuras Métricas,

En ﬂzn existen diversas definiciones aceptables de << dis-
tancia >>jpor ejemplo,si se conviene ques
d{x,y 'x - 'x -y2' + eoe + lxn-y l
d, (x,y)= méx {} \ =Ty ,'x -y2|,...,|x “ 3
se verifica facilmente que tanto dl como d2 satisfacen las con
diciones fundamentales (Dl),(D2),(D3).(la interpretacién de
dl ¥y d2 en el plano es muy conveniente).Como muchas consecuen—
cias de caracter togolégico (relativas a lfmites y continui-
dad) dependen unicamente de estas tres propiedades,salta a

la vista la utilidad de la estructura de espacio métrico: Un

espacio métrico es un conjunto E provisto de una funcién
d s Exf—————>E
que satisface las propiedades (Dl),(DZ),(D3).Los e jemplos abun
dan.
En un espacio mé&trico pueden definirse vecindades,conjun-
tos abiertos,conjuntos cerrados y muchas otras nociones que
pueden ilustrarse con mucha cleridad en el plano cartesiano y

en la recta real.
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Se esta ahora en posicién de introducir los conceptos funda-
mentales del AnélisissSucesiones convergentes,series(incluyen-
do la mencién de ls series que representan a las funciones ele-

mentales).Funciones continuas,lf{mites.

9.C41lculo numérico.

La importancia actual de los métodos numéricos justifica

la presentacibén temprana de sus aspectos elementales:taproxima-
cién de funciones por medio de polinomios (interpolacibn),di-
ferencias finitas,c4lculo aproximado de &reas (integracibén

aproximada) y adem4s m&todos numéricos en algebra lineal.

10. Estadfstica y Probabilidades.

Es tambien recomendable una introduccién a la teorfa de
la probabilidad y a la Estadfstica.lLa complicacién en estos
temas puede reducirse a un minimo y en cambio su utilidad es
considerable.Pueden por ejemplo estudiarse:Frecuencias relati-
vas y la teoria de la probabilidad(como modelc matem&tico a-
decuado para analizar fenbmenos aleatorios),axiomas de la pro-
babilidad,distribuciones.Terminologfa estadfstica blsica,pro-
cesamiento y presentacién de datos,caracterfsticas de las mu-

estrasyetc,
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