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Asistimos desde hace treinta aflos a un extraordi-
nario desarrollo de la matemi&tica. Las causas de este
desarrollo son miltiples: El nimero creciente de inves-
tigadores en toda disciplina, en particular, em matemé-~
ticas, y los medios materiales limitados que necesita
la investigacidn matemé&tica, son causas del desarrollo
de ésta,féciles de descubrir. Sin embargo, hay otras
mis interesantes y mds fundamentales, pero quizés mis
diffciles de analizar: unas est4n ligadas a la esencia
misma de la matemitica moderna que, liberada de las
constricciones a las cuales se supeditaba la llamada ma-
temédtica clésica, permite hoy las iniciativas mas auda-
cesy las otras provienen de las interacciones de la ma-
temdtica con la fisica, interacciones que se efectfian,

por lo demés, en beneficio de ambas.

Nos proponemos en esta conferencia analizar los
dos tipos de causas anteriores y, particularmente, las
primeras, de las cuales nos vamds a ocupar para com-—
prender mejor por qué el matemdtico moderno puede mis
fé4cilmente que su predecesor dejar correr su imagina-
cidén creadora. Es, pues, necesario, creo, examinar las
grandes lineas de la evolucidn del pensamiento matemé-
tico.

Histéricamente hablando, nociones matemidticas re-
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lativamente abstractas como la de nGmero entero o de me-
dida de las cantidades, se hallan ya en los documentos
més antiguos que han llegado hasta nosotros desde Egip-
to o Caldea, en donde ya se utilizaban convenientemente
métodos algebraicos seguros. Sin embargo, la ausencia

de demostraciones no permite considerar estos hechos co-
mo resultados de un pensamiento matemitico verdadero.
Asi, pues, es a los griegos a donde necesitamos remon-

tarnos para hallar las primicias de un tal pensamiento.

Antes de emprender esta ojeada histdrica, volvamos
un poco sobre lo que se entiende por <<hacer matemdti-
ca?>. Se puede decir, que la meta de toda actividad ma-
temAtica es la obtencibdn, mediante un raciocinio de-
ductivo, de propiedades de entes de los cuales se cono-

cen la definicidn y las propiedades iniciales.

Es, pues natural, si se quiere estudiar con deta-
lle el estado del pensamiento matemdtico de una cierta

época de la historia, hacerse las siguientes preguntas:

1)<éCuél era la naturaleza de los objetos que se
consideraban ?

2) éCuéles eran las propiedades iniciales que se
les atribuian a dichos objetos ?

3) éCuéles eran los métodos de raciocinio que se

utilizaban ?

Es claro que la filtima pregunta que nos acabamos
de hacer depende, de hecho, de la 16gica, la cual,como
parte de la filosofia, cubre un campo de aplicaciones
més vasto que el de la matemidtica; por eso es deseable
estudiar paralelamente la evolucidn de la lbégica, pe-

ro como evidentemente no podemos hacerlo ahora, nos
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limitaremos a trazar la evolucidn de la lbégica sdlo en

la medida en que ésta ha actuado sobre la matemédtica.

La historia matemdtica comprende esencialmente dos
grandes periodos) uno muy largo que se extiende desde
los griegos, cinco siglos antes de Cristo hasta el fin
del siglo XVIII3; el otro mucho mas corto que empieza
con el siglo XIX, pero que es fundamental puesto que ha

visto nacer la denominada matem&tica moderna.

El primer periodo se caracteriza por un acuerdo ca-
si general de todos los matemidticos sobre la manera de
contestar las preguntas que nos hemos hecho. En primer
lugar los objetos del matemético pertenecen a tres ca-
tegorias esenciales: las cantidades, los nimeros y las
figuras. Por cantidad se entiende todo lo que se puede,
hablando de una manera vaga, aumentar o disminuir,es
deciryesencialmente las longitudes, las superficies y
los vélumenes. En los nfimeros, podemos poner en pri-
mer lugar los nlmeros enteros ya bien conocidos, en
segundo lugar,los nimeros racionales, que estaban aso-
ciados a operaciones geométricas, como la divisidn
de segmentos en partes iguales es decir, de hecho, a u-
na nocidén de medida de cantidades y finalmente algunos
nGmeros irracionales asociados tambien a la medida de
cantidades. Por ejemplo, era conocido desde la antigue-
dad que si el lado de un cuadrado tiene por medida 1,
la diagonal de este cuadrado tiene por medida V23 un nG-
mero irracionalsmas ain existia una demostracidén correc-

ta de este Gltimo hecho, que utilizaba lo que se lla-
ma hoy un raciocinio por el absurdo. En cuanto a las

figuras ellas son las de la geometria tradicional de
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Buclides que estin formadas en especial por puntos, rec-—

tas, planos, circulos etc..

El hecho mls notable en esta concepcidén de los ob-

jetos mateméticos es que estos objetos estldn dados como

objetos de la naturaleza y que no esti en nuestro poder
el cambiarlos, asi como un fisico no puede cambiar los

fenémenos naturales. Es de anotar que sobre este punto,
la unanimidad es completa cualesquiera que sean los ma-

tices filosdéficos que rodean esta concepcidn.

En este espiritu,las propiedades iniciales de e-
sos objetos también estén dadas y son independientes
de la voluntad de quien las estudia: éste posee conoci-
miento de ellas por la intuicién, que no puede enga-
farle si la emplea correctamente. Por ejemplo, la su-
ma y la multiplicacién de los nimeros enteros estdn
dadas por la naturaleza y no es posible concebir que
dos méAs dos sea distinto de cuatro. De la misma mane-~
ra la propiedad segin la cual por un punto exterior
a una recta dada pasa una y una sola paralela a la
recta dada, propiedad conocida desde la antiguedad
con el nombre de postulado de Buclides, era admitida

por todos.

Filbésofos de gran valor como Descartes y Pascal
en Francia y Kant en Alemania fueron ardientes defen~
sores de estas doctrinas pero, sinembargo, conviene
notar que sobre estos dos puntos los griegos parecian
tener conceptos més claros gque sus sucesores y aungue
no pudieron delucidar las nociones primitivas que
eran el punto de partida de sus nociones tuvieron mis

o menos conciencia de gque hubia en todas estas rocio-
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nes una parte de arbitrario y una parte de convencidn
entre los que las estudian. Ademés, para otras nocio~
nes no consideradas como primitivas se propusieron el
problema de su existencias es decir‘vieron la necesi-
dad de postular esta existencia o demostrarla. Es asi
como Euclides considera la nocidén de postulado como re-
ferente a propiedades primitivas de los objetos o como
propiedades resultantes de un acuerdo convencional en-

tre quienes las utilizan.

Los métodos de raciocinio no evolucionaron casi
durante este periodo, de manera que es a los griegos
a donde debemos remontarnos, para hallar los fundamen-
tos 1légicos bisicos utilizados en esta etapa de la ma-
temdticay es igualmente a ellos a quienes corresponde
el mérito de ordenar las demostraciones matemlticas en
una sucesidn de eslabones tal que el paso de un eslabdn
al siguiente no deja lugar a duda, lo que hace que la

demostracidén obtenga el asentimiento wuniversal.

Ademds, es notable que los textos més antiguos
que tenemos sobre este periodo, nos muestran ya un mé-~
todo bastante cercano a la perfeccién,atribuyéndose a
la BEscuela Pitagdrica el perfeccionamiento de este mé-

todo..

En cuanto a la 16gica, en general, la obra cumbre
de este periodo de investigaciones filoséfico-matemdti-
cas es la de Aristételes. Su gran mérito radica en ha-
ber conseguido sistematizar y codificar por primera
vez, los procedimientos de raciocinio que eran vagos O

que habfian sido mal formulados por sus predecesores.La



idea esencial de su obra, en sus relaciones con la mate-
mética, es la posibilidad de reducir todo raciocinio a
una aplicacién sistemidtica de un pequefio nGmero de re-
glas inmutables, independientes de la naturaleza par-
ticular de los objetos considerados, pero como su obra
se dirige exclusivamente al estudio de lo que se llama
ley del silogismo, es claro que ella no da cuenta de
todas las operaciones lbgicas utilizadas por el matemé-

tico.

El estado muy rudimentario de esta lbgica y su es-
tancamiento durante todo este perfodo, en el cual Aris-
tételes permanece como maestro incontestado, debia im=-
pedir todo progreso en el anflisis del raciocinio mate-
mético, hasta el caso de que las reglas elaboradas por
los matemdticos griegos, més avanzados que Aristdteles,
no fueron discutidas. A lo sumo, durante esta etapa, se
pueden senalar algunas tentativas de formalizacidn que
fueron los primeros pasos en la elaboracidn de la 18gi-
ca formal, pero que no condujeron a ningin resultado

nuevoe.

En resumen, durante este periodo no hubo ninguna
evolucidn sensible de las respuestas a las tres pregun-
tas que nos hemos formulado, y aunque los conocimien=-
tos matemidticos aumentaban regularmente, se considera-
ba que los objetos, como sus propiedades primitivas,
estaban dados, y se tenia plena confianza en las re-

glas de raciocinio dadas por los griegos.

El siglo XIX, en cambio, iba a ser testigo de tras-

tornos considerables: se reconsideraron todas las bases
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de la matemitica y el resultado de todas estas nuevas
investigaciones fue el advenimiento de la llamada teo-
ria de los conjuntos, que después de muchas viscisitu-
des, ha llegado a constituir la base de toda la matemé-

tica.

El primer golpe que se dié a las oconcepciones clé-
sicas fue la aparicidén, a principios del siglo XIX de
las geometrias no-euclidianas de Riemann y Lobacheski.En
estas geometrias se conservan las nociones primitivas
de punto, recta etc., pero se abandona el postulado de
Euclides sobre las rectas paralelas. Se supone, por e-
jemple, que por un punto pasa una infinidad de parale-
las a una recta dada. Los matemdticos descubrieron en-
tonces que, atribuyendo a los objetos matem&ticos pro-
piedades diferentes de las que se creian inmutables,e-
ra aun posible hacer matemiticas . Los raciocinios que
se efectuaban a partir de estas nuevas premisas, pare-
cfan tan rigurosos como los otros y los resultados que
se obtenian parecian tambien verdades matemiticas.Sin-
embargo, la mayor parte de los mateméticos se pregunta-
ban todavia cual era entre estas geometrias, las que se
hallaba verificada por la experienciaj provocaban asi,
el problema de las relaciones entre la matemltica y la
fisica, relaciones sobre las que hablaremos mas adelan-
te. De todas maneras, admitian facilmente que, si una
geometria no correspondia a la naturaleza, sus teore-—

mas continuaban siendo verdaderos.

Quebrada la confianza en la intuicién geométrica,

los matemiticos esperaban hallar en lo que se llama
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Anélisis, y especialmente en la teoria de funciones,
un terreno més sdlido, ya que el An&lisis por tener
como punto de partida los nlmeros reales, cuya nocidn,
como lo acabamos de notar, estaba ligada a la de can-
tidad era por tanto muy intuitiva. Asi, descubriendo
con temor que ciertas funciones continuas no tenian
derivadas, o si se quiere que ciertas curvas no te-
nian tangentes, y otros engendros (para ellos) de es-
ta especie se dieron cuenta que la intuicidén matemidti-
ca en general no era muy segura Yy que;por tanto,sera
necesario revisar completamente las bases de la mate-

mética.

Para entender, mejor, la desazdn que cundid en
los espiritus de esa época debemos sehalar: el embara-
zo de los algebristas ante los nuevos nlimeros que se
introducian poco a poco, a saber, los nGmeros negati-
vos, los nimeros imaginarios, etc., objetos matemdti-~
cos éstos, que no tenian ninguna representacién con-
ocreta y que por lo tanto no estaban dados por la na-
turaleza,y en el estudio profundizado de la geometria
de Buclides la observacidn de varias obscuridades en
los raciocinios y lagunas en las definicionesj cites
mos,por ejemplo,la igualdad entre triéngulo o la no-

cién de punto situado entre dos rectas.

Estos hechos, incitaron a los matemlticos del si-
glq‘XIX a admitir que la naturaleza misma de los obje-
tos que estudiaban, era en el fondo secundaria y que
lo que en realidad importaba eran las relaciones entre

estos objetos. Notaron ademds que las relaciones pri-
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mitivas entre estos objetos podian ser modificadas a
voluntad. Se encaminaban asi hacia lo que se llama aho-
ra el método axiomdtico, método que consiste esencial-
mente en raciocinar sobre entes abstractos provistos
de propiedades arbitrariasy nacid de esta manera la

nocién de estructura matemitica.

En este espiritu, fueron revisados, en particular
por el matemdtico alem&n Hilbert, los fundamentos de
la geometria euclidiana, lo mismo que los de las demas
geometrias hasta el punto de que los axiomas de cada

una de ellas fueron claramente explicitados.

Lo anterior nos hace ver que las dos primeras pre-
guntas que nos hemos hecho, recibieron durante el siglo
XIX respuestas muy diferentes a las de los siglos ante-
riores. Lo mismo ocurrié con la tercera la cual fue ob-
jeto de numerosas investigaciones por parte de grandes
matemdticos y 1l8gicos como Hilbert (ya citado),Leibnitz
y Frege alemanes, Peano italiano y Boole inglés, in-
vestigaciones que permitieron poco més o menos la forma-
lizacibén del raciocinio matemldtico y precisar lo que

era una deduccibén rigurosa.

Es interesante notar, que durante el siglo XIX se
pudieron definir correctamente los nimeros racionales,
construyéndolos a partir de los nlimeros enteros, y los

nimeros irracionales.El método utilizado consistia en
considerar un nimero racional como una clase de pagre-
jas de enteros, de hecho, la clase de las fracciones
iguales a una de ellas y un nimero real como una cla-

se de nlimeros racionales. Por ejemplo, se puede decir
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que la clase de todos los racionales x, tales que

x2 < 2 define el nimero real V|23 basta después utili-
zar los nimeros decimales que se acercan a {2 para ob-
tener la escritura habitual. Por lo demés, los nimeros
imaginarios y la geometria euclidiana pudieron ser in-
terpretados en términos de nlmeros reales mediante la
goemetria analitica y en fin, las geometrias no eucli-
dianas recibieron modelos euclidianos. Por ejemplo , si
se considera una circunferencia o una elipse y su inte-
rior y se llama recta toda cuerda de la circunferencia
(o elipse) y se dice que dos rectas son paralelas si
no se encuentran es claro entonces, que por un
punto interior de la circunferencia (o elipse) pasa una

infinidad de rectas paralelas a una recta dada.

De todas estas sucesivas construcciones resultd que,
finalmente, toda la matemdtica se derivaba de la nocidn

de nlimero entero que gquedaba asi como tnica nocidn pri-

A 2 efipse

B

mitiva. Bastaba, entonces, axiomatizar la nocién de en-
tero para lograr las bases definitivas de la matemdti-
ca. Pue el matemitico alemdn Dedekind quien emprendid

esta axiomatizacidn, utilizando los primeros resultados
de la recien acabada de nacer teoria de conjuntos.En el
momento mismo cuando ésta se terminaba, es decir, en el
momento cuando parecia que todo estaba resuelto, nume-

rosas controversias iban a atormentar al mundo matemiti-
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durante un lapso de 30 afos, comprendido entre 1900 y

1930.

Hablemos pues, ahora, de esta teorfa de los con-
juntos que fue objeto de tantas polémicas.Siempre los
matemiticos en sus raciocinios mane jaban los conjuntos
en el sentido intuitivo de coleccidén de objetos.Por
e jemplo,conocian ya bien la nocién de inclusién de un
conjunto en otro. En cambio, la consideracién de con-
juntos infinitos, es decir,que contienen una infini-
dad de elementos,les habia asustado durante mucho
tiempo: un ejemplo simple que resulta de una observa-
cidn de Galileo puede mostrar esta desconfianza ha-
cia el infinitos; nota éste que si asocia a todo ente-
ro n su cuadrado (n2), se establece una correspon-
dencia biunivoca entre el conjunto N de todos los
enteros, y una parte estricta del mismo, a saber el
subconjunto de los cuadrados perfectos. Un tal fendme-
no que no puede tener lugar en el caso finito era na-
turalmente para los matemdticos de esa época algo in~-
quietante. Solamente, hacia fines del siglo XIX las
necesidades del anllisis, y esencialmente el estudio
de las funciones reales, incitaron a un gran matemé-
tico, el alemén Cantor, a un eximen mds profundizado
de estas cuestiones lo cual lo condujo a hechar las
bases de la teoria de conjuntos. Los primeros resul-
tados obtenidos por Cantor fueron precisamente utili-
zados por Dedekind para axiomatizar los enteros.Sin-
embargo, a fines del siglo XIX y comienzos del si-
glo XX aparecen los llamados conjuntos paradéjicos,

como,por ejemplo,el conjunto de todos los conjuntos’
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oonjuntos ouya oonsideracion oonduOla a oontradiooio-
nes intolerables. Fueron por eso muohos los matemati-
00s que se dedicarvn al estudio de estos asuntos con

el fin de salir del atolladero.

Seria evidentemente delicado, dar aqui precisiones
sobre estos problemas y aun dar una definicion correcta
y completa de un conjunto. Sinembargo, se puede notar
que la teoria de los conjuntos debe la resolucion de
sus problemas al progreso de la logica formal dela
cual ya hemos hablado. En espiritu, la l1l6gica formal
no busca 10 que son las cosas que se llaman conjuntos
ni 10 que son los elementos de estos conjuntos, se es-
fuerza solamente en enumerar las oondiciones que es ne-
cesario imponer a la relacion de pertenencia de un ele-
menta a un determinado conjunto. Se efectua asi, con
un lenguaje formalizado, una axiomAtica de los oonjun-
tos, evitando las oontradiooiones.

Resulta de esta breve ojeada, que la teoria de los
oonjuntos nos da las respuestas a las tres preguntas
qgue nos hemos hecho al empezar: en efecto, ahora los
objetos de la matematica son los elementos de los con-
juntos; las propiedades primitivas,las de estos obje-
tos; 10B axiomas,los de la teoria de conjuntos y los
metodos de racibcinio los que fue necesario profundizar
para resolver los problemas de la teoria de conjuntos.
Nacio asi, una cienoia de los fundamentos que partici-
pa de la matematica y de la 1l6gica formal y que es lla-

mada hoy en dia, la Metamatematica.

Empero no se puede pretender que todos los proble-
mas han sido resueltos. Por ejemplo, no se puede afir-
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