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80, CONVENCIONES

En este parigrafo las letras p y q designarin

enunciados (proposiciones, condiciones, propiedades).

1) ~p es la negacidén de p. Se lee Y no p”é\\es
falso que p”. Si p es una proposicibén falsa, ~p
es una proposicibén verdaderaj si p es una proposiciébn
verdadera, ~p s una proposicidén falsa. Si p es u-
na condicidédn entonces un objeto satisface la condicidn
~p cuando Yy solamente cuando no satisface la con-

dicién p.

2) pVq es la disyuncién de p y qj se lee
“p 6 q” (p es cierta & q es cierta & ambas son

verda.deras). Si p y q son proposiciones entonces
la proposicién pVgq es verdadera cuando, y solamente
cuando, una de las proposiciones p y q es verdade-
Ta.

3) p=>q es una abreviacién de (~p)V q; se lee

Y s p entonces q", Yy implica q’J 6 “q sblo si

D )).

Cuando p es falsa, ~p es cierta, luego p =>

q es cierta (aunque q sea falsa ).
4) DPAQq es una abreviacidn de
~((~p)V (~a))3
se lee \\p y q”.
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5) p <=> g es una abreviacibn de

(p => a)A (@ => p)y
se lee “p ¥ q son equivalentes’ § “p gi y sblo si

T « ..
J suele escribirse (311 .

q”. En lugar de Csi y sdlo si
Dos proposiciones equivalentes son simulténeamente ver—
daderas o simulténeamente falsas.

eJj. (l) P y ~~p son equivalentes.

(2) pya y (~p) => q son equivalentes.
Si pf{x} es una condicién que se refiere a X,

7) (¥ x)(p$x§) se lee “existe (per lo menos) un
x tal que p§x§” 6 “para algin x, pixi”. I es el

cuantificador existencial.

Para indicar que existe un objeto, y solamente u-

no, que satisface la condicidn pix’ se escribe a ve-

(« ’

ces (¥|x)(p{x}), ¥ se lee " existe un x, y uno so-

{

=3

lo, tal que pixﬂ)lé existe un Gnico x tal que pix}?
8) ( Vx)(pix}) se lee ‘“'para todo Xy pfxﬁ” 6

. N e :
U cualquiera sea x, pjx}”’. V es el cuantificador uni-

versal.

~( Vx)(p§x}) es equivalente a ( ¥x)(~pfx}).
~( %)(pix}) es equivalente a (Vx)(~pixf).

81. LA TEORTIA DE CONJUNTOS

l. Conjuntos. La Matem&tica estudia ciertos obje-
tos, atendiendo especialmente a sus relaciones mutuas.
A los objetos estudiados por la Matemb&tica se a-

costumbra llamarlos conjuntos; resulta entonces que

[(§

: ] Ay g
“objeto” y conjunto son sindnimos: cada uno de los

objetos considerados es un conjunto. Asi, por ejemplo,

u

un nfimero resulta ser un conjunto méds o menos = compli-
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Los conjuntos se designan por medio de letras: Xx,

Ys seey @y Ay X, ..., u otros signos adecuados. Comin-
5 F \} ‘

mente se dice, por ejemplo, Vel conjunto x”en lugar

de “el conjunto designado por x%

NN~~~

jemplo, las letras a y b, se usan para designar
un mismo objeto (es decir, un mismo conjunto), se es—
cribe

a = b,
Yy se lee "a (es) igual a b! . En otros términos: a =
b significa que las letras a y b son nombres del
mismo objeto.

La negacién de a =b es a # b (lefdo “a (es)
diferente de b"). Con més precisibén: a # b es una
abreviacién de

~(a=1) .

Son propiedades de la igualdad:

(ig.1) d=d& , cualquiera sea o

(ig.2) Si p}x! es una condicibén, y &= P enton-

ces
piaf <=> pipl .
A partir de estas propiedades pueden demostrarse

las siguientes:

(ig.3) Si o« =p entonces B=a ,

(ig.4) Si 4«=p y p=F -entonces o.=¢.

Unicidad.Una afirmacidén de “unicidad’ es una pro-
posicidédn del tipo “existe a lo mds un x tal que
p}x}”, donde p es una condicidén dadaj es decir, se

afirma que,si existe un objeto que satisfaga la condi-
eién p, entonces ése es el Unico objeto que la
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satisface. Para demostrar esto basta suponer que & Yy
P satisfacen dicha condicién, y bajo esta hipdtesis
probar que & = P - En otras palabras, se trata de de-
mostrar que
(pfe3 A pYel) => a=p.

3. Pertehencia. Se admite la existencia de una re-
lacidn que se verifica entre ciertos pares de objetos
(conjuntos); para expresar que el objeto a estld en

dicha relacidn con el objeto b, se escribe
a g b.

Se dice en este caso que 'a pertenece a % (o que

(1

0 :
Va es un elemento de b, a es un miembro de b”

6%a estd en b").

La negacién de a € b se escribe a g b.
En lugar de
aEXAbsxA“.AQEx,
se escribe cominmente
a, b, ...,QE X .

Cuantificadores localizados.Sean A un conjunto
y pixf§ una condicién.
(1) En lugar de ( @x)(x € ApApix}) suele escribir-

se
(&x € A)(pix}),

leyéndoseexiste un x de A tal que pixﬁ" 6 “paza

algin x de 4, pix}"

(2) En lugar de ( Vx)(x € A => pix}) suele es-

oribirse
( vx € 4A)(pix}),
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leyéndose “para todo x de A, pixi" 6 "oualquiera sea
el elemento x de A, pix}”.

Se dice entonces que los cuantificadores han sido

localizados en A,

N~ o~

cidn de pertenencia con a 1lo estd también con b, se
dice que a es un subconjunto (o una parte) de b, o
que a esté contenido en b, o que - b contiene a a,

y se escribe
ac b.

La afirmacién a c b significa entonces que pa-
ra todo xy si Xx es un elemento de a entonces x

es un elemento de b. Luego
acb siy sblo si ( Vx)(x €Ea=>x¢€ b).
Obsérvese que, para todo a
a c a.
En lugar de a € b puede escribirse b Da.

La negacién de a c b se escribe a ¢ b (6
b a). Obsérvese que a ¢ b no significa que

bc a.

82, PRINCIPIOS BASICOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS.

Para desarrollar la Teoria de Conjuntos se admi-
ten nueve Principios Bisicos, de los cuales se espe-
ra que no encierren contradiccidén alguna (?).
alguna sustancia a la discusidns

(PB.0) Existe (por lo menos) un conjunto.
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A s i i

que los objetos de que trata la teoria pueden conside-
rarse intuitivaments como agregados o colecciones de
cosas, y nada més que eso. En forma més técnica: este
principio relaciona la pertenencia (E) y la igualdad
(=), afirmando que cada objeto (conjunto) esté& comple-
tamente determinado por los objetos que estén en la
relacidén de pertenencia con él; es decir: si es verdad
que todo objeto que estd en la relacidn € con a lo
est8d también con b, y reciprocamente, entonces a y

b son nombres del mismo objeto. En simbolos:
(PB.1) (Vx)(x e a<=>x€b) =>a= b
Segin (ig. 2) se tiene también que

b) => (Vx)(x e a<=> x € b),

(a
luego:

(a 4 b) <=> ( Vx)(x € a <=> x € b),
o también (segfin la definicién de inclusidn):
(a=1) <=> ((ac b)A(bca)).

3. Principig de Separacidn. Tiene por objeto re-
glamentar la formacidén de conjuntos a partir de condi-
cionesj; afirma que de un conjunto dado de antemano se
pueden separar los objetos que satisfacen una determi-

nada condicién y formar asi un nuevo conjunto:

(PB.2) Dado un conjunto U y una condicidn p{xi ’
existe un conjunto (y uno sbélo) cuyos elementos son
precisamente los elementos x de U que satisfa-

cen la condicidn pix}.
Este conjunto se designa

{x e Us pixi }
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(es el conjutno de los x de U tales que pfxi')).
Si a = {x e U : pix%} entonces, para todo x
se tiene

X € a<=> XE U/\pixt.

Si a es un conjunto y p?x} es una condicidn

tal que, para todo x

X € a <=> pixiv,

se escribe

a = {x : p}xi},
y se dice que a es el conjunto de los x tales

que pfx?". Segin estos
{x g1 s p§x§}= {x :t X € U/\p{xi,%.

4. El conjunto vacio. Sea U wun conjunto (véase

~e~ne

PB.O), entonces, segin PB.2, puede definirse:
¢={er:x;‘x}.

PROPOSICION 1. Para todo x, x ¢ #.

R~~~ T~~~

PROPOSICION 2. Para todo x, x € @ <=> x # x.

T~ N~ o~ S

Demostracién: Si x € f entonces x e U y x # x3
en particular, x # x. Reciprocamente, x ;l x =
(xeU x#x), pues x # x es falso (por ig.l).Luego
x e g.0 .

' COROLARIO. f={x: x# x}.

~ o~~~ T~~~ i~

Este corolario muestra que ¢ no depende del con-~
junto U wusado para definirlo. La condicibén a 74 525 se

«

lee “a es un conjunto no vacio”.

PROPOSICION 3. Para todo a, f € a.

Demostracidén: Cualquiera sea X, X € ¢ => X € a

(pues, segin proposicién 1, x § x es falso.l
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s s s s s ot

cipio como los que siguen, con dos excepciones, Propor-
cionan diversos procedimientos para formar nuevos conjun-
tos a partir de otros dados.

Todos ellos afirman, bajo ciertas hipdtesis, la

existencia de conjuntos con propiedades especiales.

(PB.3) Si a y b son objetos, existe un Gnico
conjunto cuyos elementos son precisamente a y Db.
Este conjunto se designa
{ a,b} .

Se tiene entonces, para todo x,
x € {a,b} <=> (x=aV x=b).

Luego:
{a,b}= {x : x= aVx=b }.

En lugar de {a,a} se escribe {a} . Entonces:

X € {a% <=> x = a, para todo X.
Luego:
ia}={x: X = a}.
Nota. En general, si existe un conjunto cuyos ele-

mentos son a, b, ¢, «+., este conjunto se designa

{a, by Cy eos b o

6. Principio de Uniones. Con el objeto de evitar

expresiones como " sea a el conjunto de los conjun-

b se emplea a veces el término

tos x tales que ...
 coleccidn? como sindénimo de conjunto . Con esta ter-

minologia el principio de Uniones afirma que:

(PB.4) Para cada coleccién M existe un conjunto,
y uno solo, cuyos elementos son precisamente los
objetos que pertenecen a uno, por lo menos, de los

conjuntos de la coleccidén M. -



Este conjunto se llama la unidén de la coleccidn
M y se designa
UM ecfge-aq)ipcly,
YEM
Segin la definicidn, para todo x,

xelUM <= (Fye M(xey).

Observacidn: Si §x}e M entonces x e U M.

~a e~~~ ~

PROPOSICION 4. Si a, b, ¢ son objetos, existe

T~~~ o~~~

un Gnico conjunto cuyos elementos son precisamen-—

te a, b y c.
PROPOSICION 5. Para todo y, si y€ M enton-

T~ s~ S o s

ces yc UM

Si M = {a, by Gy wee }, en lugar de UM se a-
costumbra escribir :

anUCUoooo

Dados a y Db, para todo x,
xealUb <> (xeaVxeb),
luego:

alb= {x t:xeEaVxebd }.

Interseccidn.

~ o~~~ i~~~

PROPOSICION 6. Si M es una coleccidn no vacia,

~ o o i o

existe un conjunto, y uno solo, cuyos elementos

son precisamente los X tales que X € y para

todo y de M.

Demostracidén: Sea Jy, un elemento de M. Aplican-

do (PB.Z) puede formarse el conjunto
{xeyczxeyparatodoyde M},

el cual satisface las condiciones. La unicidad sigue
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de (PB.1). N
El conjunto cuya existencia se afirma en la propo-

8icidén anterior se llama la interseccién de la coleccidn

(no vacia) M y se designa

M (&6 Ny).
yEM

Para todo x,
xellM <> (VyeM(xey).

PROPOSICION 7. Para todo y, si y € M entonces
NMecy.

Si M x{a, by c,...}, en lugar de (1 M se acos-

_ tumbra escribir

allbNeoN...

Dados a y b, para todo x,
xealNbe<> (x € aAx € b),

luegos
aﬂb={x=xea/\xeb}.

Diferencia_ y Complemento. Si a y x son conjun-

s 0 s s o0 s s s s B s 1 s o i s s s o o

tos, se define
a—x={tea:t;§x§.

El conjunto a - X es la diferencia de a y x.

Si xca, en lugar de a - x se escribe ca o
este conjunto es entonces el complemento de x con res-
pecto al conjunto a.

7. Brincipio del Conjunto de Partes. Se trata de
garantizar la formacidén de un conjunto tomando como ele-

mentos les subconjuntos de un conjunto dado.

(PB.5) Para cada conjunto a existe un conjunto,

y uno sblo, cuyos elementos son precisamente los
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subconjuntos de a.

Este conjunto se llama el conjunto de partes de a

y se designa
P(a).

Para todo x,
xe P(a) <=> xc a,
dnsgai P(a) = { X 1, &€ ahe

Observacidén: Si x € a entonces

{x} € P(a) .

PROPOSICION 8. Para todo conjunto a,

N o o~~~

g e p(a)

a € P(a) .

Ejemplo: (1) P(g) = {4} .
(2)  ®(ig}) - {4, 181} .

Dado un conjunto a y una condicidn pi x§ s Due-
de formarse, de acuerdo con (PB.5), el conjunto P(a):

aplicando entonces (PB.2) a este conjunto se obtiene el
conjunto
{x e P(a) : pfx(} .

Llamando b a este conjunto se observa que, para todo

X
x€ b<=> (xcaApix} ),

de donde
b={x: xc aAp}x}} .
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Los elementos de este conjunto son las partes x

de a tales que p}x}. Resumiendo :

PROPOSICION 9. Para cada conjunto a y cada condi-

N o o i s i N

cidén p}xﬁ existe un conjunto cuyos elementos son las

partes de a que satisfacen la condicién pix§ .

& 3, OBJETOS ESPECIALES

1. Parejas_ordenadas. Los principios enunciados
hasta ahora permiten construir objetos altamente orga-
nizados y que en consecuencia gozan de propiedades in-
teresantess son las relaciones. Con este fin hay que

empezar precisando el concepto de pareja ordenada.
Si a y b son objetos, se define
(a,b) g {.3 ’ {a,b}} .

(a,b) es la pareja ordenada de gemponentes a y b

(en este orden). a (resp. b) es la‘primera”(resp.

“segunda)) componente de la pareja (a,b).

La afirmacidn
¢ es una pareja erdenada

significa

(Ta) (Tb) (c =(a,b)).

Si no hay lugar a confusidén, en lugar de“pareja

- 3 » . »
ordenada”se dice simplemente’ pareja”.

PROPOSICION 1.Cualesquiera sean a, b, x, y,

N o e s

(a,b) = (x,y) sii a=xAb=y.

Esta proposicidén muestra que las parejas son e-

: I
fectivamente “ordenadas”.
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Producto cartesiano.

Nt 0t o P ) P P ot P 1t O ot

PROPOSICION 2. Si a y b son conjuntos, existe

o o P i i s i e s

un Gnico conjunto cuyos elementos son precisamente
las parejas (x,y) talesque x€a y yE€ b.

Este conjunto se llama el producto cartesiano de

a y b (en este orden) y se designa

ax'b .
Para todo 2z,
zeaxb <=> (Fx)(Ty)(xe aArx e bAz=(x,y)).
Luego
ax b = {z : (Ix)(HTy)(xe aAyeb Az = (x,y)}.

La férmula que figura a la derecha en la igualdad ante-

rior se abrevia cominmente escribiendo

{(x,y) t X E aAy E b},

lo cual se lee el conjunto de las parejas (x,y) tales
que X € a Yy Y E b

En general, si existe un conjunto cuyos elementos
sean las parejas ordenadas (x,y) talesque x é ¥y

satisfacen p?x,y}, dicho conjunto se designa

{(5) = pix,5%} -

Relaciones. Una relacién es, por definicidn, un

NN~~~ ~~

conjunto cuyos elementos son parejas. Con més precisidn

DEFINICION. P es una relacidn <=>

~ T~~~ S~ ~

> 2z es una pareja).

—~
<q
N

~r

—~
N
m
©

1

Observacidn. ¢ es una relacidn.

) N st

Si P es una relacidn, en lugar de (x,y)ep sue-

le escribirse

xPy.
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lo cual se lee “x est4 en la relacién P con yv 6

“x estd P-relacionado con y2,

PROPOSICION 3. Para cada relacién P existen con-—

e o o o s s o i e o

juntos dp Y T, tales que

(1) para todo x, x € d, sii @ y) (zPy),
(2) para todo y, vy E r, 8ii @ x) (xPy).

Seglin esto:
d, ={x= @y)(x e y)};
rp={y : @x)(x e y) Y.

dp se llama el dominio de ©F. T, se llama el recorri-
do de ., El conjunto d, U r, se llama el campo de
la relacién P y se designa Cop

Inversas. Si P es una relacidn, el conjunto

{(x,y) s yPx

es también una relacidén. Se llama la relacién inversa

de P y se designa

Evidentemente:

dp-1=rp’ r =dp’ (4] . = C

Composicién. Si o y P son relaciones, el con-

o~ AT o s s s i s

junto
{(x,2) + (Ty)((x,5) € P A (y,2) € o)}

es tambiédn una relacién. Es la relacidn compuesta de

o y P (en este orden) y se designa

oof .

Ficilmente se prueba que

Goh € Fp ¥ W Vpp © Ty 0
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3., Funciones. El concepto de funcibén es quizés el

o~ e e

m&s importante de la Matemética.

DEFINICION. Una funcién es una relacidén f tal

~ o~~~ i~~~

que, para cada x existe a lo mds un y tal que

(x,y)  f.

En otros términos: f es una funcibn si y sdlo si
f es una relacidén y ademds, para todo x, todo y §é
todo Yy’

»

(xy5) € £ A(x,5°) €ef = y=7y.

Observacidn? ¢ es una funcibn.

O~ o s s i o e

Si f es una funcién y x € df, se usa el simbo-
lo
f(x)
para designar al Gnico y tal que (x,y) € f. De este
objeto f(x) se dice que es el valor de f en x §

la imagen de x segin f.

PROPOSICION 4. Si f y & son funciones, enton-

A R N N~~~ i~~~

ces f =g siy sblo si df = dg y para cada x

de este conjunto f(x) = g(x).

Se dice que una funcién f es de a en b si

(1) dp = a

(ii) r, < b.
Intuitivamente, una funcién de a en b define una
“regla” & “ley” que a cada elemento x de a le ha-
ce corresponder un elemento y de b, ¥y uno sblo.Pa~

ra sugerir esta interpretacién se escribe

fsta - b

a~ b.
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Eje. Dado un conjunto a, el conjunto
{(x,x) ¢! X E a }

es una funcién de a en a. Se llama la funcidn
idéntica de a y se designa ia' Esta funcidn a-
signa a cada elemento x de a el mismo elemento

Xe

PROPOSICION 5. Si g y f son funciones, enton-

o~~~ o~~~

ces gof es también una funcidn.

DEFINICION. Sea f wuna funcién de a en bs

A N~~~ e~

(1) f se dice biunivoca (6 uno a uno) si para to-

do x y todo x’
x# x> f£(x) # £(x").

(2) £ se dice sobreyectiva (o que es una funcidn

de a scbre b) si para todo elemento y de
b existe un elemento x de a tal que y = f(x).
Es decir, si todo elemento de b es la imagen
de algin elemento de a.

(3) Se dice que f es una biyeccién de a sobre

b (o que f establece una correspondencia bi-

tinivoca entre a y b) si f es biunivoca ¥y
sobreyectiva.
PROPOSICION 6. Si f es una biyeccién de a so-

T N e Y e

bre b, entonces £ es una biyeccién de b so-

PROPOSICION 7. Si f es una biyeccién de a so-

N 0 v i 0 i s

Gre b y g 28 una biyeccién de b sobre c, en-

tonces gof es una biyeccidén de a sobre c.

BEquipotencia. Se dice que un conjunto a es equi-

~Naaaa N

potente con un conjunto b, Yy se escribe

a Eq b, &



si existe una biyeccidén de a sobre b.

PROPOSICION 8. Para todo a, para todo b, y

T~ N N~~~

(2) aE b => b E a,
(3) (a B bA b Eqg ¢) => a Eq c.
Debido a la propiedad (2) de la anterior propo-
sicién, en lugar de “ a es equipotente con b”, pue-

de decirse “a ¥y b son equipotentes?,

4. Operaciones. Una operacidén binaria (o ley de

o~ N s s g

composicidn interna) en un conjunto E es una funcidn

%xtExE > E . Si (x,y) € E, en lugar de #*((x,y)) se
escribe X ¥y .

5. Ordenes. Es importante introducir en Mateméti-

N~~~

ca la nocidén de “precedencia? .

DEFINICION. Una relacién de orden parcial (o simple

~ i~~~ o~~~ i~~~

mente un orden) es una relacién  que satisface las

condiciones siguientes:

(1) Reflexividad: x < x, para todo elemento x de
C$ L]

(2) Antisimetria: (x{yA y$2z => x=y, Dpara
todo x y todo y.

(3) Transitividad: (x{y A y§2z => x4z, para
todo x, todo y y todo z.

Si £ es un orden y d§= E se dice que £ es'un

orden en E y que E es un conjunto (parcialmente)or-

denado por
Si ¢ es un orden en E y para todo x y todo
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Yy se tiene
x{y Vygx,

se dice que € es un orden total (o lineal).

Sea E un conjunto ordenado por.{ Yy sea A una
parte de E; se dice que a es un minimo (resp. méxi-
yﬁ) de A s8i acgA y ademds agfx (resp. xg a) para
todo x de A. Un conjunto (subconjunto de E) tiene

a lo més un minimo (resp. méximo).

DEFINICION. Se dice que un orden < en E es un

buen orden (o que E estd bien ordenado por 4{)

si toda parte no vacia de E +tiene minimo.

0 s o s e it s s s e

84. PRINCIPIOS BASICOS DE LA TEORIA DE CONJUN-

T0S (Continuaciédn)

1. Conjuntos recurrentes. Para cada conjunto x
se defines
x" = xU{x}.
El conjunto x* se llama el siguiente de x. Segin la
definicién de x', para todo 1

tex <= (t=xVit=2x).

Ej. (1) #' = pU{g}- {s}
(2) g™ =i} = {4,441}

PROPOSICION 1. Para todo x,

0 0 s o N s o P s o

(1) =& x'

(2) xcx'.

DEFINICION. Se dice que un conjunto a es recu-

AN N N N~~~

rrente si:
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(i) ¢ € a

£ ¥ +
(ii) Para todo Xy 81 X E,a entonces x € a.

Intuitivamente, un conjunto recurrente a debe te-
ner una infinidad de elementos. En efecto, ¢ € a (se-
glin (i)) y entonces aplicando reiteradamente (ii), se
observa que los objetos ¢+, ¢++, ¢+++, ees SOn tam-

bién elementos de a (y son distintos entre si).

PROPOSICION 2. La interseccidén de cualquier colec-

~ S~

2

cidén no vacia de conjuntos recurrentes es un con-

junto recurrente.

2. Principio del Infinito. Para el desarrollo de

la Matemdtica usual son imprescindibles los conjuntos

W L4

infinitos ™ El principio del Infinito garantiza la e-

xistencia de estos conjuntos:
(PB.6) Existe un conjunto recurrente.

Esta afirmacidén implica (PB.O), por lo cual ésta
Gltima puede eliminarse de los principios bésicos pa-

sando a ser una proposicidn (demostrada).

de Eleccidén. Se trata en este caso de

~ ~

3. Principio
. d Ay B A
garantizar la posibilidad de formar un conjunto eligien-
do” un elemento de cada uno de los conjuntos mienbros

de una coleccidn.

(PB.7) Si M es una coleccidn cuyos miembros son
conjuntos no vacios, entonces existe una funcidén e

con dominio M y tal que, para cada a de M
e(a) € a.

De una funcién e que tenga estas propiedades se

dice que es una funcibn de eleccidn para M.

4. Principio de Sustitucién. Este principio propor-

~ s~~~
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ciona un procedimiento para formar conjuntos, més pode-

roso que (PB.2).

(PB.8) Si pfx,y{ es una condicibén, a es un con-
junto y se tiene que, para cada elemento x de &
existe a lo mds un objeto y tal que pfx,yf, en-
tonces existe un Unico conjunto b cuyos elementos
son precisamente los objetos y tales que p}x,y},

para algin x de a.

0 0 s s s ot TRt s o 0 o 0 s ot 0 P s s s s s ) s s

elimina explicitamente la existencia de conjuntos que

posean propiedades intuitivamente patolégicas.

(PB.9) Todo conjunto no vacio a tiene un elemen-

to x tal que

La siguiente proposicidn y su corolario ilustran

el tipo de propiedades que se derivan de (PB.9).

PROPOSICION 3. Para todo x, X § X.

T~ 0 P s i o i o e

COROLARIO. (1) Para todo x, X' # x.
(2) No existen conjuntos & y b tales

qQue a€b y bE a.

85. LOS NUMEROS NATURALES

1. El conjunto N de_los Numeros Naturales. Los

P e D R e

conjuntos

¢
gt = {9}

gt = {6,{8}3

g - (8,484,108, 141353
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tienen , respectivamente, ninguno, uno, dos, tres, ...
elementos, resultando asi candidatos para llevar los

nombres O, 1, 2, 3, ...., respectivamente.

El conjunto cuyos elementos son los objetos ¢,
¢+, ¢++, ¢+++, etc., es recurrente y estld contenido
en todo otro conjunto recurrente. Esta observacidén es
la base intuitiva de la definicidn del conjunto N de
los nlmeros naturales. En seguida se enuncia el teore-

ma bisico de existencia y unicidad.

~ o~~~ o~

estd contenido en todo otro conjunto recurrente.

Demostracién: Sea a un conjunto recurrente (v.

PB.6). Puede definirse (v. 52;7,prop.9):

Ra = {x ! X C a NAXx es recurrente } .

Entonces, para todo x,

x€e R <=> (x € a A x es recurrente).

Como la coleccidn R, no es vacia, puede definir-
se N =[] Ra « Bl conjunto N satisface las condicio-
ness en efecto:

(1) N es recurrente (v.§4;l,prop.2).

(2) Si b es un conjunto recurrente cualquiera,
entonces (a [l b) € R, . Luego Nc (a Mb), y enton-
ces N c b.

La unicidad es trivial.l

DEFINICION. Se dice que un objeto n es un nimero

natural si y sblo si n es un elemento del Unico

conjunto recurrente que esti contenido en todo otro
conjunto recurrente.

Como ya se indicd, el conjunto de los nimeros natu-
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rales se designa N (es el®menor”’de todos los conjun-

tos recurrentes).

Los nimeros naturales se designan cominmente por

medio de los bien conocidos signos arébigos:

f se designa O y se llama cero,
#* se designa 1 y se llama uno,
¢++ se designa 2 y se llama dos,

y asi sucesivamente.

El conjunto de los nGmeros naturales diferentes de

0 se designa N* (8 N+)-Con mis precisidns
N'-{new:n+0}.

2. Los_axiomas de PEANO. La definicién de N dada
en el punto anterior permite demostrar los llamados A~
xiomag de PEANO.

Nota. En lo sucesivo se omitiréd frecuentemente los
cuantificadores 4para todo,...7 ¥y & para todo ele-
mento n de N 4... ».

En consecuencia estos deben sobreentenderse en donde

correspondan.

TEOREMA 2  (“Axiomas“de PEANO)

~ar e

(p1) Oe W
(P.2) Si ne N entonces n' g N.

(P.3) (Principio de Induccidn, 12 forma)

Si ScWN y ademés
(1) oe's

+
(ii) Si ne€ 3 entonces n € S,
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Entonces S .

(P.g4) 04 nt (para todo elemento n de N).
(P.5) Si m' = n' entonces m=n .

Demostracién de (P.1) y (P.2): Bstas afirmaciones
expresan sencillamente que N es recurrente, lo cual
es inmediato segin su definicién.ll

Demostracién de (P.3): Las condiciones (i) y (ii)
indican que S es recurrente y entonces N < S. Como

ademds S c N,por hipbtesis, entonces S = N.W

Induccidn.

N~~~

N

Sea p}ni un _enunciado que se refiere a n. Si

(i) pio} (es cierto) y
(ii) (Vn e N)(pin} = pfn+i ), entonces (¥n € N)
(pfn}).
Demostracibén: Sea S =-{n e N p{ni}; entonces S
satisface las condiciones de (P.3) siendo, en conse-
cuencia, S = . Luego pin}y (es cierta) para todo n

de N.H

Las aplicaciones del Principio de Induccién se lla~-

man demostraciones por induccidn. Cuando se usa la 2a.

forma del mencionado principio, la verificacidén de (i)
es generalmente trivial. Para verficar (ii) se supone
que pint es cierta, y bajo esta hipbtesis se demues-
tra pjn+j; en el curso de este razonamiento se dice

que pin{ es la hipdtesis de induccidén (hip. ind.).

En seguida se darén dos ejemplos de demostraciones
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por induccidn.

PROPOSICION 2. Para todo nimero natural n, si

PP NPSP NP PN PP

k En entonces kcn (cualguiera sea k).

Demostracién: Sea pin} 1la condicién
(Yk)(k en = kcn).
(i) La proposicién

keO = kcoO
es cierta (cualquiera sea k) pues O = ¢ Yy entonces
k € O es falsa, cualquiera sea k (v.82, Prop.1l). Lue-

go es cierto que
(Vk)(k e 0 = kcO0),
es decir, p}0} es cierta.

(ii) Supongamos que pin{ es cierta, es decir, su-
pongamos que si k € n entonces kcn, y sea k € n+.
Entonces

ken V k=n.

Pero si k.€ n entonces k ¢ n (por hip. ind.). Y si
k = n entonces k € n. En todo caso k € n, y entonces

k ¢ n* (puesto que ncn’).

< A +
Se ha demostrado que, si k € n entonces kcn

(oualquiera sea k). Es decir, se ha demostrado que

p}n+i es cierta (bajo la hipbtesis de que pin} 1lo es).

Puede entonces afirmarse que ( Vne N)(pin}), o lo
que es 1o mismo:

(vnEN)(Vk)(kEn=> kcn),

que es todo lo que se deseaba demostrar.ll
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La proposicidn anterior puede ser reformulada como
sigue:

PROPOSICION 2°. Para todo nlmero natural n,

~ N~ N~~~

me KEN = men

(cualesguiera sean m y k).

PROPOSICION 3. Para todo niéimero natural n,

~~~~~~~~~~
n ¢ n.

Demostracién: Sea pjn} la condicién

n ¢ n.

(i) p%0§ es la proposicién O ¢ O, 1la cual es cierta

debido a que O = ¢ (v.B2, prop.1l).
(ii) Supongamos que n ¢ n (hip. ind.). Si sucedie-
+ + + +
raque n €n, entonces n €n & n = n, Recor-
dando que n € nt se concluirfia en ambos casos que
nen (v. Prop.2”), lo cual contradice la hipbtesis de
induccidén. En consecuencia, nt ¢ n'. Queda entonces

demostrada la afirmacidn
(VHEN)(nén),
que es precisamente la Proposicidén 3.

COROLARIO(1) Para todo n de N, n' # n.
(2) No existen nimeros naturales m Y n tales que

mMEN y neEm

La proposicibén anterior (y sus corolarios) muestran
que los resultados expresados por la Proposicién 3 del
84 (y sus corolarios) pueden obtenerse cuando x es un

nimero natural sin usar el Principio de Regularidad.

Demostracién de (P.4): Si n & N, entonces n € n+;
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luego n' £ g.0

Demostracibén de (P.5)z Sean m y n nGmeros na-
turales. Supongamos que ot = n+, Como m € m+ enton-

+ :
ces me n, es decir,

meENnyY m-=n,
Anélogamente,

nem V n=n,
Luego, si fuera m # n se tendria
menAnen

lo cual no es posible (v.Propo.3,Cor.(2)). Entonces

m’no.

3. La funcién sg ( “el siguiente de” ). Puede defi-
nirse una funcién de N en N asignfndole a cada n
de N su siguiente n*. Esta funcién se llama‘el si-

guiente de” y se designa sg:

sg:N - N
n ~>n"
Con més precisibén: Existe un (nico conjunto cuyos
elementos son precisamente las parejas (m,n) tales que

+
nelN y melN y m = n. Este es el conjunto desig-

nado sg.

La funcibén sg es biunivoca mas no sobreyectiva
(ve Po5 y P.4). Con mls precisibns

PROPOSICION 4. La funcidén sg es una biyeccidn de

N scbre N*.

Demostracidns Para probar que el recorrido de sg

es N*’ basta hacer induccibén sobre n para demostrar
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que la condicidn

Si n % O entonces existe un finico m tal que

mf =n
es cierta para todo n.i§
La funcién sg = se designa at:
at:* -,

Para cada n de Nf el nimero at(n) se llama el ante-
rior a n Yy se designa n. En consecuencia, para to-

do m Yy todo ns

n=nm <=> m=n .
Departamento de Matemdticas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia
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