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ENSENANZA DEL PRINCIPIO DE
INDUCCION COMPLETA, A NIVEL DE CUARTO
ANO DE BACHILLERATO
por
Hernando ALFONSO CASTILLO
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Recordemos lo que significa la relacidén de inclusidn

entre conjuntos:
(A € B) <=> (Vx,xeA => x € B).

Lo anterior se lee: El conjunto A esti contenido en el
conjunto B, si y sb8lo si todos los elementos Xx que per—-
tenecen a A pertenecen a B. De acuerdo con la defini-
cién dada, A c¢ B también incluye la posibilidad de que

A = B. En efecto,

(A=3B) <=> ((AcB)A(Bc 4)).

o o s s R s s s It ot s ot s s ot i i Pt I o i Pt b

A GIUSEPPE PEANO, matemédtico italiano, se debe un
conjunto de axiomas a partir del cual puede desarrollar-
se deductivamente la aritmética de los nGmeros natura-
les. Antes de enunciar los postulados de PEANO, mencio-

naremos dos ideas con las cuales estamos familiarizados,
W 4 |\ ; |
a saber, namero natural” Yy 31gu1ente’ 6 “sucesor?.
Simboljizaremos el conjunto de los nimeros naturales

con N y el operador ‘sucesor de il %8 “siguiente

+ .
de ...! asi: , de modo que si n es un nimero natu-

+ T
ral, n se lee: el siguiente de n, 6 el sucesor de

Ne
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Postulados de Peano.

(A4 ) ou¥

(ii) ae¥ =>atenN

Giis). e L8 A

(iv) a' =" = a=bh

Las cuatro proposiciones anteriores corresponden a

hechos que nos son familiares:

(i) Cero es un nimero natural.

( ii) Si a es un nimero natural, entonces el si-

guiente de a también es un nimero natural.

(iii) Cualquiera sea a, oero es diferente del si-

guiente de a. Esto se puede enunciar también:
cero no es el siguiente de ninglin nimero natu-
ral.

( iv) Si el siguiente de a es igual al siguiente

de b, entonces a = b,

El quinto postulado, que enunciaremos luego, es el
llamado principio de induccidén completa el cual, como
veremos, es tan flcil de aceptar intuitivamente como los
anteriores.

Pensemos, entonces, en un conjunto K que cumpla con

las siguientes condiciones:

a) KcN, K#£§

b) O€Kk

¢) ¥z, xe K= x €K

Es decir:

a) K es un subconjunto no vacio de N
b) Cero pertenece a K.

¢) Cualquiera sea x, si x pertenece a K, en-
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tonces el siguiente de x también pertenece a K.

éQué podemos decir del conjunto K %...

En el caso de que no aparezca ficilmente la respues-
ta a la pregunta anterior, observemos que si combinamos
las proposiciones b) Yy c) podemos afirmar que uno (1)
pertenece a K (poniendo cero al puesto de x en la
proposicidn o)). Si en la proposicidn o) ponemos uno
al puesto de x, entonces se puede afirmar que 2 € K.
Si ponemos 2 al puesto de x, entonces podemos afirmar

que 3 € K, etc.. Por consiguiente, K = N,

Enunciemos ahora el principio de induccidn:

KcN, K#§
0 ek = K= N

+
x, xEK=>x €K

Nota. En el caso de que no se cumpla que O € K,
pero si se cumpla que 1 € K, ademls de las otras

dos condiciones, entonces se deduse que K=N -{(ﬁ,

o sea que K estd integrado por tedos los numeros
naturales comr excepcidén del cero.

Andlogamente si no se puede afirmar que O € K mi

que 1 & K pero si que 2 € K, ademids de las otras
dos condiciones, entonces se deduce que K = N - {0,1}:

etc..

3. Proposiciones Categéricas y Condicionales.

~o~~ ~Hrvri i

Antes de estudiar las aplicaciones que tiene el prin-
cipio de induccién, veremos qué es una proposicidén ca-
tegbérica y qué es una proposicidén condicional. Conside-—

remos para el efecto los ejemplos siguientes:

66



(1) e
(2) x+6=28

En el ejemplo (1), podemos afirmar que la proposicidn
™3 14 =77 es verdadera. En el ejemplo (2), no pode-
mos afirmar que la proposicién “x + 6 = 8% gea verda-
dera o sea falsa, porgue su valor de verdad o de false-
dad depende del nfimero por el cual se sustituya x : si
se sustituye por 2, es verdadera; si se sustituye por
cualquier otro nGimero, es falsa.

Anélogamente, si consideramos los ejemplos

10
12

(3) 5+6
(4) 4x

podemos decir que (3) es una proposicién falsa, en
tanto que la verdad o la falsedad de (4) depende del

nimero que ocupe el lugar de x.

Los ejemplos anteriores nos ilustran la necesidad
de clasificar las propesiciones en dos tiposs

a) Categbricas, o0 sea aguellas de las cuales se

puede afirmar la verdad o la falsedad.

b) Condicionales, o sea aguellas de las cuales no

se puede decir que sean verdaderas o falsas.

Veamos ahora cémo puede transformarse una proposi-
cién condicional en una categbdrica. Una manera consis-—
te en sustituir la variable por una constante:

> 3.4 = 12 (verdadera)

3x = 12
~— 3¢5 = 12 (falsa)

Otra manera consiste en cuantificar la variable, es

decir, en expresar para qué valor o valores de x se
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verifica la proposicidén dada.

Refiriéndomos al ejemplo, podemos decir:“ Existe por 1lo
menos un x tal que 3x = 12¥; en simbolos, Eaxq 3x = 12,
M4s enfiticamente podriamos decir: “Existe un solo x

tal que 3x = 12% en simbolos, ﬂ!x, 3x = 12.

Las proposiciones que hemos obtenido cuantificando,
son ambas verdaderas. Se puede cuantificar también asi:
VPara todo x, 3x = 12% en simbolos, Vx, 3x.= 12+ En
este caso hemos obtenido una proposicién categdrica, pe~
ro falsa.

Una proposicidn categdrica verdadera, obtenida usan=-

do el cuantificador “para todo x% es 1la siguiente:

Vx, x+0=x.

(N »
4. EL operader la suma de

~amrr S~ o~

Consideremos
1l+2+3+4+5.

Esta expresién se puede abreviar con el simbolo

2
ZJ
J=1

/

- . 2 s .
suma de Jj, variando J entre uno y cinco”.

que se lees

La ventaja de este simbolo se comprende més ain en

el ejemplo siguiente:

50

Z3J

J=1
En efecto, sin el uso de este simbolo (operador sobre j)
resultaria muy largo escribir la suma de los nimeros

comprendidos entre 1 y 50. A veces se usan también
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los puntos suspensivos para abreviar:
1+2+3+4+ ...+ 503

pero el simbolo 250

j=1 J es mas compacto.

Veamos otros e jemplos:

3 ; 1 3
£ (a+b)Y = (a+b)® + (a+d)" + (a+b)2 + (a+b)
j=o

o

z 1/<j+1)=-{-+§+§+;11-+%+%
J=0

4

I 8(5-1) #0426 3+ 12

j=1

30

L §(3+1) =miBis 2. 4.6 + 12.+.20 #veee + 93D
J=o

i 2 - 2
L (§41)° =9 + 16 + 25 + +us + (n+l)
=2

Ahora si vamos a estudiar algunos ejemplos en los

cuales se aplica el principio de induccidn:

(l) Consideremos la proposicibén condicional si-
guiente:

n
o n(n+l) (proposicién condicional en n)

j=0
Si n=0, la proposicién quedas 2.0=0. (0+1), lo cual
es cierto. Si n = 1, la proposicidén queda: 2.0 + 2.1 =
1(1+1), lo cual es cierto. Si n = 2, la proposicidn
queda: 2.0 + 2.1 + 2.2 = 2(2+1), lo cual es cierto. Po-

driamos transformar la proposicibén condicional anterior

en categdrica cuantificando asi:
n
n, I 2j = n(n+l)
Jj=o
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La proposicidén asi obtenida es verdadera, puesto que ya
hemos comprobado que el conjunto de los verificantes de
la condicidén dada no es vacio. Sin embargo, si sustitui-
mos n por 3, 4, 5 , 6, sucesivamente, podemos obser—
var que la fdérmula sigue siendo verdaderay esto nos lle-
va a suponer que la férmula bien puede ser vAlida para
todo nlimero natural ng pero las verificaciones hechas
ahora no nos autorizan para afirmarlo. AGn cuando veri-
ficésemos sucesivamente para n = 7,8,9,...,80 que la
férmula se cumple, no podemos afirmar su validez para
n = 81 hasta no haberlo verificado.

Veamos ahora cdmo se puede demostrar que

n

(1) Vn, L 2] = n(n+l)

j=o

Consideremos el conjunto

n :
K —{n s zj-—-o 2] = n(n+l) g

Este conjunto no es vacio, pues ya hemos comprobado que
OeKy, 1 €Ky oo0oy 6 € K. Podemos afirmar ademds que
K c N. Si logramos demostrar que \/s, s € K = s+l € K,
entonces podemos decir que K = N, o sea (1). Veamos

»
como:

)

s € K <=> O+42+4+...428 = s(s+l) =>

=> (0+2}4+...+28) + 2(s+1) = s(s+l) + 2(s+1)
(hemos sumado 2(s+l) a ambos lados de la desigualgad
anterior)

=> 0+2+4+...+28+(s+1)2 = (s+1) (s+2),
factorizando (s+l). Pero esta Gltima igualdad expresa
que s+l € K. En resumen, hemos mostrado: K % ¢, KcN,
O e K, seK => s+l € K, todo lo cual implica que K=N.
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2+7+12+. . . +(58-3) + (58+2) = (s+1)(58+4)/2
(En esta Gltima igualdad se ha sustituido n por s+1.)
Luego, s+l € K. En resumen:

KcN,K#¢
lek = K

s € K=> s+l € K

1]

N-{Og

n
Por consiguiente, Vn, n # o, 2(53-3) = n(5n—1)/2
J=1

(4)Sea la proposicidén condicional en n

n 1 o
(4) grofThug pfinny
J=1
Tenemos:
TR e P8 0
o 3

n=2-=>2 + 21 = 27 -1
n=3=2%4 21 + 22 IR LI 1
Consideremos entonces el conjunto
noo. oy 1
K=1{n: z2 =2—1}
J=1
Tenemos que K % ¢, KcN y 1€ K. Debemos mostrar

que s € K => s+l € K. Sea, pues,

et WP g R Y Sl PRI e
st M, < e oo oo e o ol
= 28+1 -1 = s+l € K.
Por consiguiente:
no o, "
Vn, n#0, 2297 =2"=1

j=1
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La parte de la demostracidn que puede ofrecer alguna
dificultad es la que justifica el paso de la afirmacidn
s € K a la afirmacién s+l € K . Pero no es difi-
cil ver cudl es la operacidn que es necesurio realizar,
si se escribe aparte la proposicidn que significa que
s+1 € K , para tener a la vista el resultado al cual

hay que llegar.

(2) Sea la proposicidn condicional en n

. 2
(2) £ (2j-1)=n
1
Tenemos:
n=1 = = 12
n = = 1+ 3= 22
n=3 = 1+3+5= i

Si llamamos K el conjunto de los verificantes de la
condicién (2), podemos afirmar que tal conjunto no es
vacios por otra parte, 1 € K , ¥y
s € K <=> 1+3+...+(2s-1) = 8¢ i
1+3+...4(28-1) +(2s8+1) = 8 + (28 + 1)
= 143+..:+(28-1) + (28+1) = (8+1)% = s+lek.

Hemos sumado é ambos lados de la segunda de las ante-
riores igualdades el nlimero impar que sigue a 2s-1, &

sea 2s+l. En resumen,

K#@, Kec N

1 ek => K=N-§OS
s €K = s+l € K
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O sea

Vn, n;(O,
J

(1) won®
1

M

Obsérvese la wutilidad de la demostracidn por induccidnj
una vez llevada a cabo, podemos afirmar (refiriéndonos
al ejemplo anterior) que la suma de los 20 primeros ni-
meros impares vale 400, sin necesidad de realizar la si-

guiente operacidn:
20
L (2j=1) = 143+5+...439 = 400
J=l

basta aplicar la férmula que se ha demostrado védlida pa-

ra todos los nimeros naturales distintos de cero.

(3) Sea la proposicidn condicional

3) ?fl(sa-s) (o] 3

J

Tenemos:

1(5°1 - 1)/2
n=2=>2+17=2(52-=-1)/2
n=3=2+7+12=3(53-1)/2

n=1= 2

Consideremos entonces el conjunto

= 3

K = {n : L (55-3) = n(5n-1)/2 }
J=1

Tenemos entoncess K# @, Kc N y 1€ K. Debemos mos-

trar ahora que s € K => s+l £ K3 en efecto: sustituyen-

do n por s tenemos

s € K <=> 2+7+12+...+(58=3) = s(5s-1)/2 =>
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(5) Consideremos un poligono convexo simple, por e-
jemplo un pentigono. Se dice que dos vértices son opues-

e

D

B

tos si no pertenecen a un mismo lado (por ejemplo, en la
figura, E y C + Se llama diagonal del poligono a todo
segmento que une dos vértices opuestos. De cada vértice
se pueden trazar tantas diagonales como vértices tiene
el poligono menos tres, a saber, el vértice considerado
y los dos vértices adyacentes. En el ejemplo} desde A
se pueden trazar las diagonales AD y KE; desde E
EB ¥y EE; desde D: DA y 55; desde C: AC y CE: des-
de B: BE y BD.

Obsérvese que en este proceso cada diagonal ha sido
repetida una vez, puesto que, por ejemplo, EB es los
mismo que BE. Se comprende fhcilmente que el razona-
miento empleado para el pentigono es v&lido para un po-
ligono de n 1lados (o n vértices): Desde cada vértice
se pueden trazar n-3 diagonales; como hay n vértices
en tbtal se trazan n(n—3) diagonales. Pero en este pro-
ceso cada diagonal ha quedado repetida una vezj por tan-—
to, la férmula que expresa el nimero de diagonales de un
poligono de n lados queda n(n—3)/2 (v&lida para
n > 3.

Segin el razonamiento que precede, aparece como in-

tuitivamente aceptable que si con Pn se simboliza un
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poligono convexo de n lados y con d(Pn) se simboliza

el nlmero de sus diagonales, se cumple
(5) Vn, n >3, d(Pn) = n(n-3)/2

Vamos a mostrar que la proposicibén anterior es verdade-
raj usamos induccidn sobre el nlimero de lados n del
poligono. Dada la condicidn d(Pn) = n(n-3)/2 podemos
verificar que:

Si n=3 = d(P3\= 3(3-3)/2 . En efecto, un trién-
gulo no tiene diagonales.

Sin= 4 => d(P4) = 4(4-3)/2. En efecto, un cuadrilé-
tero tiene dos diagonales.

Si n= 5 => d(P5) = 5(5-3)/2 . En efecto: un penté-
gono tiene cinco diagonales.

Si llamamos K el conjunto de los verificantes de la

condicién dada,

K={n:a(®) = n(n-3)/2} ,

podemos afirmar que Kc N, K# @ y 3 € K. Debemos

demostrar ahora que s € K => s+l € K. Escribamos

sekK <> d(P) = s(s=3)/2
s+l € K <=> d(PS+1) = (s+1)(s-2)/2

Determinemos cuintas diagonales nuevas aparecen en un po-

lfgono de s lados cuando se aumenta un vértice. Sea R
R

/ K

el v8rtice que se aumenta; entonces PQ que era un lado

es ahora una diagonal. Como el poligono tiene s+l vér-
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tices, entonces el nimero de diagonales que pueden tra-
zarse desde R es (s+1)—3. Asi que el nimero de dia-
gonales nuevas est4 dado por ((s+l1)=3)+l, teniendo en

cuenta la diagonal PQ. Por consiguiente,

a(p = d(p) + (s-1) = (s(s=3)/2) + (s-1)

s+1)
= (s+1)(s=2)/2.

Luego s+l € K, mostrando asi (5).

(6) Sea la proposicién condicional en n
(6) o+ 110° = 6(n3 + n)

Tenemos:
piw, Ovab o, iR nneiee Hhod
n=1 => % 1354@e 6(13 + 1)
4 2 3
= 2 = 2 +11le.2 Leod 6(2 + 2)
34 411,32 = 6033 + 3)

S W
Consideremos entonces el conjunto K
K =<{n: o #2108, 6(n3 + n)}
Tenemos: K c N, K % ¢ s O € K. Veamos si

s € K= s+l € K.
Ahora bien:
s &K <= g4 + lls2 = 653 + 6s
s+l € K <=> (s+1)% + 11(s+1)2 = 6((s+l)3 s Lo 1)y
<> st + 453 + 17s2 + 26s + 12 =

3

= 68 + 1852 + 248 + 12.

En la Gltima igualdad se ha sustituido n por s+l.
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8 € K <=> 54 + lls2 = 633 + 68 =>

(s4+lls2) + (4s3+652+263+12) =

(6s3 + 68) + (433 + 68° + 268 + 12) =
« 108° + 68° 4328 + 12 # 68> +1882 + 248 + 12.

Lo anterior significa que de la proposicién s £ K no
se puede deducir la proposicidén s+l € K, o sea que la
proposicidn condicional dada no se se cumple para cual-

quier nmero cardinal n. En efecto, la igualdad
nd 110 s 6(n3 +n)
es equivalente a

ot - 6n3 + 11n® &i6n’'s 0,

la cual proviene de
n(n~1) (n-2)(n=3) = 0

como puede verificarse. Los Gnicos verificantes de la
proposicidn condicional n(n-1)(n-2)(n-3) = 0 son
05352, 5

Podriamos considerar como otro ejemplo, la propo-
sicién condicional n(n-1)(n-2)...(n - 100) = 0, la cual
se cumpel para n = 0, 1, 2y +¢sy 100, pero para n =

101 {y cualquier otro valor) es falsa.

Los siguientes ejercicios pueden proponerse entonces
al curso:

l. Determinar la veracidad de las proposiciones u-
sando la demostracidén por induccidns

1) Yn, T (43 - 2) = 20®
J=1
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5). ny LB 2397t = 3% 4
315 e 23 33 « n2(n+1)%/4

4) mny L 1/3(3+1) = n/(n+1)

§hu cmy B (291 4 3970 = (27 = 1)+((3" -1)/2)

3
AN S £ L

8) n, i 23 = n(n+l) + 2

P V- e e e e L At et dadadadadad

s Tt Tt o ot i Pt Pt I o 1t PRt PR s s s s 0 N NS P 8 P

(Recibido en marzo de 1968)
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