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ENS~ANZA DEL PRINCIPIO DE
INDUCCION COMPLETA, A NIVEL DE CUARTO

..., .ANO DE BACHILLERATO
por

Hernando ALFONSO CASTILLO

Recordemos 10 que significa la relacion de inclusion
entre conjuntos:

(A c B) <=> (V x, x E A => X E B).

Lo anterior se lees El conjunto A est~ contenido en el
con junto B, si y solo ai todoa los elementos x que per-
tenecen a A pertenecen a B. De acuerdo con la defini-
cion dada, A c B tambien incluye la posibilidad de que
A = B. En efecto,

(A = B) <=> (A c B) 1\ (B c A)).

A GIUSEPPE PEANO, matematico italiano, se debe un
conjunto de axiomas a partir del cual puede desarrollar-
se deductivamente la aritmetica d~ los nUmeros natura-
les •.Antes de enunciar los postulados de FEANO, mencio-
naremos dos ideas con las cuales estamQs familiarizados,

b \\ # t 11/ \\. . t I' 0 ~ ,a sa er, numero na ura y s1gu1en e sucesor •
Simbolizaremos el conjunto de los numeros naturales

con N y el operador 'sucesor de ••• H 6 ,l siguiente
+d I #e ••• aS1: de modo que si n ea un nUmero natu-

r a l , +n se lee: el siguiente de n, 6 el sucesor de
n.

64



Postu1ados de Peano.
( i ) o E N

( ii) as N => + Na E

(Ui) Va, o , a+

( iV) + +a Db -> a. • b.
Las ouatro proposioiones anteriores oorresponden a

heohos que nos son fami1iaresl

( i) Cero es un nUmero natural.
( ii) Si a es un nUmero natural, entonces e1 si-

guiente de a tambien es un n'limeronatura.L
(iii) Cualquiera sea. a, aero es diferente del si-

guiente de a. Esto se puede enunciar tambien:
cero no es el siguiente de ningUn nUmero natu-
ral.

( iV) Si el siguiente de a es igua1 a1 siguiente
de b , entonces a = b.

El quinto postu1ado, que enunciaremos luego, es el
llamado principio de induccion completa el cual, como
veremos, es tan facil de aceptar intuitivamente como los
anteriores.

Pensemos, entonces, en un conjunto K que cumpla con
las siguientes condiciones:

a) Kc N, K I ¢
b) o E K

c) Vx E K => + E K, x x

Es decir:
a) K es un suconjunto no vacio de N

b) Cero pertenece a K.
c) Cualquiera sea x, si x pertenece a K, en-
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tonc~s el siguiente de x tambien pertenece a K.

~Que podemos decir del conjunto K ?r ••

En el caso de que no aparezca facilmente la respues-
ta a la pregunta anterior, observemos que si combinamos
las proposiciones b) y c) podemof:!afirmar que uno (1)
pertenece a K (poniendo cero al puesto de x en la
p ropo a i c.i Sn c)). Si en la . . ~ c)proposlClon ponemos uno
al puesto de z; entonces se puede afirmar que 2 E K.,
Si ponemos 2 al puesto de x, entonoes podemos afirmar
que 3 E K, e1;c•• Por consiguiente, K ... N.

Enunciemos ahora el principia de induccion:
.

K c N, K I ¢
0 E K => K = N

K => + Kx, x E x e

Nota. En el caso de que no se cumpla que 0 E K,
perc si.se curnplaqu-e 1 E K, aaemas de las otras
dos condiciones, M'ito-ncesse deduee que K=N - { o} ,
o sea que K esta rnte'gratiopoe totioslos numer-oa
naturales con excepcion del cero.
Analogamente si no se puede afirmar que 0 E K mi
que 1 E K pe~ si.que 2 E K, ademas de las otras
dos condiciones, entonces se deduce que K = N - {O, 1}r
etc••

Antes de estudiar las aplicaciones que tiene el prin-
cipio de induccion, veremos que es una proposiclon ca-
tegorica y que es una propoai ci Sn condicional. Considce-
remos para el efecto los ejemplos siguientes:
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(1) 3 + 4 .. 1
(2) x + 6 8

En el ejemplo (1), podemos afirmar que la proposiolon
~3 + 4 = 11/ es verdadera. En el ejemplo (2), no pode-
mos afirmar que la proposioion \\x + 6 = 8// sea verda-
dera 0 sea falsa, porque su valor de verdad 0 de false-
dad depende del nUmero por el oual se sustituyax : si
se sustituye por 2, es verdadera; si se sustituye por
oualquier otro nUmero, es falsa.

Analogamente, si oonsideramos los ejemplos

(3) 5 + 6 = 10

(4) 4x = 12

podemos deoir que (3) es una proposioion falsa, en
tanto que la verdad 0 la falsedad de (4) depende del
nUmero que ooupe el lugar de x.

Los ejemplos anteriores nos ilustran la neoesidad
de olasifioar las proposioiones en dos tipos:

a) Categ6rioas, 0 sea aquellas de las ouales se
puede afirmar la verdad 0 la falsedad.

b) Condioionales, 0 sea aquellas de las ouales no
se puede deoir que sean verdaderas 0 falsas.

Veamos ahora oomo puede transformarse una proposi-
oion oondioional en una oateg6rioa. Una manera oonsis-
te en sustituir la variable por una oonstante:

3x • 12
(verdadera)

(falsa)
Otra manera oonsiste en ouantifioar la variable, es
deoir, en expresar para qu~ valor 0 valores de x se
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verifica la proposicion dada.
RefiriendoBos al ejemplo, podemos decir: ~ Existe por 10

menos un x tal que 3x = 12"; en simbolos, 3x, 3x 12.

Mas enfaticamente podriam9s decir: ~Existe un solo x
tal que 3x = 12~ en simbolos, :H: lx, 3x = 12••

Las p~oposiciones que h~mos obtenido cuantifi cando,
son ambas verdaderas. Se puede cuantificar tambien asi:
'Para todo x, 3x = 12~ en simbolos, Vx, 3x= 12. ~n
este caso hemos obtenido una proposicion categorica, pe-
ro falsa.

Una proposicion categorica verdadera, obtenida usan-
do el cuantificador "para todo x II es la siguiente:

Vx, x + ° = x •

Consideremos

1 + 2 + 3 + 4 + 5 •

Esta expresion se puede abreviar con el simbolo
5E j
j=l

que se lee: \"suma de j',variando j entre uno y cinooh•

La ventaja de este simbolo se comprende mas aun en
el ejemplo siguiente:

5°E j
j=l

En efecto, sin el uso de este simbolo (operador sobre j)
resultaria muy largo escribir la Surnade los ntimeros
comprendidos entre 1 y 50. A veces se usart tambien
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los puntos suspensivos para abreviar:

1 + 2 + 3 + + 50;

pero el simbolo es mas compacto.
Veamos otros ejemplos:

5
1: 1/(j+1) =
j=o
4
1: j(j-l) =
j=l
30
1: j(j+l) =
j=o

o + 2 + 6 + 12

o + 2 + 6 + 12 + 20 + ••• + 930

n
1: (j+1)2 =
j=2

Ahora s1 vamos a estudiar algunos ejemplos en los
cuales se apliea el prineipio de induecion:

(1) Consideremos la proposici6n eondicional si-
guiente:

n
1: 2j = n(n+l)
j=o

Si n = 0, la proposicion queda: 2.0=0.(0+1), 10 eual
es cierto. Si n = 1, la proposicion queda: 2.0 + 2.1
1(1+1), 10 eual es eierto. Si n = 2, la proposieion
queda: 2.0 + 2.1 + 2.2 = 2(2+1), 10 eual es eierto. Po-

(proposieion eondieional en n)

driamos transformar la proposicion eondicional anterior
en categorica cuantificando asi:

n
:H:n, 1: 2j = n(n+l)

j=o
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La proposicion as! obtenida es verdadera, puesto que ya
hemos comprobado que e1 conjunto de los verificantes de
la condicion dada no es vacio. Sin embargo, si sustitui-

5 , 6, sucesivamente, podemos obser-
sigue siendo verdadera, esto nos lle-
formula bien puede ser v~lida para
n, perc las verificaciones hechas

ahora no nos autorizan para afirmarlo. Aun cuando veri-
ficasemos sucesivamente para n = 7,8,9, •••,80 que la
formula se cumple, no podemos afirmar su validez para
n = 81 hasta no haberlo verificado.

mos n por 3, 4,
var que la formula
va a suponer que lao
todo nu.mero natural

Veamos ahora como
Vn,

se puede demostrar que
n
E 2j = n(n·H)
j=o

Consideremos el conjunto

K ={n : E~ 2j = n(n+l) "'J=o )

Este conjunto no es vacio, pues ya hemos comprobado que
o E K, 1 E K, •••, 6 E K. Podemos afirmar ademas que
KeN. Si logramos demostrar que ~6, s E K => s+l E K,
entonces podemos decir que K = N, 0 sea (1). Veamos
como:
s E K <=> 0+2+4+ •••+26 = 6(s+1) =>

=> (0+2+4+•••+26) + 2(6+1) a 6(6+1) + 2(6+1)
(hemos sumado 2(s+1) a ambos lados de la desigualgad
anterior)

=> 0+2+4+ •••+26+(s+1)2 = (6+1)(6+2),
factorizando (s+l). Pero esta ultima igualdad expresa
que s+l E K. En resumen, hemos mostrado: K I ¢, KeN,
o E K, 6EK => s+l E K, todo 10 cual implica que K=N.
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(En esta 111tima igualdad se ha sustituido n por s+1.)
Luego, s+1 E K. En resumen:

Ke N, K I ¢ J~K1 E K = N - io~
8 E K => s+1 E

~ n
Por consiguiente, Vn, n I 0, L(5j-3) n(5n-1)/2

j=1

(4)Sea la proposicion condicional en n
n j-l(4) E 2 = 2n _ 1
j=1

Tenemos:
n = 1 => 20 = 21 - 1.
n = 2 => 20 + 21 = 23 - 1
n = 3 => 20 + 21 + 22 = 24 - 1.

Consideremos entonces el conjunto

= fn :
n . 1

11E 2J- nK = 2 -
j=1

Tenem08 que K I ¢, KeN y 1 E K. Debemos mostrar
que 8 E K => 8+1 E K. Sea, pue8,

+ 21 + 22 8-1 28 - 18 E K <=> 1 + + 2 =

1 + 21 + 22 8-1 6 2s 1 + 28=> + + 2 + 2 = -
= 28+1 - 1 => 6+1 E K.

Por conaiguiente:
Vn, n I 0, ~ 2j-1 = 2n - 1

j=1
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La parte de la demostracion que puede ofrecer alguna
dificultad es la que justifica el paso de la afirmacion
s E Kala afirmacion s+l E K • Pero no es difi-
cil ver cual es la operacion que es necesario realizar,
si se escribe aparte la proposicion que significa que
s+l E K ,para tener a la vista el resultado al cual

hay que llegar.

(2) Sea la proposicioi1 condicional en n
n 2(2) z (2j 1) = n
j=l

Tenemos:
n 1 => 1 = 12.
n 2 => 1 + 3 22
n 3 => 1 + 3 + t:; = 32•./

Si llamamos K el conjunto de los verificcmtes de la
condicion (2), podemos afirmar que tal conjunto no e8
vac10; por otra parte, 1 E K , y

S E K <=> 1+3+ •••+(26-1) s2 =>

1+3+ •••+(26-1) +(2s+1) = 82 + (28 + 1)

=> 1+3+ •••+(2s-1) + (28+1) = (8+1)2 => s+lEli...

Hemos sumado a ambos lados de 1a segunda de las ante-
riores igualdades e1 numero impar que sigue a 2s-1, 0

sea 2s+1. En resumen,

K I ¢, KeN
1 E K => K = N -101
6 E K => s+l E K
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° sea
V n, n I 0,

n
E (z j-i )
j=l

2= n

Obs6rvese la utilidad de la demostracion por induccion;
una vez 11evada a cabo, podemos afirmar (refiriendonos
al ejempl0 anterior) que la Burna de los 20 primeros nu-
meros impares vale 400, sin necesidad de realizar la si-
guiente operacion:

20
L (2j-l)
j=l

1+3+5+ •••+39 = 400

basta aplicar la formula que se ha demostrado valida pa-
ra todos los numeros naturales distintos de cero.

(3) Sea la proposicion condicional
n

(3) L (5j-3) n(5n-1)/2
j=l

Tenemos:
n=1=>21(5'1-1)/2
n = 2 => 2 + 72(5'2 - 1)/2
n = 3 => 2 + 7 + 12 = 3(503 - 1)/2

Consideremoa entonces el conjunto

K = fn : ~ (Sj-3) = n(sn-1)/2'~
j=1

Tenemos entoncesl K t ¢, KeN y 1 E K. Debemos mos-
trar ahora que s E K => s+1 E K; en efecto: sustituyen-
do n por s tenemos

s E K <=> 2+7+12+ ••.+(5s-3) = s(5s-1)/2 =>

73



(5) Consideremos un poligono convexo simple, por e-
jemplo un pentagono. Se dice que dos v~rtices son opues-

A

13

tos si no pertenecen a un mismo lade (por ejemplo, en la
figura, E y C, Se llama diagonal del poligono a todo
segmento que une dos vertices opuestos. De cada vertice
se pueden trazar tantas diagonales como vertices tiene
el poligono menos tres, a saber, el v~rtice considerado
y los dos vertices adyacentes. En el ejemplo~ desde A
se pueden trazar las diagonales AD y AC; desde E
EB Y EC; desde D: DA y DB; desde C: AC y CE: des-
de B: BE y BD.

Observese que en este proceso cada diagonal ha side
repetida una vez, puesto que, por ejemplo, EB es los
mismo que BE. Se comprende facilmente que el razona-
miento empleado para e1 penta.gono es valido para un po-
11gono de n lados (0 n vertices): Desde cada vertice
se pueden trazar n-3 diagonales; como hay n vertices
en total se trazan n(n-3) diagonales. Pero en este pro-
ceso cada diagonal ha quedado repetida una vez; por tan-
to, la formula que expresa el numero de diagonales de un
poligono de n lados queda n(n-3)/2 (valida para
n > 3).-

SegUn el razonamiento que preoede, aparece oomo in-
tuitivamente aoeptable que si oon Pn se simboliza un
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poligono convexo de n lados y con d(P) se simboliza
n

el numero de sus diagonales, se cumple

(5) V n, n > 3, d(P ) = n(n-3)/2- n
Vamos a mostrar que la proposicion anterior es verdade-
ra; usamos induccion sobre e1 numero de lados n del
po1igono. Dada la condicion d(P)

n
n(n-3)/2 podemos

verificar que:
Si n = 3 => d(P~)= 3(3-3)/2 • En efecto, un trian-

gulo no tiene diagonales.
Si n = 4 => d(P4) = 4(4-3)/2. En efecto, un cuadrila-

tero tiene dos diagonales.
Si n = 5 => d(P5) = 5(5-3)/2 • En efecto: un pentA-

gono tiene cinco diagonales.
Si 11amamos K el conjunto de los verificantes de la

condicion dada.,
K = {n : d(Pn) = Yl(n-3)/2}

podemos afirmar que KeN, K t ¢ y 3 E K. Debemos
demostrar ahora que s E K => s+l E K. Escribamos

d(P ) = 8(8-3)/2s
d(P 1) = (s+1)(8-2)/2s+

Determinemos cuantas diagonales nuevas aparecen en un po-
ligono de s lados cuando se aumenta un vertice. Sea R

s E K <=>
s+l E K <=>

R.

IP 1__ --

e1 vertice que se aumenta; entonce8 PQ que era un lado
as ahora una diagonal. Como e1 poligono tiene s+l vex-
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tices, entonce6 el nUmero de diagonale6 que pueden tra-
zarse desde R es (s+1)-3. A's!que el numero de dia-
gonale6 nuevas e6ta dado por «s+1)-3)+1, teniendo en
cuenta la diagonal PQ. Por con6iguiente,

d(P 1) = d(P ) + (6-1) = (s(6-3)/2) + (6-1)s+ 6

= (6+1)(6-2)/2.

Luego 6+1 E K, m06trando a6! (5).

(6) Sea la propo6icion condicional en n

(6) n4 + Iln2 = 6(n3 + n)

Tenemo6:
n = 0 => 04 + 11.02 = 6(03 + 0)
n=l => 14 + 11.12 6(13 + 1)
n = 2 => 24 + 11.22 = 6(23 + 2)

3 34 2 6(33 + 3)n = => + n.3

Con6ideremo6 entonce6 el conjunto K

K = t n: n4 + lln2 = 6(n3 + n) ~

Tenemo6: KeN, K ¥ ¢ , 0 E K. Veamo6 6i

6 E K => 6+1 E K.
Aho-ra bien:

4 2 36 E K <=> 6 + 116 = 66 + 66
6+1 E K <=> (6+1)4 + 11(6+1)2 = 6«6+1)3 + (6+1)~

<=> 84 + 483 + 1782 + 266 + 12
3 '2• 68 + 188 + 248 + 12.

En la ultima igualdad se ha sU6tituido n por 6+1.
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S E K 423<=> s + 11s = 6s + 6s =>

(s4+11s2) + (4s3+6s2+26s+12) =

3 6s) + (4s3 + 6s2 + 26s + 12) =(6s +
10s3 + 6s2 + 32s + 12 f 3 18s2 += 6s + 24s + 12.

Lo anterior significa que de la proposici6n s E K no
se puede deduoir la proposioi6n s+l E K, 0 sea que la
proposioi6n condioional dada no se se cumple para oual-
quier nUmero oardinal n. En efeoto, la igualdad

n4 + Iln2 = 6(n3 + n)

es equivalente a

n4 - 6n3 + Iln2 - 6n = 0,
la oual proviene de

n(n-l)(n-2)(n-3) = 0

oomo puede verifioarse. Los Unicos verificantes de la
proposiei6n condieional n(n-l)(n-2)(n-3) = 0 son
0,1,2,3.

Podriamos considerar como otro ejemplo, la propo-
sioion eondieiona1 n(n-l)(n-2) •••(n - 100) = 0, la eual
se eumpel para n = 0, 1, 2, •••, 100, peTO para n =

101 ty eualquier otro valor) es falsa.

Los siguientes ejereieios pueden proponerse entonces
al curso:

1. Determinar la veraeidad de las proposiciones u-
sando la demostraeion por inducci6n:

n
1) «-; L (4j - 2) = 2n2

j=l
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2) n 2.3j-1 = 3n -1n, 1:. 1J=

3) n, 1:~ j3 = n2(n+1y2/4
J=O
n n/(n+1)4) n, 1:. 1 1/j(j+1) =J=

5)
n (2j-1 + 3j-1) = (2n _ 1)+((3n -1)/2)

n, 1:. 1J=
n (j+3) = 3 + 36) n, 1: . 1 n
J=

8)
n 2j = n(n+l) + 2n, 1: . 1J=

P~Ee£~~~~!2_~e~Me!~~~~i2e~~n!Y~fe!~e~_~~~eg2g!2e~~e2!2~~1
(Recibido en marzo de 1968)
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