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31. Examen de &lgebra lineal(15232)Ingenierias.

l.Sean U1 y U2 dos subespacioes de un espacio vec-
torial V. Mostrar entonces que:
i) UlﬂU2 y U, +U, son subespacios de V.
ii) Si V tiene dimensién finita entonces
dim(U, + U2) = dimU; + dimU, -dim(U,N U2).
2. Sean A = (aij)nxm’ B = (bij)mxp’ (cij)pxq
matrices. Demustre que
i) (aB)Cc = A(BC).
ii) Bajo qué condiciones podemos demostrar gque
(A + B)C = AC + BC ,
y bajo tales condiciones demostrar |a anterior igual-
dad.
iii) Diga si lo siguiente es correcto:
AC + BC = CA + CB .

3. Sea
R B
& b 6 see'lh ik
(aij) = a2 b2 . oo h2 K"
% B" o L...n0 )

mostrar que

det(aij)=|(aij)|=(b—a)(c-a).....(h-a)(k-a)
(c-b).v...(bh=b)(k-b)
(b-g) (k-g)
(k=h). .
4. Si L es el conjunto de todas las trans-
formaciones lineales de un espacio vectorial de di-
mensidén n sobre un cuerpo r, écuél es la dimensidn

de L considerado como un espacio vectorial sobre F 7
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32. Examen parcial de 4lgebra linea1(15232) Ingenie-
rias.

1. Verificar que el punto de interseccién de la

recta X = ;; + ta ocon el plano Dex - &6 = 0 esté

dado por
- -
- - S = bex, -
X=X +—2g,
fe) - -
bea

2. Determinar todas las matrices de la forma

0 a
k<)
tales que A3 + A= 0,
3., 8¢a V= E?. Sea L la recta de e de ecua-
cibn
(x/a) = (3/b) = z/ec).
i) Encuentre un U tal que V =U @ L.
ii) JdCuél es la dimensidén de un tal U ?
iii) iBs U tnice? Explique su respuesta.
iv) Si U no es Gnico, caracterice a tales sub-

espacios U,

v) Sea = el plano de vector normal n =(nl,n2,n3)

que pasa por el origen y tal que
(a,b,c)o(nl,nz,n3) = 0.
¢Es V=1mnel ? Explique su respuesta.

4. Sea V el espacio vectorial de todos los poli-
nomios en la indeterminada X con coeficientes en

un cuerpo K. Considere los polinomios siguientes:
K= Lol O i

X - 1.

]

RS 0 T PR QI p, (%)

p3(X) = P o g, p4(X)

Determine si estos polinomios son linealmente inde-
pendientes o no. Si son linealmente dependientes ex-

presar uno de ellos como una combinacidén lineal de

81



82

los otros.

5e

33.

ticas.
; A
a)
b)
c)
d)
e)
£)
2.
a)
b)

G, es
c)
d)

Para qué valores de x se tienes
X
4 [ =0
1

(174,1)‘

O + N

1
0
2

&~ N O

Examen parcial de 4lgebra III(15124) Matemé~

Defina los siguientes conceptos:

Grupo Abeliane

Grupo ciolice

subgrupe normal

Centro de un grupo

Homomorfismoe de grupos

Automorfisme interior.

Demuestre dos de las siguientes afirmacioness
Todo grupe ciclico es abeliano

Todo subgrupe de G contenido en el centro de
un subgrupe normal de G.

Todo subgrupe de un grupo abeliano es normal.

El niclee de un homomorfismo f:G0 -» G’ es un

subgrupo normal de @,

3.

Sea GIZ(EK) el grupo lineal de orden 2 sebre

R Demuesire sucesivamente las siguientes afirmacio-

nes:

a)

Si afd é si b#c, las matrices

R

no conmutan,



b) Si b # 0, las matrices

a b 4
y
(b 8 ) (O 1)
no conmutan.

¢) El centro de GIZ(R) est4 formado por las ma-

a 0
B y a€ R, a # 0.

4. Resuelva dos de los siguientes problemas.

trices

a) Un grupo ciclico de orden 2p , p primo y di-
ferente de 2, tiene p-1 automorfismos.

b) Los {inicos automorfismos de % son f(x) =x
y &(x) = -x.

c) Sea G wun grupo y A una parte de G. Sea H
el subgrupo generado por A. Si A esti contenido en
x-le para todo x & G, H es normal.

d) Sea G un grupo y H y K subgrupos normales
de G tales que HK = e y que G =HK. Entonces,
todo elemento x € G se escribe de una y una sola
manera en la forma x = hk, con h &€ H Yy kek.

5. Demuestre dos de las afirmaciones giguientess

a) Sea G un grupo y H un subgrupo normal de
Ge Si G es abeliano, G/H es abeliano.

b) Sean G y G” grupos, y H un subgrupo nor-
mal de G. Sea Q3G - G/H la aplicacidén canénica
( Q(a) = aH). Para que una aplicacidén f:G/H - G*
sea un homomorfismoe, es necesario y suficiente que
fo@ sea un homemcrfismo.

¢) Sea G un grupe ciclico finito y sea a un
generador de G3 sea H un subgrupo de G. Demues-

tre que G/H es cficlico y que aH es un generador
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de G/H.
d) Sea G un grupo finito. Demuestre que si G

no tiene ningtn gubgruP® propio, G es ciclico de

orden primo.

34. Examen de C&lculo Avanzado I (15260) Matem&ti-

cas y Fisica.

1. Dibuje el trazo de n(t) = (t2, t3-4t), te B
hallando los puntes méltiples. a) En el punto doble
de T halle las tangentes a M= T(R). b) Halle las
tangentes horizontales de r .

2. Sea g una funcidn continua en [0,1] y tal que
g(1l) = 0. a) Muestre que la sucesidn (x"g(x)) conver—
ge simplemente hacia la funcién O en [O,l].

b) Muestre que la sucesidén anterior converge uni-
formemente hacia O en tO,l].

c) Tomando g(x) = 1 - x, trace las gréificas de
algunas de las funciones xng(x).

3. Ponemos

w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy
donde P y Q son las funciones definidas por
(3x°-y%) (2% + ¥4

P(x,y)' = 2
Xy

goda B0 i3
s (3y° - xz)(x + y°)
xy

a) Mostrar que en A = {(x,y); x> 0, y> O} las
dos funciones son continuamente diferenciables y
que eP/ay = eQ/ex.

b) Encuentre una funcién f definida en A y tal
que df =w.

c) Calcule el valor de pjw donde I estd defi-



nida por x(t) = t + cos t, y(t) =1 + sen’t oon
t & [0,n/2],

35. Examen de Célculo Avanzado II(1527)Matemé-

ticas y Fisica.

l. Muestre que

J =xdz = g (z = x +iy)
R_(0)
éPor qué no es valido el teorema de CAUCHY en este ca-
807
2. Sea f(z) = u(x) +i.v(y), z=x+iy. Si u
¥y Vv son funciones derivables de las variables x &
¥y Tresp., encontrar condiciones necesarias y suficien-
tes para que f sea holomorfa en todo el plano.
3., Sea f:+ € » @ una funcién holomorfa en todo el
plano complejo.
a) Si f no es constante, muestre que dado M > 0,
existe R > 0O tal que
|z] > R = |f(z]| > M.
b) Usando el resultado en a), demuestre el Teore-
ma PFundamental del Algebra.
c) Deduzca entonces que un polinomio P(z) = ao +
cee + amzm, a, % O 4, con coeficientes complejos tie-
ne exactamente m raices.

Departamento de Matemidticas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia.
Octubre de 1967.

36.Examen de Geometria (1503). Arguitectura.

1. Demostrar que la suma de las longitudes de las

perpendiculares trazadas desde un punto cualquiera
de la base de un tridngulo 1isdsceles a los otros

lados, es igual a la longitud de la altura corres-
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pondientes de cualquiera de estos lados.

2. Sea m, la longitud de la mediana del lado BC

del tridngulo ABC y sean B = a, CA=b y AB = o3
probar que

2

2
2 _ 1,2 bt
m_ = 2(b +C 2) .

a
3, En la figura, ABCD es un cuadrado en el cual

E,F,G, son los puntos medios de

D

;757 C Kﬁ, KE, Ef, respectivamente.
AF, FC 1los arcos circulares con
E 7,
= i;/' * @  centros en E, G, respecti-
vamente. Si el lado del cuadra-

A do tiene medida s, determinar

el 4rea de la regidn sombreada.
4. Construir un tridngulo ABC (con regla y com-
pis); si se dans
a) ay b, hb

b) m,h ¥y %B,

donde a es la medida del lado 563 b la medida del
lado KE, hb la medida de la altura correspondiente
al lado AC, ha la medida de la altura gorrespon-
diente al lado BC.

Departaumento de Matem&ticas y Estadistica.

Universidad Nacional de Colombia.
Enero de 1968.

37. Examen previo de Célculo I(01511) Ingenierias

l. Halle los &ngulos que forman las tangentes a las
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2 2
9y ¥ = X en sus puntos de inter-

pardbolas y = x
seccidn.
2. Calcular:

i) 1lém iji;ax)(l+b;y -1)/x
X0
S dim (e ~ 1)/ (2" = 1
x-1

3. Considérese la recta y = 2x + 4 y la parédbola
= VYx. Hallar la distancia de la redta a la tangeh-
te a la pardbola paralela a la recta.
4. si f£(x) = (V|x])/x calcular £°(1), £°(-1).
5. Dibujar la gréfica de la funcién racional
f(x) = (x2-16)/(13 - 2% - 2x). .

Departamento de Matemiticas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia

38. Examen parcial de C4lculo Avanzado II(1527) Mate-
mdticas y Fisica.

. Sea f:C - C una funcidn holomorfa. Muestre que
8i existen k> O y m entero positivo tales que
£(z)]| < glzlm para todo z € C, entonces f es

un polinomio de grado m.

2. a) Sea a,b,c, numeros reales (positivos o nega-
tives)s Determine bajo qué condiciones sobre a,b ¥y
¢ 1la serie

(8) 6+ b aes AEIETS

+ eoe t+

a(a+l)...(a+k=1)b(b+1)...(b+k=1) X,
k c(c+l)...(c+k=1) st

-+~

converge. En el caso de convergencia,, encuentre los
radios de convergencia.

b) Muestre que la funcién f hacia la cual conver-
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ge la serie (S) (en los casos en que ello ocurre) sa-

tisface la ecuacidn ditf'erencial

z(1-2)f°"(2) + (c-(a+b+l)z)f’(z)-abf(z) = O.

Departamento de Matemiticas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia
Enero de 19638

39, Examen final de CAlculo Avanzado (111(1527) Ma-
temiticas y Fisica.

l.a)Suponga que f tiene un cero de orden n en
a3 muestre entonces que f° tiene un cero de orden

n-1l en a.
zf‘(z)/f(z) tiene un

b) Deducir de a) que g(z)

polo de orden 1 en a, s8i a % 0.

¢) Muestre que Res__. g(z) = na.

2. Sean A ={z=x+iy; [y|s n } y f: A->C defini-

da por &
£(z) = s/(e” -~ 1) 81 2§ 0
p g 'z'= 0
a) Muestre que f es continua en A.

b) Defina g:R - C por

g(x) = J £(2)as = [ £(z)ay
T "
donde ?; ={z = x+iyy O <y=<mn }. Muestre que
1imxa+a>g(x) = 0. (Muestre que
|ex+ly - 1| > o -1
si x>0 y O0<y<mn, deduciendo entonces que
lg(x) | < n(x+m)/(e* = 1).)
c) Muestre que g{x) existe si x # O y que

X 4 X
P of 2ixe T
g (x) = [ SEEay) 4y _ 2ixe
o

82x_ 1 ex + 1

si x # Oy
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3. Considere la ecuacidn diferencial

z(z+2)w’+ (2+41)w = 1 = O,
Suponiendo que exista una solucidén holomorfa w(z) =
Zﬁio akzk alrededor de O, determine los coeficien-
tes a de este desarrollo y precise el radio de
convergencia de w.

Departamento de Matemdticas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia
Diciembre de 1967
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