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31. Examen de algebra lineal(15232)Ingenieriaa.
1.Sean Ul y U2 dos subespacioes de un espacio vec-
torial V. Mostrar entonoes que:

i) ulnu2 y UI + U2 son subespacios de V.
ii) Si V tiene dimension finita entonces

dim(Ul + U2) = dimUl + dimU2 -dim(Uln U2).

2. Saan A = ( a. .) ,B = ( b. .) ,C = (c. .)lJ nxm lJ mxp lJ pxq
matrices. Demustre que

i) (AB)C = A (BC)•
ii) Bajo que condiciones pode-mos demostrar que

(A + B)C = AC + BC ,
Y bajo tales condiciones demostrar La anterior igual-
dad.
iii) Diga

(a .. )lJ

si 10 siguiente es correcto:
AC + BC = CA + CB .

1 1 1 • •• 1 1
a b c h k
2 b2 2 h2 kna c ·..

•••••••• t •••••• ' ••

n bn n n na c ••••h k

3. Sea

mostrar que

det f a . .)= I (a..) 1= (b-a)(c-a) •••.• (h-a)(k-a)lJ lJ
(c-b)••.•..(h-b) (k--b )

• .; s • •• • •••

(h-g) (k-g)
(k-h)•

4. Si L es el conjunto de todas las trana-
formaciones lineales de un espacio vectorial de di-
mension n sabre un cuerpo F~ d cual as La dimension
de L considerado como un espacio vectorial sobre F ?
80



32. Examen parcial de algebra lineal(15232) Ingenie-
rias.

1. Verificar que el punto de interseccion de la
-+ -+ -+ -+ -+recta x = x + ta con el plano bex - 0 = 0 estao

dado por
-+ -+

+ 0 - bexq ;;
-+ -+bea

2. Determinar todas las matrices de la ~orma

-+ -+x = xe

tales que
3. Sea

A3 + A = O.

V = .,;. Sea L la recta de ~ de ecua-
cion

(x/a) = (Y/b) = z/c).
i) Encuentre un U tal que V = U ~ L.
ii) JCual es la dimension de un tal U ?
iii) dEs U Un1.Clll? Explique S"Ll respuesta.
iV) Si U no es unico, caracterice a tales sub-

espacios U.
v) Sea 1t el plano de vector normal n =(nl,n2,n)

que pasa por el origen y tal que
(a,b,c). (n1,n2,n3) = O.

dEs V = 1t • L ? Explique su respuesta.

4. Sea V el espacio vectorial de todos los poli-
nomios en la indeterminada X con coeficientes en
un cuerpo K. Considere los polinomios siguientes:

PI(X) = X2 + X + 1, P2(X) = x2 - X-2
P3 (X) = x2 + X - 1, p4 (X) = X - 1.

Determine si estos polinomios Gon linealmente inde-
pendientes 0 no. Si son linealmente dependientes ex-
presar uno de ell06 como una combinacion lineal de
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los otros.
5. Para que valores de x se tiene'

33.Examen paroial de algebra 111(15124) Matema-
t Lcas ,

1. Defina los siguientes oonceptosl
a) Grupo Abelian.
b) Grupo 0101100
0) subgrupo normal
d) Centro de un grupo
e) Homomorfismo de grupos
f) Automorfismo interior.
2. Demuestre dos de las siguientes afirmaoioneSI
a) Todo grupo 0101ioo es abeliano
b) Todo subgrupo de G oontenido en el centro de

G, es un subgrup. normal de G.
c) Todo subgrup. de un grupo abeliano es normal.
d) El nuole. de un homomorfismo fIG ~ G~ es un

subgrupo normal de G.

3. Sea G12 (m.) e1 grupo lineal de orden 2 s.bre
:II. Demuestre auoesiv&mente las siguientes afirmaoio-
nesl

a} Si a ~ d G si b I 0, las matrioes

(: :) y [~~)
no OOnIDutan.
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b) Si b I 0, las matrices

y

no conmutan.
c) El centro de G12(~) esta formado por las ma-

trices

a Em, a I D.

4. Resuelva dos de los siguientes problemas.
a) Un grupo clclico de orden 2p ,p primo y di-

ferente de 2, tiene p-l automorfismos.

y

b) Los
g(x) =

c) Sea
-x.
unicos automorfismos de Z'l son f(x) =X

G un grupo y A una parte de G. Sea H
A. Si A esta contenido ene1 subgrupo generado por

X-1Hx t d e Gpara 0 0 x , H es normal,
d) Sea G un grupo y H y K subgrupos normales

de G tales que HnK e y que G =HK. Entonces,
todo elemento x E G se escribe de una y una sola
manera en la forma x hk, con h E H Y kEK.

5. Demuestre dos de las afirmaciones siguientesl
a) Sea G un grupo y H un subgrupo normal de

G. Si G es abeLi ano, G/H es abeLi ano,
b) Sean G y G' grupos, y H un subgrupo nor-

mal de G. Sea ~IG ~ G/H la aplicacion canonica
( ~(a) = aH). Para que una aplicacion f:G/H ~ G'
sea un homomorfismo, es necesario y suficiente que
fo~ sea un homomorfismo.

c) Sea G un grupo clclico finito y sea a un
generador de G, sea H un subgrupo de G. Demues-
tre que G/H es ciclico y que ~I es un generador
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de a/H.
d) Sea a un grupo finito. Damuestre que si a

no tiene ningtinsubgrupo propio, a es clclioo de
orden primo.

34. Examen de Calculo Avanzado I (15260) Matemati-
cas y Fisica.

1. Dibuje el trazo de 1(t) = (t2, t3-4't), t E IF,
hallando los puntas multiples. a) En el punto doble
de -; hal.l.elas tangentes ar= ~(m). b) Halle las
tangentes horizontales de r.

2. Sea g una £Uncion continua en [0,1] y tal que
gel) = 0. a) Muestre que la sucesion (xng(x)) conver-
ge simplemente hacia la funcion ° en [0,1].

b) Muestre que la sucesion anterior converge uni-
formemente hacia ° en {O,l].

c) Tomando g(x) = 1 - x, trace las graficas de
algunas de las funciones xng(x).

3. Ponemos
W = P(x,y)dx + Q(x,y)dy

donde P y Q son las funciones definidas por

p( ) _ C3x2_y2) (x2 + 12)
x,y .- 2

x y

= (3y2 _ x2)(x2 + y2)
2xy

Q(x,y)

a) Mostrar que en A = {(x,y); x> 0, y> O} las
dos funciones son continuamente diferenciablesy
que ap/ay = aQ/ax.

b) Encuentre una funcion f definida en A y tal
que df = W.

c) Calcule el valor de fw
r

donde r esta. defi-
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nida por x(t)
t E [0,n/21.

35. Examen de Calcu10 Avanzado II(1527)Matema-

t + cos t, yet) =1 + sen2t oon

ticas y Fisica.
1. Muestre que

J xdz
K (0)
r

dPor que no es valido el teorema de CAUCHY en esteca-

. 2nlr (z = x +iy)

so?
2. Sea fez) = u(x) + i.v(y), z = x + iy. Si u

y v son funciones derivables de las variables x e
y, resp., encontrar condiciones necesarias y suficien-
tes para que f sea holomorfa en todo el plano.

3. Sea f: ~~ ill una funcion holomorfa en todo el
plano complejo.

a) Si f no es constante, muestre que dado M > 0,
existe R > ° tal que

Iz I > R => If (z) I > M.

b) Usando el resultado en a), demuestre el Teore-
rna Fundamental del Algebra.

c) Deduzca entonces que un
m J••• +az, a rm m

ne exactamen te m

polinomio p(z) = a +o° , con coeficientes complejos tie-
raices.

Departamento de Matematicas y Estadistica
Universidad Naoiona1 de Colombia.
Octubre de 1967.

36.Examen de Geometria (1503). Arquitectura.
1. Demostrar que la surnade las lon'gitudes de las

perpendiculares trazadas desde un punto cualquiera
de la base de un triangulo isosceles a los otros
lados, es igual a la longitud de la altura corres-
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pondientes de cualquiera de estos lados.

2. Sea m a
del triangulo
probar que

la longitud de la mediana del lado BC
ABC y sean BC = a, CA = b y AB = o t

3. En la figura, ABCD es un cuadrado en el cual
E,F,G, son los puntos medios de

C AD, AC, CB, respectivamente.
AF, F'C los arcos circulares con

G centros en E G, respecti-,
vamente. Si el lado del cuadra-
do tiene medida s, determinar
el area de

4· Construir un triangulo ABC
pas) ; si se dan:

a) a, b, hb
b) ma' h y 1 B,a

la region sombreada.
(con regla y com-

.donde a es La medida del Lado Be; b la medida del
lado AC, hb la medida de la altura correspondiente
al lado AC, ha la medida de la altura ~orrespon-
diente al lade BC.
Departamento de Matematicas y Estadistica.
Universidad Nacional de Colombia.
Enero de 1968.

37. Examen previa de Calculo I(01511) Ingenierias
1. Halle los angulos que forman las tangentes a las
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parabolas
secci6n.

2y = x 2y x en sus puntos de inter-

2. Calcular:
i) Imm (~(l+ax).(l+bx)'- l)/x

x~

ii) lim (xm - l)/(xn - 1)
x-+1

3. Considerese la recta y = 2JC + 4 y la parabola
y = Vx. Hallar 1a distancia de la redta a la tangeb-
te a la parabola paralela a la recta.

4· Si f(x) = (vlxl)/x calcular f#(l), f~(-l).
5. Dibujar 1a grafica de la funcion raeiona1

f(x) = (x2_16)/(x3 - x2 - 2x)••
Departamento de Matematicas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia

38. Examen parcial de Calculo Avanzado 11(1527) Mate-
maticas y Fisica •

• Sea f:~ -+C una funcion holomo~fa. Muestre que
si existen k > 0 Y m entero positivo tales que
If(z) I < ~Izlm para todo Z E C, entonces f es
un polirtomio degrade m.
2. a) Sea a,b,c, numeros reales (positivos 0 nega-

tivos). Determine bajo que condiciones sobre a,b y

o La serie

(s) a.b1 + -- Z +l.e
a(a+l)b(b+l) 2
1.2.e(~ z + ••• +

converge. En el easo de eonvergeneia, , encuentre los
radios de convergencia.
b) Muestre que la funeion f haeia la cual eonver-

•
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ge la serie (8) (en los casas en Que ella ocurre) sa-
tisface la ecuacion direrencial

z(l-z)f"(z) + (c-(a+b+l)z)f'(z)-abf(z) O.
Departamento de Matema.ticas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia
Enero de 1968

39. Examen final de Calculo Avanzado (11)(1527) Ma-
tematicas y Fisica.
1.a)Suponga que f tiene un cero de orden n en

a; muestre entonces que f' tiene un cero de orden
n-l en a.
b) Deducir de a) que g(z) = z.f'" (z ) / f(z) tiene un

polo de orden 1 en a, si a I O.
c) Muestre que Res g(z) = na.z=-=a

da
2. Sean A = {z=x+iy; Iyl~ 1t

perf(z) = t/(eZ
- 1)

f: A ~ C defini-

si z I 0
z 0si

a) Muestre que f es continua en A.
b) Defina g:R ~ C par

g(x) = J f(z)dz
T

x

d~nde Tx = {z = x+iy; 0 ~ y ~ n !. Muestre que
lim g(x) o. (Muestre que

X~<D .
lex+J.Y_ 11 > eX - 1

n
J f(z)dy

o

si x > 0 Y 0 ~ Y ~ 1t, deduciendo entonces que
Ig(x) I ~ 1t(x+1t)/(ex- 1).)
c) Muestre que gtx) existe si

g'(x) = j af(x,y) dy
o ax

x;. 0

2. x
~ -2x 1e -

y que
1t

• s i.. x I 0 •
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3. Considere la ecuacion diferencial

z(z+2)w'+ (z+l)w - 1 = o.
Suponiendo
CD k

Ek=o ~z

tes ~

que exista una solucion holomorfa w( z) =

alrededor de 0,
de este desarrollo

determine los coeficien-
y precise el radio de

convergencia de w.
Departamento de Matematicas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia
Diciembre de 1967

PROBLEMAS PROPUESTOS======================

Los problemas son senalados por cera, uno 0 dos
asteriscos segUn su grado de dificultad. Las solucio-
nes deben ser enviadas a:

BOLETIN DE ~lTEMATICAS
Apartado Nacional 2521, Bogota,D.E.,Colombia

La solucion a cada problema debe venir en hoja por
separado. Los alumnos de bachillerato deben enviar,
junto con las soluciones, el llombredel colegio y de
su profesor de matematicas. A las dos primeras perso-
nas que envien la solucion de un problema se les ob-
sequiara un ejemplar del numero en que aparezca la
solucion del problema; por 10 tanto, rogamos enviar
la direccion exacta.
145. Hallar dosn1meros consecutivos comprendidos

entre 1.000 y 2.000, tales que la diferencia de sus
cubos sea un cuadrado perfecto. (F.Lleras).
146. Ha11ar la descomposicion canonica de 82'798.848

en factores primos.
147. Halle 1a potencia exacta con la cual 5 entra

en 1a descomposicion canonica de 5.2581 en factores
primos.
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