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86 DEFINICIONES POR RECURRENCIA

~ N R~~~ o

mos de un conjunto X es una funcibén de N en X; in-

tuitivamente, una tal sucesién es una familia de elemen-
tos de X dados <<uno detrls de otro, partiendo de uno
inicial.>>

Si @ es una sucesibén de elementos de X en lugar

de @(n) se escribe xn; las ecuaciones

x=x Y X = @(n)
son entonces equivalentes.

Si no hay riesgo de confusién, la sucesidn ? se
designa

(xn) é (xb,x,, P

Dado un conjunto X y una funcidn g de X en
X, a partir de cada elemento a & X puede obtenerse
en forma natural una sucesidn de elementos de X. Intui-

tivamente, basta definir:

x = a
x, = f(xo)
x, = f(xl)
X3 = f(xz),

<<y asi sucesivamente>>, La sucesidn ¢ asi definida

depende claramente de f y de a.
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cia y unicidad de la sucesidn que acaba de mencionarse
esta garantizada por el siguiente teoremas

S~ s i

Teorema 1. Dados un conjunto X, una funcién f de

X en X yun elemento a de X, existe una Gnica

funcién ¢* de N en X tal gue:
(1) 9" (0) = a,
(2) 9" (n") = £(9'(»)) . para todo n de N .
Comentarios. a) Obsérvese que, si se escribe
x ~ en lugar de ?*(n), 1las condiciones (1) y (2) son

las mencionadas en .1, a aaber:

x =a
X4 = £(xy) (n = OglyPyvsele

b) La condicién (1) es equivalente a (0,a) € ‘j’“
mientras que (2) puede enunciarse asi: si x = 9" (n)
entonces f£(x) = P (n") ; es decir si (n,x) g8 P~
entonces ( n+, f(x))e P

c) Como toda funcién de N en X es uma parte
de NxX, 1la funcibn $" debers buscarse, d& acuerdo
con b), entre aquellas relaciones ‘.P que son subcon-

juntos de N x X y satisfacen las condiciones:

(1') (093) € ?

(2') (n,x) e¥=> (n*,2(x) ) e ¥,
para todo n de N.

Existen relaciones de este tipo, por e jemplo,

N x X .es una de ellasi sinembargo estas relaciones
son, en general, demasiado * anchas’ para ser funciones :
para un n puede haber varios puntos x de X tales
que (n,x) € Y . La candidata natural para ser ‘f‘

es entonces la mas delgada de las relaciones ? ya
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descrita y como es casi evidente que la interseccidn de

todas estas relaciones es de nuevo una relacion del mis-

mo tipo ( y la mis *delgada” de ellas, puesto que esté

contenida en cada una de las otras), es de esperarse

que esta interseccidn sea la funcidn Yr'que se busca.
Demostracién del Teorema. A) Existencia. Sea F

el conjunto de las partes ¥ de N xX que satisfa-

cen () y (2*) ( v.52, Prop. 9). La coleccién F

no es vacia existiendo entonces su interseccidn ( V.

g2 Prop. 6) a la cual llamaremos ‘f* s+ es decirs
b b 4

P*=NF.

Se deduce de esta definicidn que no puede existir
un elemento P de F tal que Pc Py P£ P

Mostraremos ahora que 99“ goza de las propiedades
requeridas:

(a) P" € F . Es decir, P cNxX y P satisfa-
ce a (1) y (2'). Esto es inmediato por la definicién
de F yde ¥P".

(b) P" es una funcibén y su dominio es N .

Como P "c NxX entonces dga © N , luego, basta
demostrar que 7" es una funcibén cuyo dominio contie-
ne a N, es decir, hay que demostrar que para todo
n de. N existe un tGnice x tal que ( n,x)s Y'. Sea
entonces pinj la condicidn

<< existe un inico x tal que (n,x) E(f“>>.

(i) pi0} es cierta. En efecto, (0,a) € P*, por
(1’ ): ademis, si existiera un b tal que (0,b) € P’y
b # a, entonces, si P = ) e {(O,b)} , B8e ten-
drfa P e F y ademés P c ) y P# P 1o

cual es imposible.
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(i1) Suponiendo que pin§{ es cierta, sea X, el
inico elemento (de X) tal que (n, xo) e P*.Enton-
ces, segin (27), (n* y f(xo) ) g PP

Ademés, si existiera un y, tal que (n+, yo) e P~
o5 # f(xo) entonces, si P = P*- {(n+,yo)} ,Se
tendria P e F y adembs P c P y PP : 1o
cual es imposible.

B) Unicidad. Supdngase que
¥ es una funcién que satisface las condiciones del
teorema. Entonces:

(1) ¥ (0) =a= ¥7(0),

(ii) Suponiendo que ¥ (n) = P"(n), se tiene

P@) =2 (V@) =2(PMm) ) =L "),

Luego ¥ (n) = $(n), para todo n de N, y en-

tonces ¥ = ¢* (v.83, Prop. 4).1

87 OPERACIONES ARTTMETICAS.

v R N N N~ o~~~

conjunto, 7(E) el conjunto de iodas las funciones de
E en E y P una funcién de E en F (&), (Esto e-
quivale a suponer que para cada elemento x de E se
da una funcidbn fx de E en E). En esta situacidn

puede definirse en forma bastante natural una ley in-

terna ® en E; en efecto, basta definir

xeo y =f(y)
para todo x Yy todo y de E.
Este serd el procedimiento usado para definir la
adicién y la multiplicacidén de nimeros naturales.

o~ s it Ot i s

existencia y unicidad de la adicidn.
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Teorema l. Existe una ley interna + en N, una

sola, tal gue:

(A\1) m+0=m , para todo m de N,

(A.2) m+nt= (m+n)t.

Esta ley interna se llama adicidns si m y n son
nimeros naturales, se dice que m + n es la suma de m
yn.

Nota. Debe tenerse presente que de ahora en adelan-—

te el signo + se usari en dos sentidos diferentes:

(1) Como superindice: n' es el siguiente de n.

(2) Como signo operatorio: m + n es la suma de m

y n3; mis tarde se demostrari que nt = n + i

Demostracion del Teorema. A) Existencia. Sea m un

nimero natural. Aplicando el Teorema de Definicidn por

Recurrencia con

X = N
= sg
a = n

puede afirmarse, para cada m de N, la existencia de
una funcidn

s ¢ N -»N

m

tal que :
(l) Bm(o) = I,
(2) sm(n+) = sg(s_(n) )=(sm(n))+-

El procedimiento descrito en -1 permite entonces

definir una ley interna en N conviniendo que
+n =
m sm(n)
para todo m y todo n de N.

Las condiciones (1) y (2) corresponden a (A.1)
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Yy ( A.2) respectivamente.
B) Unicidad. Suponiendo que
es una ley interna en N que satisface (A.1) y (A.E);
se demuestra ficilmente por inducciédn que la condicidn
pfnj} : (Vme M) m*»n=m+n),

es cierta para todo n . Pero esto significa que * = + §

3. Propiedades de la Adi

TN NN P NS P N S b i i

Proposicion 1. n +

~~ A~~~

Demostracién. n + 1 =n + 0' (por la definicion de 1)
= (n+0)" ( por A.2)

nt (por A.1) .B

(k +m ) + n.

Definicién 1. (1) k +m + n
(2) h+k+m+n=(h + k +m)+ n.
Proposicidn 2. La adicidén es asociativa. Mis formal-
mente:
(VnehlN) WmeN) (VkeN) (k + {(m+n) =
(k + m) + n).
Demostracién. Sea pin{ la condicidn
(Vone W) (Vk e N) (k + (m+n)
(x +m) + n).
(i) k+ (m+ 0) = k +m ( Por A.1)
(k +m) +0=5k+m ( Por A.1),
luego k +(m+0) = ( k + m ) + O (para todo k y to-
do m de N).

En consecuencia p{O} es cierta.

1}

(2) Suponiendo que, para todo k y todo m de N,
k+ (m+n)=(k+m) +n (hip. ind.), se tiene:

k + (m+ n)+ (por A.2)
(k +(m + n))t  (por A.2)
((k + m)+ n )" (hip.ind.)

U}

k+(m+n)

]
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= (k +m) + nt  (por A.2),

luego, k + (m+n") = (k+m) + n* (para todo k y
todo m de N), que es precisamente p§n+f.

Entonces p{n{ es cierta para todo n de N ; B

Observacién . En la proposicidn anterior figuran tres
variables, k, m y n , una sola de las cuales, a saber
n, ha sido tomada como variable de la condicién p. Se
dice entonces que la demostracibén se ha llevado a cabo
*por induccién sobre n’.

Antes de demostrar la conmutatividad es conveniente

obtener dos resultados parciales:

Lema 1. O+n=n
(Obsérvese que, debido a A.l, esto es equivalente
a O+n=n+0 , que es un caso particular de con-

mutatividad.)

Demostracién. (por induccidn)

(1) 0+0=0 (por A.1)
(ii) 0+ n'= (0 +n)* (por A.2)

«n (hip. ind.). B
Lema 2 . n+m)r=nt+n.

~——~ o~~~

Demostracidn . (por induccién sobre m):

(i) (n+0)" = nt (por A.1),
= n+ + 0 (por A1),
(i)  (m+wf =( (n+m")" (por a.2),
= ( n+ + m)+ (hip.ind.),
=nt + " (por A.2). B

Proposicién 3. La adicidén es conmutativa.

s R st i i i i s

Mis formalmente:
(WVnehlN) (VneN) (n+m=m+ n).
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Demostracidn. (por induccidn sobre n):
(i) O+ m=m (Lema 1),
m+ O (por A.1).
(m +n)* (por A.2),
(n + m)+ (hip. ind.),
n" +m (Lema 2). B

(ii) m+ n

]

i

Nota . De acuerdo con la definicién 1 y las propo-
siciones 2 y 3 se tiene:
1) k+m+n=(k+m +n=(m+k)+n-m+%k+n

2) h+k+m+n=(h+k+m+n = ((h + k) + m)
+n=(h+k)+(m+n)=h+(k+(m+n)) =
h+(k+m) +n=h+(m+k) +n=(h+m -
(K+¥naY s, ... .

Proposicién 4. (Propiedad Cancelativa de la Adicién).
h+n=%k+n= h=xk.
Demostracion. ( por induccién sobre n). B
4. La_Multiplicacidén.El siguiente teorema de exis-
tencia y unicidad de la multiplicacidn es andlogo al

Teorema 1:

Teorema 2. Existe una ley interna » en N, una

NS~ NS~~~

sola tal que

(M. 1) m.0 = 0, para todo n de N,
(M.2) mn’ = m.n + m.

Esta ley interna se llama multiplicacidén: si m y
n son numero naturales, se dice que m.n es el pro-
ducto de m y n. Cuando no hay riesgo de confusidn
en lugar de m.n se escribe mn.
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Demostracidédn del Teorema. A) Existencia. Sea m un
nimero natural .Aplicando el Teorema de definicién por

recurrencia con

X=N
f==8
m

& =0
puede afirmarse que para cada m de N existe una fun-
cidn

Pt N-» N
tal que:

(1) »p (0) =0
(2) »p_(n%) = s (p_(n)),
= m + pm(n) (por la defini-
cién de +).
El procedimiento descrito en .1 permite entonces
definir una ley interna en N conviniendo que
m.n = pm(n)
para todo m y todo n de N .
Las condiciones (1) y (2) corresponden a (M.1)
y (M.2) respectivamente.
B) Unicidad. Suponiendo que . y o satisfacen las
condiciones M.l y M.2 se tiene:
( i) m.0 = O = moeO , para todo m de N.
(ii) Suponiendo m.n = men para todo m de N, se
tiene: m-1+ = m-n + M= Men + m = m-n+, para todo
m de N.

Luego men = mon para todo m y todo n de N, es

deCiI‘, s = 0 .

5. Propiedades de la Multiplicacidn

.
N e~~~

~ o~ i~~~
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la derecha) con respecto a la adicidn.

Es decir:

(VnenN)(vme N)(Vk € N) ((k+ m) n =

kn+nm q).
Demostracién (por induccidn sobre n):
(1) (k +m). 0=0 (por M.1).

k.0 + m0 =0+ 0 =0 (por M.1 y A.1).
luego (k + m).0 = kx.0 + m.O .
(ii) (k+m)nt = (k+m) n+ (k + m) (por M.2),
(kn+mn) + ( k + m) (hip:ind.)
(kn+k)+ (mn+m) ¢4,Nota),

kn +mnt (por M.2) .1

]

La demostracién de la conmutatividad se simplifica
obteniendo primero dos resultados preliminares.Este es
el objeto de los dos lemas siguientes los cuales se
demuestran inmediatamente por induccidn.

Lema 3. O.n= 0 .

~ e~~~

Lema 4. l.n =n.

~a i~~~

~ S W o o~

decir:

(Wnel)(Vme N) (mn=nmn) .

Demostracidn. (por induccidn sobre n):

(1) m.0"%= 0 = O.m (por M.1 y Lema 3).
(ii) mnt =mn+m (por M.2),
=nm+ l.m (hip.ind. y Lema 4),
=(n+1)m (Prop. 4),
=n'm (Prop. 1). B

Colorario. La multiplicacidn es distributiva(por la

~a A~~~
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izquierda) con respecto a la adicidn.

Proposicidén 7. La multiplicacidn es asociativa. Es

~ R o e s

decir: ( Vn e w) ( Ya & N)( Yk g N)(k(m-n) =

(k-m)n).

Demostracién. (por induccidén sobre n):

(i) ke(m.0) = k.0O=0 (por M.1)
(k-m).0 = O (por M.1)

Luego k-«(m.0)= (kem).O .

(ii) k+(men’) = k+( men + m) (por M.2)

k+( men)+ kem  (Prop. 5,Cor.),

(kem)en + kem  (hip. ind.),

(kem):nt (por M.2).8

[

Proposicién 8. Si men =0 entonces m=0 6 n=20.

~ R A o o ~

Demostracién. (por reduccién al absurdo). Suponien-
do que m # O y n f 0, es decir, que me N y

n e N entonces (Prop. 4, B 5) existen h, k tales
que pt =m y k' = n, es decir:
h+1=m Yy k+1=n
Luego:
mn = (h+1)(k+1) = hk + h + k + 1 = (hk + h + k)"

y entonces,debido a (P.4), se tendria mn # 0.

o R o i o i o

Elicacién).
hn = kn, A 4, n ¥ 0O => h = k.

Demostracién. (Por induccidn sobre h). Sea pih} 1la
sondicidn
(VkeN)( Vnel) ((bn = kn o n # 0) = h =k).
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i) Veamos que p{0} es cierta: Dados k y n ar-
bitrarios, supongamos que O.n = k n y que n % 0 . En=-
tonces O=kn y n % O 4 luego, por la proposicidn
anterior, k=0.

ii) Supongamos ahora que p{h} es cierta y demos-
tremos p§h+§ ¢ Dados k y n abvbitrarios, supongamos
que h+n =kn yque n % O . Entonces k % 0 pues

en caso contrario se tendrfa h'n

0, lo cual es im-

posible ya que h' 40 y n#o0 (proposi-
cidén anterior); luego (Prop.4, § 5) existe k ~ tal
que k ¥ h y entonces la igualdad h+n = kn equiva-

o
lea (h+ 1)n-= (ko +1)n, es decir, hn+n = k n

+n .
La propiedad cancelativa de la adicidn y la hip.
ind. implica entonces que h = k .

o
Luego h' = k; , es decir, h* =k . N

o o TR o o s i s i i i 0

introdujo con ayuda de las funciones S la exponen~
ciacibén se define a partir de las funciones P, ¢

Aplicando el teorema de definicidn por recurrencia

con X=N
f= Pm
a=1

puede afirmarse, para cada m de N, 1la existencia de

una funciébn
em: N -»N

tal que:
(1) em(O) =1,

(2) e (n*) = m e (n)
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Definiendo

B> e em(n),

se obtiene una ley interna en N cuyo valor en (m,n)
n . g o
se nota m Y que goza de las propiedades siguientes:

( B.1) n°
n

1
000 T P

m .m .

+

Estas propiedades caracterizan a la ley interna en

cuestidén. Resumiendo:

Teorema 3. Existe una Gnica ley interna en N que

N~~~ i~~~

satisface las condiciones ( E.1) y (E;2) .

Esta ley interna se llama exponenciacidén.

Proposicién 9. (1) 1" =1,
(2) m1 = m.
(3) kK" +n=x"xK".
(4) (km)®=x"n".
() (™® =",

8 8 ORDEN NATURAL

1. Resultados preliminares. La demostracidén de los

o s s o Pt ot 1t s ot Ot Tt it ot o Tt 0 i

+ +
Lema 1. meENn = m €n .

~ A~

Demostracién. Por induccién sobre n . A

2. Las Relaciones < y <. Recordando la estructu-~

o s s i s i s P it i G s ot

ra de los “primeros” nimeros naturales:

0=

1 = 0of = {0}

2 = 1% = {0, 1}
3=2%< {0, 1, 2}
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4 =3"=1{o0, 1, 2, 3}
se observa que los‘antecesores” de cada numero son pre-
cisamente sus elementos, es decir, los nimeros que per-
tenecen a él. Hsta observacidén sugiere introducir el

orden usual en N con ayuda de la pertenencia.

Definicién 1. <= §{(mn):t meN,nelNrme n}

El enunciado m < n (es decir, (m,n) € <) se lee

¥

*m es menor que n“.

Segin la definicidén, si m y n son naturales:
m<n <> men .

Proposicién 1. La relacién < es transitiva.

Demostracién . Véase g 5, Prop. 2°. B

Definicién 2. < = {(mmn) e NxN:m<n,v, n= n}

~

El enunciado m < n (es decir, (myn) € < ) se lee

» ”
“m es menor o igual que n’.

Segin la definicibén, si m y n son nimeros natu-
rales:

m<n => m<n v m=n
m<n => m<n A m # n

En lugar de m< n (resp. m < n) suele escribir-
se n>m (resP. n> m) diciéndose entonces que n es

*mayor o igual” (respectivamente “mayor”) que m.

Proposicién 2. < es un orden parcial en N .

La relacidén < se llama el orden natural.

Lema 2. Bl conjunto N tiene minimo, a saber O,

(con respecto al orden < ).
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Demostracidén. Como O & N , basta probar que
(Vn e N) (o < n), lo cual se hace inmediatamente por

induccién . B
Teorema l. < es un buen orden o también:

~~~ S~~~ ~~

N es un conjunto bien ordenado (por el orden natural).

Demostracidén. Basta demostrar la proposicidn:

(WneblN)(VSechN) (ne S=> S tiene mi-

nimo), lo cual se hari por induccidn :

i) Sea Sc N tal que O € S. Entonces S tiene

minimo, a saber O (v. Lema 2).

ii) Supongamos ahora que si n pertenece a un sub-
conjunto de N entonces dicho subconjunto tiene minimo
Sea entonces S un subconjunto cualquiera de N, ¥y
supongamos gue nt €5. S8 0e$S entonces O es el
minimo de S. En caso contrario S c N" y n perte-
nece al conjunto S = {h eN:h" es }:+ entonces S”

tiene un elemento minimo, por e jemplo ho i

Veamos que el minimo ko = h; es el minimo de S.
En primer lugar, es claro que k_ € S ( por definicidn
de S”). Ademé4s, si k € S entonces k # O (pues
S c N’), luego puede definirse h = k y entonces
h" =k (e€8) luego he& S*, y como h es el mini-
mo de S° , se tiene h < h y entonces ho+ < n*

( v. Lema 1); es decir, k < h . i

Colorario 1. < es un orden total. O tumbién: N

It i ot i I S ot o

es un conjunto totalmente ordenado ( por el orden na-

tural).

118



Colorario 2. Si m y n son nimeros naturales se

verifica una y una sola, de las alternativas siguien-
tes:

m<n y m=n ne<_ m..

Colorario 3. Para todom y todo n naturales:

m<n sii mcn A m# n.

En lo que sigue, salvo que se diga lo contrario, se
considerard a N como un conjunto ordenado por el or-
den natural.

3. Induccién Transfinita. Sea X un conjunto or-
denado por un orden < . En este caso, en lugar de

«xgy;\x;!ytseescribe x <y .

Definicién. o (x) ={te X: t <x}

Este conjunto es el segmento (abierto) determinado

por Xx .

3. Para todo nlGmero natural n,

~

Proposicién
0(n) =n.

Teorema 2. (Principio de Induccidn Transfinita).Sea

X un conjunto bien ordenado y sea S un subconjun-

to de X tal que, para todo x de X

0'(x)CS=9 x € S,
entonces S=X
Demostracidén. Si se supone que X = S % ¢ entonces
este conjunto debe tener minimo, p.ej., X, Ahora bien
si xa(xo entonces x no puede pertenecer a X = S,
luego debe estar en S : en otras palabras
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0'(xo) c S . Y entonces, por hipbtesis, x €S, lo
cual es absurdo pues xo € X - S yaque es el minimo
de este conjunto.
En consecuencia X = S = @ luego ScX yen-
tonces S=X.8

~ N~~~ i~

Sc N y para todo n,
oc(n)ecS = neSs

es decir, nc S => neg S

entonces S = N.

~ N~~~ —~—~~—~

pint un enunciado gue se refiere a n. Si

(i) pjo} (es cierto) y
(ii) para todo n

p}0f A pil} A ...A pin} = pin*},
entonces

(VnenN) (pin}) .

8 9. PROPIEDADES ALGEBRAICO-ORDINALES

Monotonia de la Adicién. Diferencia. La proposicida

N 0 P Tt I i ot ) i s s P P P i ot i NN N A I NN~

siguiente relaciona el orden y la adicion:

Proposicién 1. m<n = m+k <n+k

R s o o s o o

Demostracién. (Por induccién sobre k):

(i) m<n = m+0<n+0.
(ii) m+k < n+k = (m+kK)T <m+x)t (8 8,
Lema 1 y Df.1) #

+ +
oK o€tk nerl



Colorario .(1) nyAy, h<k =>m+h<n+k.

(2)

(3) m<nyA,h<k =>m+h<n+k.

=]
A

8

SnyAy, h<k =>m+h<n+k.

Proposicion 2. Sean m y n nimeros nuturales. Si

~ R N N o N~

m < n entonces existe un finico natural k tal que

m+k=mn.

Demostracién . La existencia se demuestra por induccién

sobre n ; la unicidad se deduce de la Prop. 4, g 7. H

Definicién 1. Si m < n , al Gnico nimero natural

MmN NN NN A~~~

h tal gue m+ h=n se llama diferencia entre m

Y n y se designa n-m.

Si n# 0, esdecir, si ne N, entonces

n~-l=n .

Proposicién 3. (Principio de Induccién, 5a—forma).Sea

p{n} un enunciado gque se refiere a n . Para cada

nimero natural k , si

(1) pik} (es cierto) y
(ii) para todo n>k :
pinj =  pin'y
entonces
(Vn 2 k) (pin}) .
Nota (W nyk) significa (¥ n € A) donde

A= {n elN:nyk }.

Demostracién Sea qjn} el enunciado pin + ki sen-
tonces:
(i) qio} es pik} , luego es cierto.

(ii) Supéngase que qin} , o sea pin + ki, es
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cierto.
Como n»0 entonces n + k»k (v.Prop. 1,Cor) y

entonces pi(n + k )"} , es cierto. Luego qin'} es
cierto.

En consecuencia, q{n} es cierto para todo n .

Ahora bien, si n>k entonces n =m + k para algin
m ( v. Prop. 2). Como qu{ es cierto, entonces
pim + k{ , es decir, pin}{ , es cierto .

Luego pin{ es cierto para todo n mayor o igual
que k ., B

«2. Monotonia de la Multiplicacidn . Se enuncia una

relacidn entre el orden y la multiplicacidn:

Proposicidén 4. m<n,A,k>0= mk<nk.

N~~~ NN~

Demostracién . Se trata de probar que
(Vk> 1) (Vmel )(Vnel ) (m<n= mk < nk),
lo cual se logra inmediatamente por el Principio de In-

. a
duccibn, 5 —-forma . B

Colorario. M < n = m¢k < nk.

~ N~ s o

(my n , k son nimeros naturales). B
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(Recibido en mayo de 1968)
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