
EXAMENES UNIVEHSITARIOS

40. Examen parcial de Alge-bra Lineal (15232). Ingenie-
)rl.as.

1. Sea V e1 conjunto de todas las funciones f
definidas en R (conjunto de todos los nlimeros reales) c
con val ores en R ( f:R ~ R).

a) Muestre que V es un R-espacio vectorial para
las operaciones f + g Y Af definidas por

i) (f+g)(x) = f(x)+g(x) para todo x E R:
ii) (Af)(x) = Af(x) para todo x E R,

donde r, g E V Y A E R.
b) Una funcion f: R ~ R ( E V) se dice par si Y

solo si fe-x) = f(x) para todo x E R; e impar si f(-x)=
-f(x) para todo x E R • Muestre que el conjunto P(V)
de todas las funciones pares es un subespacio vectorial
de V. Muestre que el conjunto de todas las funciones
impares, I (V) , es un 6ubespacio vectorial de V.

c) Sea f: R ~ R (E V). Muestre que la funci6n fp
definida por

para todo x E R es par. Muestre que la funcion fI de-
finida por

f (x) = 1(f(x) - fe-x))I 2
para todo x E V. 8B impar. Deducir ademas que f fp +
f I.

d) Muestre que una funcion es la vez par e impar si
y solo si ella es la funcion cero. Deducir entonces de
c) que V = p(V) $ I(V).

2. Halle todos los (x,Y) E R2 tales que
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(D)

y dibuje en el plano cartesiano la region que representa
las soluciones de (D).

3. Sean A y B matrices cuadradas de orden n.
Muestre que:

i) tr(AB) = tr(BA);
ii) si B es invertible, entonoes tr(B-1AB) • tr(A).

Departamento de Matematicas y Estadistioa
Universidad Naoional de Colombia
Bogota,D.E.

1. Si f es holomorfa en Izi < 1
1/(1 - Izl), halle la mejor aproximaoion de

II((1527). Fisica
y If(z)1 <

If(n),O)I

41. Examen Parcial de Caloulo Avanzado

que da la desigualdad de Cauchy.
2. Calcule

i) J ezz-ndz
Kl(O)

ii) J zdz/(9 - z2)(Z+i)
K2(O)

3. Una funcion que satisface (u: A ~ R, A~ C)

(n entero)

2a u
2ax

+

se dice armonica.
i) Muestre que la parte real y la parte imaginaria

de una funoi6n holomorfa en A son funciones arm6nicas.
ii) Fruebe que si u(z) es armonica entonces u(z)

es armonica, y reciprocamente.
Departamento de Mat.yEstd. Universidad Nacional de Colom-
bia.
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42.Calculo II (15226). Ingenier!aa. Economia.
1. Calcule las siguientes integrales

I = J -.,..:d::.,:u:..-_
3 2u +u +u

J = J coa(log x)dx.

2. Halle las ecuaciones de las directrices de la hi-
perbola 2 = xy.

3. Suponeindo
xy ~u = e ,tomese p = 1 y p = 5,x y

ces la demanda para los bienes X e

que el indice de utilidad se expresa por
I = 10. Halle enton-
Y.

4. Halle el plano tangente y la recta normal a la su-
perficie z = log(l/xy) en el punto (e,e).

5. Estudie los puntos extremos y los puntos de silla
de la funcion

A. RAMIREZ M.
Departamento de Matematicas y Estadfstica
Universidad Nacional de Colombia, junio de 1968.

43. Fundamentos de Matematica.
1. Calcular

QC

\'
L-.

1\.: 2-
2. Calcular

(
-1 + t-Li ...-+~"1 ~ )

~ 2+1 riot" .

n -11>00 1..Z1. + ~2. .... ' 4- ~1.

Enunciar completamente Los axiomas de orden para3. a)
los ntimeros reales.

b) Demostrar: a < b <=> 0 < b - a.
c) Demostrar: Si 0 < c y a < b => ao < boo

Departamento de Matematicas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia, jnuo de 1968

44. Examen de Ca1culo 11(15222) Ingen1erias.
l.a) Hallar el lugar geometrico de lOB puntos P=(x,y)
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tales Que la distancia de P al punto vertice de la pa-
rabola x2 = 8y es el doble de la distancia de P al
foco de la misma. Identificar e1 lugar.

b) Para la hiperbola 3x2 - y2 + l2x - 3y = 0 ha-
llar las cOurdenadas del centro, de los vertices y los
focos; ademas hallar la excentricidad y las ecuaciones
de las asintotas.

2. El foco de una parabola es el origen de ordenadas...
y su directriz es la recta 4 = r(cos(g + '1'L3)). Rallar
la ecuacion polar de la parabola.

3. Calcule las integrales siguientes

mas
4. En la figura D es e1 punta medio de AB y ade-

1CE = 3" CB. Demostrar que F es e1 punto medio de

~A D B

C vectores en el espacio con 1 I 0
un escalar dado; halle entonces un

vector B que satisfaga simultAneamente 1x l = c y
1.13 = d (13 debe expresarse en terminos de 1, e y d).

Departamentc de Matematicas y Estadistica
Universidad Nacional de Colombia, junio de 1968.

CD.
Sean -+5· A Y

Y t..e = o. Sea d

•/1 5. Examen final Algebra V ( ) MatemAticas •
1. Considere a Q como un Z.-modulo. Sea Q ®ZQ

el producto tensorial de Q par S1 mismo. Demuestre
que XMy - YMX, para x,y E Q .

2. Considere a Q como un Z-modulo. Demuestre
que
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3.Sea E un Z-modulo TAL que Ze E ~ Q • Demueatre
que ningtin elemento de A2E es libre.

4· Sea E un espacio vectorial de dimension finita
sobre :Ii . Una aplicacion tilineal (x,s) -~ (xIs) de
E x E en R se dice un producto escalar si (xix) > 0

para todo x E E, x I O.
a) Demuestre que si e(x,y) = (xly) es un producto

escalar en E , dado X~E E* existe uno y solo un xEE
tal que

<x~,y> = (xly)
para todo y E E. (Indicaci6n: Considere~ aplicaci6n

"* )~: x -~ e de E en E, e definida por e (y =x x x
e(x,y) = (xly); demuestre que ~ es un isomorfismo.)

5. Sea E el espacio vectorial R3 sabre R y sea
(xly) = tx•y• Demuestre que (xly) es un producto
escalar en R3•

6. Demuestre que si dados x eyE R3 definimos
x7'\y por (x~y)(z) = det(x,y,z), entonces x7\y
es una forma lineal sobre .;• Sea ?:m.3xB2 ~ (]l3)~
tal que ~(x,y) = x1\y. Demuestre que ? es bilineal
alternada. Demuestre entonces que existe una aplicaci6n
lineal f: ,,2';~ (R3) tal que ~(x A s) = x~ y.
J. CHARRIS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA, diciembre de 1967.
46. Examen de Calculo Avanzado ( )Matematicas y

Fisica.
1. Demostrar que existe el limite de la sucesi6n:

Calcular este limite.
2. a) Definir en R2 los siguientea conceptoslcon-
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junto abierto, conjunta cerrado, conjunto conexo, domi-
nio, frontera.

un punta de D.
R ,
Sea

D Jli2 dom i .. ()c· un omlnlo, Po = xo'yo
k un elemento de R.i Que sig-

= k? ~ Que significa que f

b) Sea f:D ...,

nifica que lim f(p)
P-l'Posea continua en p ?o

3. Calcular el siguiente limite explicando cada una
de sus afirmaciones:

donde se supone que p > q > 0.
4. Si A es un conjunto acotado y n > 0, definimos

B t nx; x E A 1 c~c R). Demostrar que B es acota-
do. Calcular sup B.
R.SUAREZ-H.PEREZ
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA, mayo de 1968
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