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LOS NUMEROS COMPLEJOS Y EL ESPACIO VECTORIAL (e , R)============================================
por
Hernando ALFONSO

Relacion de equipolencia entre parejas de puntos del plano:

<=>

<A,B> ~ <C,D>

P<A, B> ~ <C, D> AB II CD
o

<A,B> == <C,D>
donde p

:= se lee «as equipolente cor?> , lise lee « »as paralala con , osa

1« .. t d »se ee es equ~or~en a a con •

La relacion de equipolencia es una equivalencia y, por 10 tanto, particiona

el conjunto de parejas de puntos del plano, P x P. Cada clase de equipolencia

determinada por esta particion determina un vector en el plano:

LAB 1 =! <x,y>: <x,,;/> ~ <A,B> 1
y tenemos ademas

IJiB] = [aD1 <=> <A,B> ~ <C,D>

Puede establecerse una biyeccion entre los puntos del plano y los vectores

del plano, si se escoge un ~unto 0 del plano y se escoge como reprasantante

de un vector dado a la pareja cuya primera componente sea O.

Puede establecerse tambien una biyeccion entre los elementos del oonjunto

R x R Y los puntos del plano, si se qefine un sistema d~ coordenadas cartesia-

-1-



naa ,

Por definicion, R x ~ = t , 0 sea que los nUmeros complejos son parejas or-

denadas de nUmeros reales.

Adicion en el conjunto de los vectores del plano. Por definicion

B

.:
[A'j)-] = [il) + lcDl.

0'
Una construccion que lleva al mismo resultado

es:
B"
<,

.....1) '//

/
/
/

Se verifica, en casos particulares,que la ope-

racion asi definida estructura un grupo conmu-
D" tativo.

Adicion en t.
<a,b> + <c,d> <a+c, b-ed>

<a4-C)b+d.>

Esta definicion esta justificada por:

1) La biyeccion entre los puntos del plano y los vectores del plano.

2) La bi.ye cc i cn entre los puntos del plano y los elementos de t.

3) Consideraciones geometricas que pe~miten decir que los triangulos sombrea-

dos de la figura son congruentes.

A partir de esta definicion se demuestra como teorema que la adicion en t

estructura un grupo conmutativo.

Otras representaciones de los ntimeros complejos. ~!_2E~r~22ri. Definimos

un operador que aplica t en C de la manera siguiente: i<a,b> = <-b,a> •

Graficamente, i produce una rotacion de 90 grados en el sentido indicado.
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Puede establecerse una biyeccion entre un subconjunto de C y el conjunto It,

«» (asi: <a,O> ~ a; esta bdyecci Sn conserva La adioion y tambien las otras

operaeiones) 10 eual justifica que se identifique el complejo de la forma

<a,O> con el numero real a.

Por otra parte, segUn la definicion de adicion, podemos eseribir,

<a,b> = <a,O> + <0, b>, '

Pero <0,b> = i<b,O>. 0 sea que

<a,b> = <a,O> + i<b,O>.

Teniendo en euenta la identificacion mencionada antes,

<a,b> = a + ib.

Representaeion polar. Sea z <a,b> un numero complejo y sea P su pun-

to eorrespondiente en el plano. Se define

Argumento de z =
cOp]Modulo de ..z = LOU1= r

Arg z = Ol.

b
Se tiene entonees u'

a = r cos 0(, o
b r sen 0.

a + ib r(cos ol + i sen ~ )•

Multiplieaeion en C • Definimos una aplicacion C x (;-+ ~ earaeterizada

de la manera siguiente:

-3-



Si
z = r(coSQ( + i senot)

W = $( cos ~ + i sen ~) ,
entonces

ZW = rs(cos[ol + (3] + i sen [0( + P 1) .
o sea que a la pareja de complejos <z,w> le hacemos oorresponder el nUmero

complejo cuyo modulo es el producto de los modulos de los complejos dadoB y

cuyo argumento es la surnade los respectivos argumentos. Graficamente,

Si en la definicion de producto que hemos dado desarrollamos cos (<<+~) y

sene <X + P), y usamos las igualdades

a r cos at b rsen ~

c = s cos r d s sen J?
donde z = <a,b> y W <c,d>, podemos escribir como definicion equivalente

zw <a,b>.<c.d> = <ac-bd,ad+bc>.

Se demuestra como teorema que la multiplicacion estructura un grupo conmutati-

vo en ~ (con la salvedad de que <0,0> no tiene inverso multiplicative). Se

demuestra ademas que se cumple en C la propiedad distributiva-recolectiva de

la multiplicacion con respecto a la adicion. Con esto puede afirmarse que C

es un cuerpo (campo) conmutativo con respecte a las operaciones adicion y mul-

tiplicacion.

Potenciacion. Definimos la potenciacion como una aplicacion +Cx2 -+C,
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zn = z,z• ••• ~z (n factores)•

Usando la representacion polar, si, z = r(cos";'+ i sen~) entonces

zn = rn(coB nil(+ isen n~).

Si se toma esta ultima como definicion, entonces se pueden demostrar como teo-

remas las propiedades bien ~onocidas de la potenciacion en C, con exponente

entero. Si se quieren det ermana.rlos elementos del conjunto {w: wn = z1, d~-
do z r{coscl + i sen 0(. ) , debe tenerse en cuenta que cosol= cos(cA+ 2kn) y

sen <1. sen( (j. + 2kn) , k E z. Ademas, si se extiende la definicion de poten-
. . , los expon~n:tes fraccionarios acepta que n <=> linClaClon a y se w z w = z ,

entonces podemos escribir

k E Z. Se demuestra que sol11mente existep n valores diferentes que verifican

la igualdad wn = z; a saber, los que se obtienen para k E [c.r,a, ... ,n-lr
El espacio vectorial C sobre el cuerpo R. Destacamos ~Lhec):lo que e::

es un grupo conmutativo con respecto a la adicion. Definimos una operacion

que aplica Ii x C ~ C de la manera siguiente: si z = <a,b> E C Y r E 11 ,

entonces

r.z = <ra,rb> •

A partir de esta definicion pueden demostrarse como teoremas las siguientes

propiedades de esta operacion:

1) a, b E R, z E C, a(bz) (ab)z

2) a c ({, z, w E C, a(z+w) az + aw

3) a, b E R, z E 1:, (a+b)z = az + bz

4) Z E C, l.z z

5) Z E t, o.z = <0,0>

6) a E R, a.<O,O> = <0,0>

La estructura definida por las propiedades que acabamos de enunciar se



llama espacio vectoriala el espacio vectorial del grupo aditivo C sobre el

cuerpo R. Los elementos ~e R se llaman escalares ; los elementos de C
se llaman vectores.

Dependencia lineal e independencia lineal. P~ffBfEf2B: Se dice que los
vectores z y w son linealmente dependientes si existen esoalares a y b

tales que az + bw = ° = <0,0> , sin que a y b sean ambos nulos.
EJEMPLO 1. Los vectores z <3,4> Y w = <-12,-16> son linealmente de-
pendientes porque 12z + 3w = <0,0>. Esto se puede expresar de otra ma-
nera asi: 1

Z = - - w.
4

\" Si dos vectores no son linealmente depen-
"

dientes, se dice que son linealmente indepen-

dientes. En otras palabras, los vectores z

y w son linealmente independientes si la

oombinacion lineal az + bw = ° =<0,0>
implica necesariamente que a = b = 0.

EJEMPLO 2. Los vectores <2,3> Y <-4,5> son linealmente independientesf

porque

a<2,3> + b<-4,5> = °
implica

<Z/~> 2a - 4b °
3a + 5b 0,

que a su vez implica

a = b = O.

Vectores Unitarios.Los vectores el = <1,0> y e2 = <0,1> se llaman

yectores unitarios. Estos vectores son linealmente independientes, como pue-

de constatarse. Ademas, cualquier vector se puede expresar como oombinaoion

lineal de el y e2; en efecto, dado el vector <h,k>, tenemos
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<h,k> = h.<l,O> + k.<O,l> = h.el + k.e2 •

Por cumplir estas propiedades se dice que los vectores el Y e2 constituyen

una ~ del espacio vectorial C sabre el cuerpo R.
Determinacion del vector correspondiente a una pareja dada de puntas del

plano.

Si

loP) = <a, b>1
[6Ql= <c yd>J entonces <c,d> - <a,b>

<c-a,d-b> = [6R1
Norma de un vector. Dado el vector <h~k> se define la norma de <h,k>

asi:

Este es el mismo concepto que hemos identificado atras como «modulo de un nu-

mero complejo». De acuerdo can la definicion, si Z E C, II z II E R. II z II es la

medida de la distancia entre el origen y el punta correspondiente al vector z.

La distancia entre A y B es II [ill II Si [oAl =
B dos puntas del plano.

<xl'Yl> , [6Bl =<x2'Y2>'
Distancia entre dos puntas del plano. Sean A y

entonces

y

Division de l!n segmento en una razon dada. Sean A y B dos puntas del



plano. Queremos determinar el punta P tal que [AP] = r (~J, donde r es

<x-x ,Y-Y>1 1

Si l611= <x1,Yl> , I~]=<x2'Y2> , 'LoPl = <x,y'> , entonces

Y rEP] = <x-x ,Y-Y> • ° sea queL: 2 2

un numero real dado.

x - rX2x - r(x - x2)
1xl x =
1 - r r 11 .
Yl - ry

r(y - Y2)
2y - y y =1

1 -r

Producto escalar de dos vectores. Esta operacion es una aplicaci6n exc ~ R
que se define as!:

<a, b>e<c,d> = ao + bd ,

A partir de esta definicion se demuestran como teoremas las siguientes propie-

dades del producto escalar:

1) (z + w)er = (zer) + (wer) , z,w,r vectores cualesquiera.

2) (kz)ew = k(zew), z, w E C, k E R
3) zew = wez, w, Z E C
4) zez > 0, amenos que z <0,0> •

5) Ilzll=V(zez), z E C.

Definicion de J.,afunci6n coseno. De la figura obtenemos

2II ~ - w ~

liz - wf

~z 12 + Ilw112 - 211z 11·lw"cos (J..

zez - 2(zew) + wew = IIzf + IIwf - 2(zew)

o sea que

Iiz Illlw/lcos0( zew

de donde zew
co's« = ----

II z II·/lwII
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Ortogonalidad. z Y w son ortogonales si Y 801amente si zew = O.

Propiedades de la ortogonalidad. Se demuestran las siguientes propiedades~

1) z I W => kz sw (k,s E R)

2) z I Z <=> Z <0,0>
3) z I w Y z I t => Z 1(w + t), w,z,t E c.
Definicion analitica de una recta.Vamos a definir analiticamente la recta

Si P es un punto de la recta AB,

[AP1::; k [AB]. Si LOP1 = <X,y> ,

entonces existe un numero real k tal

que entonces

<x-xl,Y-Yl> = k.<x2~xl'Y2-Yl> ~
de donde se obtiene

La expresion m - (y -Y )/(x -x) se llama coeficiente angular de la recta- 2 1 21--
AB.

Condicion de paralelismo entre dos rectaso Supongarnos que las rectas

r Y s (no paralelas a los ejes) estan determinadas asi~ r pasa por los

puntas A Y B; s pasa por los puntas C Y Do Hagarnos

[611 = <xl,Yl> , [61J= <x2'Y2> ,[ocl = <xi~Yi> ~ [aD] = <x2'Y2> •
Entonces, [AB] =- <x2-xl,Y2-Yl> Y [cD 1 = <x2-xi,Y2-Yi> 0 S'ilas rectas

AB Y CD son paralelas, entonces los vectores lAi] y \gD] pertenecen

a la misma direccion (son linealmente dependientes) Y, par 10 tanto, exis-

te un nume ro real p tal que [AB]::; p 19D). Esto significa que

o sea !a igualdad entre los coeficientes angulareso
'-Condicion de ortogonalidad entre dos ,vectores. Como arriba,supongarnos
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que las rectas r y s esten determinadas por los puntos A, B, C, D. Si

las rectas son ortogonales, entonces [il]. [cD J = 0, 10 que significa

+ 1 o •

Definicion analitica de la circunferencia. La circunferencia de centro C

y radio r es el conjunto de los puntos P tales que II (eP]1I = r. Si roc) =
<h,k> , entonces

21··= r .

IUNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL
BOGOTA, COLOMBIA
(Recibido en octubre de 1968)

CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS==================================

por

Nelo S. ALLAN

si Errtroducca Sn ,
La razon por la cual he escogido este tema es porque es un buen ejemplo de

formulacion analitica de un problema geometrico y de una solucion relativamente

facil de este problema. Desde los griegos problemas como la duplicacion del cu-

bo de volumen uno y la triseccion del angulo de 600 con ayuda de la regla y

el compas han preocupado a los matematicos; pruebas de la imposibilidad de

construccion con regla y compas parecian muy dificiles, indicando esto que los

metodos usados hasta una determinada epoca no eran buenos. La solucion de estos

problemas tuvo que esperar el desarrollo de metodos analiticos, los cuales solo

aparecieron alrededor del ano de 1.500. Nuestra primera observacion es que si

sabemos construir los numeros reales y p entonces sabemos construir
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