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1L0S_NUMEROS COMPLEJOS Y EL ESPACIO VECTORIAL (€,R)

por
Hernando ALFONSO

Relacidn de equipolencia entre pare jas de puntos del plano:

<A,B> ¥ <C,D
<4, £<«,> <> AB // 3

<A,B = <C,D

e

<< . >> << >>
donde Eé se lee ~es equipolente con , // se lee ~ es paralela con ,

se lee <<es equiorientada con>>.
La relacidn de equipolencia es una equivalencia y, por lo tanto, particiona
el conjunto de parejas de puntos del plano, P x P, Cada clase de equipolencia

determinada por esta particidn determina un vector en el plano:

[Iﬁ] ={<x’y> P<X,y> s <A,B>}
y tenemos ademis
B ] -
E]=[B) < <4,» £ <«,»
Puede establecerse una biyeccidén entre los puntos del plano y los vectores
del plano, si se escoge un punto O del plano y se escoge como representante

de un vector dado a la pareja cuya primera componente sea O.

Puede establecerse también una biyeccidén entre los elementos del conjunto
R xR y los puntos del plano, si se define un sistema de coordenadas cartesia-
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nas.
Por definicién, R x R= € , o sea que los nGmeros complejos son parejas or-
denadas de nGmeros reales.

Adicidn en el conjunto de los vectores del plano. Por definicidn

€ ( N
4 P 2 7] - @) + Tl
Dl
(//////’ Una construccidn que lleva al mismo resultado
A i

es:

] b5

B”
NN
\1) U/}
" / Se verifica, en casos particulares,que la ope-
A /
ch 7 racibén asi definida estructura un grupo conmu-
D"

tativo.

Adicibén en €.

<a,b> + <c,d> = <a+c,b+d>

<a+c ,b+d>
{c,d> ;gé?
——F — T >1aa lb>
/ o
= L

Esta definicidén esté justificada por:

1) La biyeccidn entre los puntos del plano y los vectores del plano.

2) La biyeccidn entre los puntos del plano y los elementos de C.

3) Consideraciones geométricas que permiten decir que los tridngulos sombrea-
dos de la figura son congruentes.

A partir de esta definicibén se demuestra como teorema que la adicidén en €

estructura un grupo conmutativo.

Otras representaciones de los nimeros complejos. El operador i. Definimos

un operador que aplica € en € de la manera siguiente: i<a,b> = <=b,a> .

Gréficamente, i produce una rotacidén de 90 grados en el sentido indicado.
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Puede establecerse una biyeccidn entre un subconjunto de C y el conjunto R,

‘. N
“op> <a,b>

asi: <a,0> 4= a; esta biyeccidbn <<conserva ~ la adicién (y también las otras
operaciones) lo cual justifica que se identifique el complejo de la forma
<a,0> con el nimero real a.
Por otra parte, segin la definicidén de adicidn, podemos escribir,
<a,b> = <a,0> + <0,b>s.
Pero <0,» = i<b,0>. O sea que
<a,b> = <a,0> + i<b,0>.
Teniendo en cuenta la identificacidén mencionada antes,
<ayb> = a + ib.

Representacidn polar. Sea 2z = <a,b> un nGmero complejo y sea P su pun-

to correspondiente en el plano. Se define

Argumento de 2z = Arg z =00

Médulo de z = -EQP—] == V'(a2 + b2)
[_OU] b

ot gy D

Se tiene entonces U'“ < |

|

a = r cosd + o« I\

0l v @

b= 1r senql
a + ib = r(cosqt + i send).

Multiplicacidédn en € . Definimos una aplicacidédn € x € » € caracterizada

de la manera siguiente:
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Si
r(cosy{ + i send )

N
L[}

=
1]

s(cosp + i sen [3),
entonces
ZW = rs(cos[o(+ p_l + i sen[o( + p]) .
O sea que a la pareja de complejos <z,w> le hacemos corresponder el nfimero
comple jo cuyo médulo es el producto de los mbédulos de los complejos dados y

cuyo argumento es la suma de los respectivos argumentos. Gréificamente,

Zw
w
A
z
B) A -

Si en la definicidén de producto que hemos dado desarrollamos cos (& + P) y

sen( A + p ), ¥y usamos las igualdades

a=1rcos & 3 b=r1rsen A&

]
f

c scos? 3 d ssenF

<c,d>, podemos escribir como definicidn equivalente

i}

donde 2z = <a,b» y W

ZW = <a,b>.<c.d> = <ac-bd,ad+bc>.

Se demuestra como teorema que la multiplicacién estructura un grupo conmutati-
vo en € (con la salvedad de que <0,0> no tiene inverso multiplicativo). Se
demuestra ademids que se cumple en € 1la propiedad distributiva-recolectiva de
la multiplicacién con respecto a la adicidn. Con esto puede afirmarse que ¢
€S un guerpo (Qggpp) conmutativo con respecto a las operaciones adicidn y mul-
tiplicacidn.

Potenciacidén. Definimos la potenciacidédn como una aplicacién € x 2" - € ,
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z% = z.z. +++ .2 (n factores).

Usando la representacidn polar, si =z = r(cos®k + i sen®) entonces
n n 1
z = r (cos n¥ + isen nQ ).
Si se toma esta Gltima como definicidn, entonces se pueden demostrar como teo-

remas las propiedades bien conocidas de la potenciacién en €, con exponente

entero. Si se quieren determinar los elementos del conjunto {ww wh o= z‘}, da-

n

do =z r(coso + i seno(), debe tenerse en cuenta que cost&k = cos(® + 2kn) y

sen( + 2kn), k & Z. Ademés, si se extiende la definicién de poten—

l/n

o : ; n
ciacidn a los exponentes fraccionarios y se acepta que W = 2 <=> W = 2 ’

sen o\

entonces podemos escribir

z = r(cos® + i send) => zl/n = rl/n(cos ii%EE + 1 sen ﬁi%EE),

k € 2., Se demuestra que solamente existen n valores diferentes que verifican

la igualdad Wt o= z3 a saber, los que se obtienen para Kk € {O,l,Z,...,n—l} o

El espacio vectorial € sobre el cuerpo R. Destacamos el hecho que €

es un grupo conmutativo con respecto a la adicidén. Definimos una operacidn
que aplica R x € » € de la manera siguiente: si z = <a,p> e € y re R,
entonces

r.z = <ra,rb> .
A partir de esta definicibn pueden demostrarse como teoremas las siguientes
propiedades de esta operacidn:

(ab)z

1) a, be R, z € C, a(bz)
2) ac R, z, we C, a(z+w) = az + aw
3) a, beR, z€ €, (a+b)z = az + bz

2

4) ze €, l.z
5) zg €, Ouz = <0,0>
6) a€ R, a.<0,0> = <0,0>

La estructura definida por las propiedades que acabamos de enunciar se
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llama espacio vectorials el espacio vectorial del grupo aditivo € sobre el

cuerpo R. Los elementos de R se llaman escalares $ los elementos de ¢

se llaman vectores.

Dependencia lineal e independencia lineal. Qgg;gggggg: Se dice que los

vectores 2z y w son linealmente dependientes si existen escalares a y b

tales que az + bw = 0 = <0,> ,S8inque a y b sean ambos nulos.
EJEMPLO 1. Los vectores 2z = <3,4> y w = <=12,-16> son linealmente de-

pendientes porgque 12z + 3w = <0,0>. Esto se puede expresar de otra ma-

nera asi: 2z = - — W,

. Si dos vectores no son linealmente depen~

dientes, se dice que son linealmente indepen-—

{ dientes. En otras palabras, los vectores 2z
( Yy w son linealmente independientes si 1la

combinacidén lineal az + bw = 0 = <0,0>

<12,~16)> implica necesariamente que a = b = O,

EJEMPLO 2. Los vectores <2,3> y <-4,5 son linealmente independientes,

porque
4,5 a<2,3> + b<=4,5 =0
AR | implica
; A — o £2,3) 2a - 4b =0
: 32 + 50 =0,
N L que a su vez implica
a=>b= 0.
Vectores Unitarios.Los vectores e, = <1,0> y e, = <0,1> se 1llaman
vectores unitarios. Estos vectores son linealmente independientes, como pue-

de constatarse. Ademis, cualquier vector se puede expresar como combinacidn

lineal de e ¥ 6, 3 en efecto, dado el vector <h,k>, tenemos
sk



<h,k> = h.<1,0> + k.<0,1> = h.el + k.e2

Por cumplir estas propiedades se dice que los vectores e1 y 92 constituyen

una base del espacio vectorial € sobre el cuerpo R.

Determinacidn del vector correspondiente a una pareja dada de puntos del

plano.

FT)- 7] - (o7

Si

i

[67]= <a,b$1

[_@’]: <c,d>J entonces [ﬁ)

<G,d> - <a,‘b>

<c-a,d=-b> = [5?] .

Norma de un vector. Dado el vector <h,k> se define la norma de <h,k>

l<h,ko = V(n% + k%)

. . o << L, . .
Este es el mismo concepto que hemos identificado atrds como mbédulo de un ni-

>> = < 1 1
mero complejo ~ . De acuerdo con la definicién, si z € €, ||z| € R. |z es la
medida de la distancia entre el origen y el punto correspondiente al vector z.

Distancia entre dos puntos del plano, Sean A y B dos puntos del plano.

La distancia entre A y B es ||E&§]H s S8 \§K1 = <X),¥> [5§1 =<X,3¥5 s
entonces

(22
AB | = <x2—xl,y2—y1>

I 8B = Jlaymx))% + (m3p)°

Divisidn de un segmento en una razdn dada. Sean A y B dos puntos del
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plano. Queremos determinar el punto P tal que [K?] = r(f?], donde r es
un nimero real dado. Si {§K]= <X19¥9> s [§§]=<x2,y2> ’ [5?] = <X,y> , entonces

EE?] = <X-Xl,Y‘yl> y Eﬁg] = <x-x2,y-y2> . O sea que
( X, - IX

x-x, =r(x - x) PR R e
X a l-r r # 1.
< 4 )
S ¥y, = 7,
-y =xy-7,) y = —=
l -r

~

Producto escalar de dos vectores. Esta operacidn es una aplicacién CxC - R

que se define asi:
<a,b>e<c,d> = ac + bd.

A partir de esta definicidn se demuestran como teoremas las siguientes propie-

dades del producto escalar:

1) (z + w)er = (zer) + (wer), z,w,r vectores cualesquiera.
2) (kz)ew = k(zew), 2z, we C, k € R

3) zew = wez , W, z € C

4) zez > O,a menos que z = <0,0>,

5) llzl= V(zez), =z e ¢.

6) lz + w|| = V(zez + 2(zew) + waw) |,

Definicidn de la funcidn coseno. De la figura obtenemos

Z
/N/' 21

w

1212 + [wIP - 2lz vl cos &

zez - 2(zew) + wew = Hz"2 $ ”w"2 - 2(zew)

12 - w|?

Iz - wl?

o sea que

liz|[Wwlcos o = zew

de donde
ZOW

o(_-:..__.____
[ 2]]-[lwl]
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Ortogonalidad. z y W son ortogonales si y solamente si 2zew = O.

Propiedades de la ortogonalidad. Se demuestran las siguientes propiedadess

1) rus l_w = kz l_sw (kys € R)
2) =z l z <=> z = <0,0>
3)m l_w I l_t = g l_(w +1t), wyz,t € C.

Definicidn analitica de una recta.Vamos a definir analiticamente la recta

que pasa por los puntos A y B tales que [6K7]= <x1,yi> ’ [531 =<x2,yé> o
Si P es un punto de la recta AB, entonces existe un nGmero real k tal
—>
que [AP]= kg\—l;]. Si [6?] = <X,y>, entonces
<x—x1,y-yl> = k.<x2—x1,y2—y1> 9
de donde se obtiene

Y,-% T-¥%

<

Xz-Xl X"Xl

La expresidén m = (y2-y1)/(x2—x1) se llama coeficiente angular de la recta

AB.

Condicidn de paralelismo entre dos rectas. Supongamos que las rectas

~

T Yy s (no paralelas a los ejes) estin determinadas asi: T pasa por los

puntos A y Bs s pasa por los puntos C y D, Hagamos

[61]= <X19Y9> s [63]= Xp9 V57 [&;]" <xisyi> s [53]: <xé,yé> o

Entonces, Bﬁ§]= X=Xy Yo=Y Y i§5]== <x‘—x’,yé-yi> . Si las rectas

2 2 71
— e
AB y CD son paralelas, entonces los vectores [AB} y (CD ] pertenecen
a la misma direccién (son linealmente dependientes) ¥y por lo tanto, exis-

e _— g .
te un nlimero real p tal que [AB']= p[éD]. ‘Esto significa que

o= 9 Yo~ N

0 sea la igualdad entre los coeficientes angulares.

Condicidn de ortogonalidad entre dos vectores. Como arriba,supongamos

o



que las rectas T y P estén determinadas por los puntos A, B, C, D. Si

las rectas son ortogonales, entonces £Kﬁ]oﬂib] = 0y 1lo que significa

Definicidn analitica de la circunferencia. La circunferencia de centro C

— . —>
Yy radio r es el conjunto de los puntos P tales que|](CP]“ = p, ©Si [OC]==
<h,k> , entonces

{P :
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©EJl= 2} = {<x, ¢ (1) 4+ (3002 - 2 }.

(Recibido en octubre de 1968)



