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X DEFINICIéN. Llamaremos conjunto de los nimeros reales a un conjunto (que

o~ i~~~ T~

denotaremos por R) provisto de dos operaciones (+,°¢) y una relacidn binaria
(<) tales que:

Axiomas algebraicos:

(Al) Dados a, b elementos de R, se tiene que a + b= b +a y a‘b = bea,
(A2) Si a, b, ¢ son elementos de R,entonces
a+(b+c)=(a+b)+c y as(b-c) = (asb)ec .
(A3) Existen en R elementos que denotaremos por O y 4 ( O # 1) tales
que 8i a es un nimero real cualquiera, entonces
a+0=a y a°l = a.

(A4) Si a y b son nimeros reales y b # O, entonces existen a y bE

a+a=0 Yy beb = 1,
(A5) Si a, b, ¢, son elementos de R, entonces

a*(b +¢c) = ad + arc.

Axiomas de orden:

(01) Para a, b elementos de R, se verifica una sola de las siguientes a-
firmaciones:
a=Dby, a<bd, b<a.
(02) Si O<a y O0<b entonces O < ash,
(03) Si a < b entonces a + ¢ < b + ¢, cualesquiera que sea C.
(04) Si a<b y b< c entonces a < c.

Axioma topoldgico:

(T) Todo subconjunto de R no vacfio y acotado superiormente, admite un ex-

tremo superior.



IT. CONSECUENCIAS IMPORTANTES

NOTA 1. Si O’ es un elemento de R tal que a + O°= a cualquiera que

sea a en R, entonces 0°= 0° + 0 = 0 + 0°= O, De manera que, O es el G~

nico elemento que satisface esta propiedad. Podemos hacer la misma anotacién

sobre 1.

NOTA 2. Si a es un nimero real dado y a” es un nimero real tal que

a +a’= 0, entonces a’=a’+0=a’+ (a+a)=(a"+a)+a=(a+a") +a-=

O + a = a, Demanera que, cada nimero real a tiene un Gnico opuesto aditivo
a. De la misma manera, podemos anotar que todo nimero real diferente de O

tiene un Gnico opuesto multiplicativo.

NOTA 3. De los axiomas (Al) Yy (A5) podemos concluir lo siguientes
a*(b+c)=(b+ c)ca
a‘(b +c) = a*b + a-c = bea + ca,
de manera que
(b + ¢)ra = b-a + cra .
Demostraremos ahora algunas propiedades importantes.
PROPOSICION 1. a<0 = O.

AN N N S~~~

TEOREMA 1. Dados a, b elementos de R, existe un Gnico x en R tal

~N~ e~~~ ~~ e

Demostracién:a) Existencia. El nfimero real a + b es tal que

b)gggggggg. Si ¥ % son tales que a + X, = b y a+ x, = b, entonces
a+x =a+x,, de manera que a + (a + xl) =2 + (a + 12), y entonces x =
120

COROLARIO 1. Para a, b elementos de R se cumple que a*b = ar*b.

e o e o

Demostracidén: En efecto, segin (A4), a-b + a*b = 0 , de manera que a‘b

es el Ginico x tal que a¢b + x= O3 pero a+b + a+b= (a + &)b = 0-b = O

es decir, a+b + d<b = 0, por lo tanto, arb = arb,
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COROLARIO 2. Para a, b elementos de R se cumple gue asb = ab,
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Demostracidén: Seglin el corolario 1, tenemos a<b + a<b = 03 pero

b+ a'b=a.«(b+Db) =a0=0, luego @rb + a¢b = 0 y utilizando el teore-

NN A~~~

Demostracién: Tenemos

(a+1b) + (8+D) = Ba +b) + EJ +D = [a + (b + Eﬂ + D
= k s (W' b)] + b= ‘? + (a + b)l + D
= ka +a) +b|l+b=(0+Db) +b=D>b+b=0,

y como (a + b) es finico, resulta (a + b) = a + D

PROPOSICION 2. Si a es un nlmero real diferente de cero, entonces

s Pt It s s 0 i O

Demostracidns Si a % O entonces a <0 & 0O0< a ((Ol))n Supongamos que

0O<a, entonces O < ara , segin (02). Si a < O, entonces a + a <
O+ 3, segin (03), y entonces O <& y, por lo tanto, O < a*a = a a.
COROLARIO 1. O < 1.

~ N N~ o

Demostracibéns O < 1°1 = 1.

COROLARIO 2. El elemento 1 + 1= 2 es tal qgue O < 2.

Demostracién: 0 < 1 => O+ 1<1+ 1, es decir, 1< 2, y, por lo tanto,

0 < 2, segin (04).

N e

Demostracién: Si a < b entonces a + a < b + 3@, por (03), o sea O <

b + & y, por lo tanto, O < (b + 3)-c, es decir, O < b.c + @-c = bec + a-C,

y entonces asc < (bec + avc) + acc, es decir, a«c < b:.c.

PROPOSICION 4. Si O < a entonces O < a .
Dealatracisns 1S4 a2« 0. entonoes: & s <0 a, es decir, 1 < O, contrario
al corolario 1 de la proposicidén 2. Si a_l = 0, entonces a-}a = O*a, o0 sea

1 =0, lo cual es también contradictorio. De manera que, segin el axioma (o1),
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debemos tener O < a-l.

En particular, O < 2=,

~N RN~~~

x en R tal que a<x y x<b (a<x<hb).

Demostracidén: Si a < b, entonces

a+a<a+hb - J (L +1)ra < a + b.L g
a+b<b+b La+b<(1+l)'bJ
2¢a < a + b = rz-}(2~a) < 27 (a + b) 33 a < 2 3(a+ D)
a+b< 2D LZ-}(a.+ b) < 27¢(20D) 2 (a + 1) <D

Tomando x = 2_}(a +b) 1la proposicidén queda demostrada.
Obsérvese que, como a < X y X < b podemos encontrar y, z en R ta-
les que a < y<x y X < 2 < b. Aplicando este razonamiento repetidas ve-
. << >>
ces, observamos que R es un conjunto bastante grande .,

~~ e~~~

face la propiedad siguiente:

(J) Si x es un elemento de I entonces x + 1 es un elemento de I.

Por ejemplo, el conjunto R es obviamente un conjunto inductivo; el con-
junto I = {O,l} no es inductivo pues 1 es un elemento de I, pero 1 + 1 =

2 no es elemento de I,

Si a es un nimero real dado, llamaremos g; la coleccidén de todos los
subconjuntos indcutivos de R que contienen a aj observemos que R es un

elemento de esta coleccidn.

El conjunto I_ = 1 P es un conjunto inductivo, pues si x es un elemen-
ac ¥
a

to de Ia entonces x es un elemento de cualquier F de la coleccidn q; Yy

por tanto, x + 1 +también es un elemento de cualquiera de estos F, pues ellos

son inductivos, y esto significa que x + 1 es un elemento de Ia . IHs claro

también que a es un elemento de Ia' Asi pues, Ia es el menor conjunto in-

ductivo de nimeros reales que contiene ‘a  a.
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DEFINICION 2. Al conjunto N = I, lo llamamos el conjunto de los nime-

ros naturales de R.

Seglin la definicidn, & es el menor subconjunto inductivo que contiene a
0. Es fécil ver que I,=a+l= {a +ngs ne N}.

PROPOSICION 6. Si my, n son elementos de N, entonces m + n es elemen-

~ o~~~ o~~~

Demostracién: Tomemos m un elemento cualquiera de WN. Definimos

Xm={neN; m+nEN}
(Xm es el conjunto de todos los elementos n de N tales que m+ n es un e-
lemento de N). O € Xm pues m+ O=meWN. Si ne Xm , entonces m + n €
N, ycomo N es inductivo, entonces (m + n) + 1 e N, 1lo cual significa que
n+1 EXm . Tenemos, pues, que Xm contiene a 0, es inductivo Yy es un sub-
conjunto de N, por lo tanto, Xm = N, seglin la definicidén de N. Esto de=-

muestra la proposicidn.

N~ o~

PROPOSICION 8. Si n & N, entonces n=0 8 O < n (es decir, O < n).

N N )

Demostracidn: Sea X ={'n el O< n} s tenemos O € X yaque O < O.

Si ne X, entonces O <n y, por lo tanto, O+ 1 <n+ 1, y entonces

0O<1l<n+ 1, de donde deducimos n + 1 € X, Concluimos que X = N.

N it P N 0 s ot s e

Demostracién: Sea X = {m EN;m#0 }. a) Sabemos que I, =0+1

={'n+1 3y n€ N“}, por lo tanto, I1 c N. Ademis, segin la proposicidén ante-

rior, 0<n+1l; pero n+ 1=0, implica n = 1 sy lo cual es imposible,
pues ne N y entonces O<n ( 0< 1 implica 1 < O); de manera que,

0 < n+l y esto nos permite concluir que I1 c X,

b) De otra parte, X es un conjunto inductivo que contiene a 1, 1o
cual nos permite afirmar que X C Il 2
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COROLARIO. Todo elemento m de N diferente de O puede escribirse co-

mo m= n+tl, donde n pertenece a N.

PROPOSICION 10. Si myne N y n<m, entonces m+ 1 € N.

N~ N~ N~~~

Demostracidén: Sea X = .{n € N3 cualquiera sea meWN con n<m se tie-

ne m+nEeE N'}. O X, pues O = O y m+0=nm Ademés, X es inductivo:
en €ecto, supongamos que n € X y escojamos m € N tal que n+l < mj entonces
n<m y, por lo tanto, m+ n e N, pero m+ 7 % Oy pues de lo contrario
m = n; de manera que, m + n =k + 1, con k € N;j de lo cual podemos concluir
que (m + A) +1 =k. O seaque m+ (n + 1) pertenece a N, lo cual signi-
fica que n+l € X, Se concluye entonces que X = N.

PROPOSICION 11. Si x & R es tal que O < x < 1, entonces x ¢ N.

o s o N s i~

Demostracidén: Supongamos que existe x € N tal que O < x < 1. Como X % 0,

x=k+1l, con k€ N;j entonces k + 1 <1 y concluimos que k < 0, y esto

contradice la proposicién 8.

COROLARIO. Si ne N y xe& R son tales que n < x < n+l, entonces

o~~~ N e

X ¢ N.
Demostracidn: Suponiendo que existe x € N tal que n< x < n + l, enton-

ces O<x+n<l, ycomo n<zx, x+n¢€QNlN, por la proposicién 10, contra-

diciendo la proposicibén anterior.

TEOREMA 2, Si T es un subconjunto de N entonces existe un elemento ko

N~ A N~

€ T tal que si k € T entonces ko<5 k.

Demostracibén: Si O & T, entonces tomando ko = 0 el teorema queda de-

mostrado segin la proposicibén 8. Si O ¢ T, formemos el conjunto
H ={-n el ;3 (Vo) (mew y m< n entonces m g T)}
O es un elemento de H y si H fuese inductivo, entonces H =W
de manera que T = ﬁ. Demanera que existe kl € H tal que kl + 1 ¢
H. Tomando ko = k1+1, tendremos que ko € Ty pues de lo conirario, ko =

k1 + 1€ H. Ademids, si k € T entonces k0 < k, yaque k < ko implica
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k 5_k1 (kl < k < k1+1 = ko’ no es posible) y entonces k % T,

/
IV. APLICACIONES IMPORTANTES DEL AXIOMA TOPOLOGICO.
Explicacién: Si A es un subconjunto de R, un elemento b & R se dice

una cota supeior de A si (V ae A)( a < b). Una cota superior b de A

se dice un extremo superior de A é?%f?éa otra cota superior ¢ de A se
tiene b < c.

El axioma (T) afirma que todo subconjunto no vacio A de & tiene un
extremo superior.

NOTA 3. Si b es una cota supeior de A, todo nimero real mayor que b
es también una cota superior de A. El extremo superior de A es Gnico ya
que él es la cota superior minima.

PROPOSICION 12. El conjunto N de los nimeros naturales no estéd acotado

o N N i s

superiormente.

Demostracién: Si N esté& acotado superiormente, podemos afirmar que exis-

—

te el extremo superior b de N. Como b + 1< by, entonces b + 1 no puede
ser una cota superior de N, 1lo cual nos permite afirmar que existe n e N
tal que b + 1< ny, y entonces b <n+ 1, lo cual es imposible, pues n+l €
& y b es una cota superior de N,

PROPOSICION 13 (Propiedad arquimediana). S8i x, y son nimercs reales con

ot ot i i s et o e

0 < x, existe n & I1 tal que y < nx.

Demostracidén: Si y < O podemos tomar n = 1. Supongamos, pues, que
O <y ¥yque para todo n é I1 se tiene nx < y. El conjunto A = {nx s n€
Il}' es entonces acotado, y, por lo tanto, existe M & R tal que M es el
extremo superior de A. Por otra parte, A = {(n+i)x $ nE 12}; luego, si
nel,nel y,palo tanto, nx < M; entonces (n+1)x < M+ X , de lo
cual concluimos que M + X es una cota superior de A. Pero esto es imposi-

ble, pues M + X < M sy ¥ M es la menor cota superior de A,

sdle
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