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Este trabajo muy sencillo, tendra tres partes: 1) Conjuntos, 2) Funciones, 3)

Estructuras.

Al abrir un texto de Calculo 0 de Analisis ( Apostol 6 Rudin), uno de A1ge-

bra(Hertein), uno de Top010gia (Simonns), se encuentra generalmente un capitulo

inicial en e1 cual se trata de funciones y conjuntos. La Matematica entera se

basa sobre esas nociones. Godement, uno de los matematicos franceses del grupo

N. Bourbaki, al principio de su algebra, al hablar de las nociones de conjunto

y funcion, dice que sin ellas no se puede hacer nada en Matematicas, y con ellas,
al contrario, se puede hacer todo.

Tomo la palabra conjunto con su sentido comun de coleccion de objetos con-

cretos 6 abstractos, llamados elementos 0 puntos del conjunto. Como ejemplos se
pueden dar:

Una clase: conjunto de alumnos que estudian juntos una materia, bajo la di-
reccion de un profesor.

Un ramo: conjunto de flores unidas por una cinta.
El conjunto de los puntos de una recta.
El conjunto N de los enteros positivos.
Los conjuntos Z,~, R~ C de los numeros enteros, racionales, reales, com-
plejos, respectivamente.

Para que un conjunto E esta determinado, hay que saber exactamente cual es

su composicion. Dado un objeto a, debe haber una respuesta unica, si 0 no,

a la pregunta: l Es a un elemento de E? No es un conjunto bien definido el
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de las montanas mas altas.de Colombia, a de sus rios mas hermosos.

La not ao i.dns.: a E E indica que. a es elementode E·, b ~ E dice que b

no 10 es. Asi: 2 E N, n ~ Z.

E = F, igualdad entre conjuntos, significaque E y F constan exactamen-

te de los mismos elementos.

Es una.particularidad de la Matematica moderna fijar su atenclon en conjun-

tos mas que en individuos, estudiar globalmente los entes que tienen propiedades

comunes. No es motivo de orgullo de los matematicos no solo haber tartado tanto

en adoptar yanalizar la idea de,conjunto, vieja como el mundo, sino en haberse

opuesto a su admision, muchos de ellos, cuando Cantor la solioito hace apenas

un siglo.

Dos notaoiones se usan para conjuntos:

a) Se enumeran los elementos del conjunto:

E = { 2, 3, 5, 7!
N = {I, 2, 3, 4, •... 1 .

b) Se da l~ propiedad comun a todos ellos:

E = t x E Z ; Ix] < 4 1 .
En la notaciona), el anterior conjunto se escribiriag E ~ ~-3,-29-190,1~2,3}.

Partes' de un conjunto. Si A esta'formado po~ elementos de E, se dice de

A que es parte 0 sUbconjunto de E, cosa que se nota: AcE. Tal relaci6n se

llama relaci6n de inolusion y se lee: A esU. contenido 0 incluido en E;Ejem-

pl.o s NeZ c Q eRe C •

Entre las partes de E figuran E mism09 el conjunto vacio ¢ y los oon-

juntos tal que contienen un solo elemento. Ejemplo: E = la, b, c l tiene la

siguiente lista de auboon-jun tos s ¢, ta \ , ~b1 , to \ , \a,b ~ , {a, c \, l b,c'\ ,
E. Observen qu~ en este ejemplo E tiene 3 elementos, y que hay 8 = 23

partes diferentes de E. Esto no es az~r: siempre que E tenga n elementos9
habra 2n suboonjuntos distintos de E (contando ¢ y E, naturalemnte)~
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peE) designa el conjunto de partes de E; es por 10 tanto un conjunto cu-

yos elementos son conjuntos. Nada impide continuar en esta direccion y conside-
rar P(P(E)), •• 0 •

Complementacion. Si A e E, eloonjunto de 108~lementos de E que no

son elementos de A se llama el complementario de A respecto de E y se es-

cribe C~ (0 simplemente, CA si no hay confusion posible). Facilmente se ve
que:

« C A) = A, C¢ = E , CE = ¢ , y que A e B => (B e CA •

Reunion e interseccion. Si A e E, Be E, la reunion de A y B, nota-
I

da .A1JB, es el conjunto de los elementos de E que estan en A, en B, o en
ambos.

AUB = {x E E , x E A 0 x E B ~ •

Se ve que la reunion es una operacion que se efectua entre subconjuntos de E,

es decir, dentro de peE); Lleva cierta analogiacon la adicion, perc tambien

diferencias notables, como el hecho de que AUA = A es siempre correcto, mien-

tras que a+a = a es falso, salvo para a = O.

De una manera mas general, podemos formar la reunion de una coleccion arbi-

traria de partes de E. Por definicion, comprende todos aquellos elementos de

E que figuran en una de las partes de E consideradas, por 10 menos~

Una nocion analoga a la anterior es la de interseccion de conjuntos, perc

en la interseccion solo admitimos los elementos que pertenecen a todos los sub-

conjuntos de E de la coleccion. As!:

AflB • \ x E E; x E A Y x E B J.
En ciertos aspectos la interseccion se parece a Una mUltiplicaoion, y se nota

t 1 1 1·b «..» b t "d . tcomo a en a gunos ~ ros v~eJos so re eor~a e conJun os.

Producto oartesiano. Dados dos oonjuntos E, F, se llama producto oarte-

siano E x F el oonjunto de parejas ordenadas (x,y) formadas por un elemen-

to x E E Y un elemento y E F; La pareja es ordenada enel sentido que el
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orden importa; si x f Y, 1a pareja ordenada (x,y) es distinta·de 1a pareja

(y,x). La igualdad (x,y) = (a,b) equivale a: x·= a, y = b. Nada impide que

F = E; tendremos entonces pa!ejas (x,y) de elementos de un mismo con junto E.

Se puede genera1izar al caso 3,4, ..., n 6 una co1ecci6n cualquiera de con-

juntos distintos 0 no. Casos importantes son los de R3 que consts. de todas

las ternas (x,y,z) de nUmeros reales, 6 de Rn con todas las n-uplas

(Xl,x2,·••,xn) de mimer-oa'l".eales.

2) nmQ~Q~~§
Definicion de funci6n; Paso ahora a la segunda noci6n fundamental, la de

una aplicacion 6 funci6n de un oonjunto E en un oonjunto F, que seguramente

el leotor ya conoce. Como definioi6n provisional de funci6n, podemos decir:

Sean dos conjuntos E, F; toda ley f que haoe oorresponder (6 asooia) a oa-

da elemento x de E exactamente un elemento f(x) de F se llama una fun-

oion. Se dice tambien que f est~ definida sobre E y que toma sus valores

en F. E se llama e1 dominio de f (tambien conjunto de partida, conjunto ini-

oial) y F se llama oodominio (oonjunto de llegada, oonjunto final); Se usa

la notacion f:E ~ F, 0 para designar la funci6n f.

En los tiempos de Euler, hace dos siglos, no se oonsideraban m~s que oon-

juntos de numeros y adem~s se exigia que la oorrespondencia entre E y F

fuera dada por una expresi6n matematica (finita 0 en forma de serie) que ligara

X E E con f(x) E F. Hoy en dia, E y F pueden ser oonjuntoB de elementos
. "

de cualquier naturaleza y la correspondencia de un tipo absolutamente arbitra-

rio. Debe haber, eso si, la seguridad de la existencia y la unicidad del e1e-

mento asociado.

Dos observaciones se pueden hacer aqui. La primera es que rechazamos las

tales funciones multivalentes de antano, en que a una x E E podian correspon-

dar varios elementos de F. Esto define una relaci6n, no una funci6n. La segun-

da es que hay que distinguir bien la funcion f de la imagen f(x), el elemen-
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to de F que la funcion asooia al elemento x E E. No es estrictamente correc-

to hablar de la funcion VX; se debe decir la funci6n definida por f(x) = Vx.

Sin embargo, abusos de lenguaje se toleran a menudo.

Como estamos en presencia de tres cosntituyentes, la igualdad de dos funcio-

nes fl= El ~ Fl, f2:E2 ~ F2, requiere naturalmente las tres condiciones:

para todo x del dominio.

En la definicion de funci6n, la parte mas delicada es la expresi6n « ley
. »que asoc~a , por 10 cual se trata de cambiarla por algo mejor. Si oon x E E

e y = f(x) E F, formamos una pareja (x,y), obtenemos un elemento del produo-

to cartesiano E x F de los dos conjuntos E, F; se puede hacer 10 mismo con

cada x E E. El heoho que a oada x E E corresponde por f exactamente un

punto y E F se traduoe por el heeho equivalente que habra una sola pareja

(x,y), en el conjunto de las (x,y) asi definidas, oon primera componente x.

La funcion aparece entonces oomo un subconjunto de parejas (x,y), oonjunto en

el oual no pueden figurar (x'Yl), (x'Y2) dos parejas con el mismo primer ele-

mento y el segundo elemento distinto. Se llega asi a la definioion equivalente:

Una funcion f: E ~ F es un suboonjunto del producto oartesiano E x F tal que

c9~fiene una pareja (x,y) de primer elemento x, para todo x E E, y sola-

mente una. Se oambio «ley que asocia?> po~ suboonjunto, nocion muoho mas sen-

oilla.

Una funcion puede tener 0 no teer oiertas cua1idades interesantes. Es olaro

que, en la definicion de funcion, nada impide que a elementos distintos de su

dominio E corresponda un mismo punto de E. El caso extremo es el de una fun-

cion constante: a todo x e E se asocia un mismo punto de F. Si dos puntos

distintos de E tienen imagenes diferentes en F, se dice que la funci6n es

inyectiva, 0 que es una inyecci6n. La funcion definida sobre R por f(x)=

2x + 1, es inyectiva, mientras que la funcion definida por g(x) = x2, sobre

E tambien, no es inyectiva, p'aesto que g(-2) = g(+2) = 4.
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Se llama range de una funcion el conjunto de ~magenes (0 valores) por f

de los elementos de E; Es claro que el codominio F puede contener otros e-

lementos que los del rango. Se dice una funcion superyectiva (una superyeccion)

cuando todo elemento de F es imagen de algUn x E E. En este caso el range

es igual al codominio y se dice que f aplica E sobre F. De las fUnciones

citadas arriba, la primera, dada por f(x) = 2x + 1, ~superyectiva, mientras

que la segunda, dada por g(x) = 2x , no 10 es, puesto que no existe xER

tal que g(x) = -l E H, por ejemplo.

Se llama biyecci6n (6 aplicacion biyeotiva) una funcion que es a la vez in-

yectiva y superyectiva. Es el unido tipo de funcion invertible, es decir, que

permite definir una funci6n inversa -1f que aplio~ F sobre E, y cuya defi-

nicion es inmediata.

Como otro ejemplo de funci6n, indicare solamente el siguiente: Sea ti el

conjunto de los naturales, E un conjunto cualquiera. A cada natural n E N

se hace corresponder un elemento x E E.n Si la funci6n es f, tenemos por

10 tanto x = fen). Una tal funci6n se llama una sucesi6n (de elementos de E).
n

3) ~§!~2!~~§
Tal comose ha presentado hasta ahora, un conjunto E aparece como una cosa

amorfa, sin que haya entre los elementos vinculo de ninguna especie, como un

pais con habitantes, pero sin constitucion ni leyes. Por 10 general, un conjunto

tiene una organizacion de alguna espeoie; se dice que esta dotado de una estruc-

tura.
Orden. Una de las posibles estructuras es el orden. Hay orden en un conjunto

E si de dos elementos x, y se puede decir, en algunos casos por 10 menos,

que x pr~cede, 0 que es menor 0 igual a y. Como 10 saben ustedes, hay orden

en el conjunto R de los reales, y tambien en el conjunto de puntos de una

recta orientada (eje) E. Ese orden es total: dos elementos son siempre compa-

rables. Para que una relaci6n entre elementos de un conjunto merezca el nombre
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de orden, se e:xigen oiertas propiedades que son:

a) ser reflexi.va: a < a , para todo a E E.

b) ser antisimetrioa: a < b, y, b < a => a b.-
0) ser transitiva: a < b, y, b < 0 => a < o.

Estas oondiciones son las que se cumplen en los casos concretos en los cua-

les se puede decir que hay orden, jerarqu1a, precedencia, etc••

Sean E Y F dos oonjuntos ordenados y f:E ~ F. Entre la multitud de

funciones f posibles, las hay que, en cierto modo, respetan el orden de los

conjuntos. De manera precisa, si tomamos x, y en E, es una situacion favora-

ble si las imagenes f(x), fey) en F se presentan en el mismo orden, en F,

que los objetos de E. En otras palabras, deseamos que

x ~ Y => f(x) ~ fey), para todo x, y;

cuando esta condicion se cumple, f se llama creciente.

Estruotura algebraioa. Hay Algebra donde se pueden hacer operaoiones. Veamos

mas de ceroa que es una operaoion binaria, como una adicion 0 uma multiplicacion.

Cuando se escribe 3 + 5 = 8, se parte de una pareja (3,5) de numeros y se le

hace corresponder un ntimero,8 La pareja es un elemento del produoto cartesia-

no ~ x R 0 R2 , y el resultado, 0 sea la suma, es elemento de fl. De donde la

definicion:
Una ley de oomposicion interna sabre E es una aplioacion fg ExE ~ E. A

toda pareja (x,y), f asooia un elemento de E, llamado el oompuesto de x

e y. El compuesto se lrama suma se la operacion es una adicion~ producto

si se trata de una multiplicacion, etc ••

La adicion goza de oiertas propiedades8 es asooiativa, oonmutativa, tiene e-

lemento neutro, y oada elemento tiene su opuesto. 0 sea que, para todo x, y, z,

de Eg

(Al) x + (y + z) = (x + s) + z.
(A2) x + y = y + x. -28-



~ ~V por un numero real ~, operacion que da un vector ~v; otro ejemplo es el

(A3) Existe un elemento, designado por 0, tal que x + ° x;

(A4) A cada x E E corresponde un elemento x# tal que x + x# = 0.

Todo copjunto E dotado de una ley de composicion interna que satisface

esos axiomas se llama un grupo abeliano.

Pueden existir tambi~n leyes de oomposici6n externas en que interviene, al

lado de E, un conjunto auxiliar A. A cada pareja (a,x) de A x E se asocia

un elemento ax de E. Un ejemplolo proporciona la multiplicaci6n de un vector

producto de un polinomio por un ntimero.La definicion general es como sigue:

Dados el conjunto E y un conjunto auxiliar A, una ley de composici6n

externa es una aplicaci6n del producto cartesianoA x E en E. Muchas veces

se da entonces el nombrede vector a un elemento de E y el de escalares a

los de A. El primer ejemplo ~ue hemos dado da'la razon de esas denominaciones.

Una estructura algebraica sobre E esta dada por una 0 varias leyes de com-

posicion interna 0 externa, y par axiomas que se suponen validos. Como se ve,

los axiomas han dejado de ser «proposiciones tan evidentes que no necesitan de-

mostraOi6n», sino un simple punto de partida: son las reglas del juego.

Los tipos principales de estructuras algebraicas son las siguientesg

l~ La de grupo, la mas sencilla, con una sola ley de composicion interna.

2~ La de anillo, con dos leyes internas, y su caso particular de cuerpo a
campo.

3~ La de espacio vectorial, con una ley de composici6n interna y una exter-

Cualquier texto de algebra abstracta da la lista exaota de los axiomas re-

lativos es estas estructuras algebraicas particulares. Los numeros raoionales,

los reales, los complejos, con las operaciones de adicion y multiplicaci6n usua-

les son ejemplos de cuerpos. Estos cuerpos son los mas importantes y los mas es-

tudiados en los cursos de Calculo 0 Analisis.
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Los axiomas, y la estructura que ellos definen, no son el fruto de la imagi-

naci6n 0 de los caprichos de un matematico. En general, se presentan primero va-

rios casos concretos, que se estudian por separado. Pero si las leyes fundameh-

tales son las mismas, aunque los objetos difieran, se descubre pronto que las

demostraciones se repiten y que las conclusiones son las mismas. Entonces se ve

que procura econom1a de tiempo y de pensamiento el estudio de la estructura abs-

tracta que abarca los oasos concretos ya conocidos, como oasos particulares y

probablemente casos futuros que se presenten.

Sean E Y F dos oonjuntos provistos de estruoturas algebraicas, oada uno

por su cuenta. Las estructuras pueden ser analogas, en el sentido de contener

el mismo nUmero de leyes de composici6n, tanto internas como externas, astas ul-

timas con los mismos conjuntos auxiliares. Sea fg E ~ F. f se llama un homo-

morfismo si f respeta las leyes algebraicas; eso significa que la imagen del

compuesto debe ser el mismo elemento de F que el oompuesto de las imagenes.

Veamos por separado el caso de una ley interna y de una ley externa. Supongamos

que las estructuras de E y F contengan ambas una ley interna, notada e en

ambos casos. Sean x, y elementos de E, x.y su compuesto por la ley externa

• en E. La funci6n transforma x, y ,xey en f(x), fey), f(xey), respectiva-

mente, que son elementos de F. La conexi6n deseada entre la funci6n f y las

leyes e se expresa por la igualdad: •

(1) f(xey) = f(x)ef(y), para todo x,y E E.

(A la izquierda e designa la ley interna en E; a la derecha en F).

En cuanto a una ley externa: si x E E, Y A es un escalar, quisieramos

que se cumpliese:

Como ya se ha dicho, f es un homomorfismo si (1) se cumple para oada

ley interna, y (2) para cada ley externa. Si ademas f es biun1vooa, f
se llama un isomorfismo y decimos entonces que las dos estructuras son iso-
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morf~s. Dos conjuntos provistos de estructuras isomorfas son muy pa-

recidos: los elementos se corresponden uno a uno, las leyes se corresponden,

los resultados de las operaciones tambien, todo es igual salvo la naturaleza de

los individuos~ que no interesa. Algebraicamente hablando, son iguales, y los

conjuntos se identifican.

Estructura de espacio metrico. No tiene hasta ahora ningUn sentido hablar

de limites, de continuidad, ° decir que un punto est~ cerca 0 lejos de otro.

Falta una estructura de otro tipo que se llama Topologia.Me limitare a dar la

idea de un espacio metrico, que se define por una distancia. En la geometria

del plano 0 del espacio, hay una distancia entre dos puntos Pl, P2, que es

un numero real, no negativo, que ae puede notar d(P1,P2). Ella tiene las pro-

piedades:

(Ml)

(M2)

(M3)

d(:x:,y)

d(:x:,y)

o => x = y.
d(y,x).

d(x,z) ~ d(x,y) + d(y,z) (desigualdad del triangulo).

Sea ahora E un conjunto; tomamos :x:,y dos de sus elementos. Generali-

zando 10 anterior, se define como aistancia una aplicaci6n que

cumple (Ml)-(M3). Es decir, las propiedades del plano 0 del espacio comun se

vuelven axiomas, y se dice que E se ha convertido en un espacio metrico.

En un espacio metrico se puede hablar de eaferas. Una esfera (abierta)

Sp(a) comprende todos los puntos de E que distan de a menos de P g

;

Sp(a) = lx E E ; d(a,x) < p! •

Podemos ahora hablar de continuidad de una funci6n. Grosso modo, una fun-

cion continua f:E ~ Fda, de dos puntos cercanos en E, dos puntos cercanos

en F. Eato se precisa asi: Sea SE(YO) una esfera de F. Si existe en E

tal que la imagen por f de todos sus puntos este en S (y )
E 0

entonces, por definicion, f es continua. En cierto sentido, si f es conti-

nua, ella transporta de E a F puntos cercanos a sitios cercanos. Es su ma-
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nera de respetar, de ser oompatible, oon la estruotura metrioa de E y F.

Dos oonjuntos son oompletamente analogos desde el punto de vista ~opo16gico,

si existe f, funoi6n del uno en el otro, a 1a vez biyeotiva y oontinua, con

inverso continuo. Se dioen entoncea homeomorfos.

Estas eran laa nociones fundamentales sabre conjuntoa y funoiones que que-

ria repasar. Despuea de las definiciones basicas, vimos tres tipos de estructu-

ras posibles y las funoiones que son compatibles con elIas. En el caso de con-

juntos ordenados, son las funcionea crecientes, cuando hay estructuras algebrai-

cas, son los homomorfismos y los isomorfism~s. Si se trata de estruoturas metri-

cas ( 6 mas generalmente, topo16gica), son las funoiones continuas y los homeo-

morfismoa. Estas nooiones de conjuntos y funciones, relativamente nuevas en su

forma general, han aportado a la matematioa preci~i6n en las ideas~ claridad y,
nitidez en su presentacion. Termino expresando la opinion que eatasideas eatan

al alcance de mentes jovenes, que podrian entrar en cursos secundarios facilitan-
c

do la ensenanza, que son mas utilea y tienen oaracter formativo mas marcadoJ que

otros temas del programa.
/
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