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APROXlMACION DE FUNCIO~S
POR

POLINOMIOS DE C~BISH}~V

Diogenss ROJAS

1. INTRODUCCION

Los polinomioB de Legendre se pueden ob-

tener ortogona1izando las funcionss

2 n1, x, x , •••, x ,

oon respeoto al producto escalar L~ f(x) q(x) dx 00r1'e8-

pondiente a la medida habitual de Lebesgue: en 61 segmento

[-l,lJ. Si se define en este segmento otra medida que

satisface la oondici6n de que las funciones (1) sean li-

nealmente independientes en el espaoi o correspondiente y

se aplica el proceso de ortogonalizacion , se obtiene un

sistema de polinomios que depende en general de la selec-

cion de la medida •

Supongamos que la medida se define para los sub-con

juntos medibles del segmento L"-l,lJ mediante

(2) u(E). J g(x) dx
E
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donde g(x) es una funci6n sumab1e no negativ& fija • en

este oaso 1a oondioi6n de ortonorma1idad

(3) (p , P ) -• n {~para • I n
para m - n

ea de La forma

1 {Ii1 p (x) P (x) g(x) dx •
m n 0

para m - n

para mIn

La funci6n g(x) que define 1a medida (2) ea

llamada nuo Ie o 0 funoi6n de peso , por ~sto lOB polinomios

que verifioan la oondicion (4) se dicen ortogonales oon

respecto a1 nuoleo g(x) •

La aelecci6n del nueleo lleva & diferentes sistemas

de polinomios ortogonales. 3i en particular se toma

g(x) =" 2l-x

1
los polinomios obtenidos coinciden , sa1-

vo un coeficiente constante , con los polinomios de ~hebi~

hev que se definen mediante 1a formula

( 5) T (x) ~ cos n areos I (n = 1, 2, •••)
n

8stos polinomios son importantes en diferentes pro-

b1emae de interpolacion , ya que el error , ouando se usan

aproximaeiones basadas en series de Maolaurin , es pequeno
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pero no uniforme en eI centro d 1 Ln t rva.loy 0 09 mu,y

rApidb.mente en lOB extremos de 1 in te IT 10 , en 0 mbio 91

error en la aproximaoi6n oon po1inomlos de Chebishev tie-

ne un oomportamiento m~8 uniforme •

2. POLINOMIOS DE MBJOH APROXlMACION

Cuando se aproxim una. f'un iOn f() por un polino-

mio de erado n

se pue de medir is. desviaoi6n entre La funci6n y 131 poli-

nomio por la llamada norma de mAximo I

II f(x) - P (x) II 00
n

I f (x) - P (x) I • E (r , P )
n n

Un polinomio que minimice esta. norma convencio-

nalmente se dioe que es un po1inomio de mejor aproxim'-

oi6n. La eouaoi6n (1) define una funoi6n de n + 1

ooefioientes "

(8) d(a, ai' ••• a )o n max I f(x)-P (x)
b na < x <- -

Un polinomio de mejor aproximaci6n se oaraoteri
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za par un punta a 0" Ql oopaoio de dimensi6n n+1 donde

de;) O~ minima •

Dada f(x) e C LU., bJ, se saba que ex i ste a1

menoa un polinomio P (x) e P (x) (eapacio de polino-n n

mios de gt'uJo menor 0 i~uu.l a n) , tal que

Min
P e Fn n

• max
a ~ x s b

I f(x) - P (X)n

Caraoterioemoa Qato polinomio de major aproxim~

016n en 01 aentido de ChebiBhev •

3. Tb:ORb:MADE CHI~lHS1U';V (alternuci6n del signa , equi-

oBoilaoi6n)

51 a1 polinomio P (x) de grana < n as al da ma-n -
jor aproximll.oi6n de rex) en La, bJ entonoes axis

ten 11 10 me nOB n+2 puntos lC E La, bJ do nde

Q(X) • f(x) - P (x)
n

tama lOB valoree extremos + ill- n
y 8i an un punta vale

+ J!: en e1 pun'to .iguiente vale - E: •n n
S. debe demoatrar qua e(x) toma alternativa-

monte 10. valor •• + E Y - E en a1 menos n + 2n n

puntos • •• <- x 2 < bn+ -
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D•• ostre~~lMro que • (x) to... al menosuna

vea .l-·valor + 8n 7 .1 Talor 8n •

L. funoi6n .(x) toma uno d. estos valoree sin

B
D
.e. neoesari_nte el ahiao del error • Supon-

gulos que tomeel valor +8 n
7 de.ostremos que toma

-8 I en efeoto si no aloanzan el valor Ii: se th-
n

ne g < e(x) < E 7 existe entonces una constante
n - n

h> 0 tal que 7 par 10 tanto

- E +h < rex) - LP (x) + hJ < g - hn _ n - n P (x)
n

no BS polino.to de mejor aproxiaaci6n en el senUdo de

Chebishev en La, bJ , ~ste seria P (x) + h que dan

un error al.xiao Ii: - h< E
n - n •

Deaoatreaos ahora que en La, bJ el nu.ero de

punto. de oontaoto E 7 + g ea "'70r 0 igu.al a
n n

n + 2 • COIlOsex) e C La, bJ pode.os dividir el in-

tervalo La, bJ en intervalos oonseoutivos tan peq e-

;08 OOIBOsea neoesario para que t a1 sex) aloanza uno

de sua valores extremos en uno de estos intervalos , no

Be anuls en '1 .
Sea ••• 6a 180 suoesi6n de intervalos

donde e(x) toma uno de sua valorea extreaos •

Reagrupaaoa los 01 en varioa oonjuntos ~j •
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Cada uno de ~stos debe contener al menos un 61, de tal

manera que todos los 61 suoes1vos donde e(x) es del

miamo signo , pertenezoan al mismo ~j y que los 61 su

oesiv08 donde e(x) es de 8igno diferente pertenezoan

a otro ~j • Sa obtiene as! una 8uoesi6n ~1 ' ~2 •••
de oonjuntos disYUnt08. Tal agrupamiento es posible ya

que entre dos intervaloB 61 oonseoutivos debe existir

un intervalo donde pasa de + E an E ,
n

es de

oir se anule , 10 que no suoede en ningUn 6i luego as

tos Bon disYUntos. En oada oonjunto ~j' e(x) es de

signo oonstante. Los signos que caraoterizan dOB oonj~

tos ~j forman una alternanoia. Supongamos que existen

m a1ternanoias de signa , 0 10 que es 10 mismo , que

exieten a 10 menos m + 1 puntos dond. e(x) toma los

valoree + E ,
n

E
n

alternativamente •

Demostremos que m+l ~ n+2, 6, • > n + 1 •

Consideremos los puntos dond. .(X) B. anula •

De aouerdo a 1a hip6tesiB hay m, 7 perteneoen a los in

terva10s que eeparan los ~j • LOB denotare.08 E1, ••• ,8••

Construyam08 .1 polino.io d. grado ••
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Supongamos que m <n+1. Entonces t(x) E Fn '

es decir , un po1inomio a 10 mas de grade n. Notemos

que ,(x) cambia de signa cuando.pasa por un E. , o sea,
1

e1 signa de ~(x) en
~k es contrario a1 signa de t(x)

en ~k+l . Luego t(x) cambia de signa con e(x) cuan-
i

do pasa de ~k a ~k+l . Si se de sea que ~(x) y e (x)

tengan e1 mismo signa , se puede cambiar 1a definicion de

~(X) oomo 8igue

Sea ~(x) =r Lsigno e(x) en ~j(X)-7(E1-x)(E2-x) •••tEm-X).

Luego ,(x)e (x) > 0 para todo ~j , 1 s j ~ m+1

Construyamos e1 p01inomio Pn(x) + Et(X) que

sea e1 de mejor aproximacion de f(x) ,donde E es po-

sitivo y sufioientemente pequeno tal que

Esto es posible , ya que si x i ~j entonces

I f(X)-Pn(x)f < En. Si x E ~j' e(x)-f(x)-Pn(x) y

Et(X) son del mismo signo , por 10 tanto se tiene

1uego

ff-Pn-E,I - If-Pn I - E It I ~En - E It I

If-Pn- Etl ~En para x E ~j

Entonoes 81 m < n+1 existe un polinomio

Pn(x) + et(x) que pertenece a Fn y que da una mejor a-
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proximaci6n de rex) en La, bJ 10 que ee oontradioto-

rio ,luego a > n+l

intonoee el ndmero de puntos donde e(x) toma

los valoree + E ,- E alternativamente es al men08 i-n n
gual a n+2.

Aplicaci6n I Hallar el polinomio mini-max de

primer gr1ldo a menor grado sabre el intervalo La, bJ
para una runci6n r(x) can r"(x) > 0 •

Sea p(x) - Mx + B el polino.io bUBCadO. De-

beaos hallar tres puntas Xl < ~< X3 en (a, b) para

los cuales e(x) - r(x) - p (x), to.e sus valores extren
moa oon signos al-ternados. Uno de estos puntas x2 es-

t! en el interior de La, bJ 7 requiere que s' (~)-o,

a sea, r'(~) - M. Como r"(x) > 0 ,r'(x) es eatrio

tamente creciente 7 puedeser igual a • una sola vez ,

10 que significa que ~ puede ser el Un1co punto inte-

rior extrema. As! ~ -a T x). b. Finalmente

resolviendo tenemos

..~
b-a
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r(a)J
2{b-a)

oon de'terminado por f'(x ) • reb) - r(a)
2 b-a

4- TEOREMA DE UNICIDAD

3i para n tijo e~i8'te un polino-

m10 p (x) de mejor aproximaoi6n de reI) , este polino-n
al0 e8 un100 _

Supongam08 que exi.ten doe polinomi08 de major a-

roxlmaoi6n 1 de grade n, p (x) , p (x) _
n n Por hip6tesis

- get -p -e E
n- n - n

•-E <r-p <En - n - n

1.1 polinomio .8 a au vez un polinomio de m~

jar aproximaoi6n _ Ap11queao. a ••te pollnomio el teorema

d. Chebiahev _ La funoi6n

i (x) + P (x).(x) • rex) - n 2 n

to.a a1 mano. n+2 veo•• a1ternat1vamente 10. valoree

+ En -
EXlste entonces un oonjunto oompuestQ 11.1 menos
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de n+2 puntos xi tal que

• + (-1)~
n

6 ,

Como el m~ximo de oada uno de estos daB t~rminoa

es
En
2 , la relaoi6n anterior ae verifioa ai se tiene ai

multaneamente

E (_l)i
n

• + -=~2--

f(x.) - p (x.) E (_l)i
1. n 1. n---=--2---=---==-- .. + .....;:;.~2--

o sea, P (x.) ..f(x.) + E (_l)i, P (xi) • f(x.) + E (_l)in1. 1. n n 1. n

luego los dos po1inomioa toman e1 mismo valor en a 10 me-

noa n+2 puntos, y como Bon de igua1 grade , aon identi-

ooa •

5. REC IPROCO DEL TEOREMA DE CHEBISHEV

Sea f(x) E C ~a, b-l .• Sea p (x) E I'
n n
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con max
a < x <- -

Ir(x) - p (x)1 • 6 •
b n

5i existen n+2 puntos xi ' x <bn+2 -

tales que t(xi) - Pn(xi) - ~() oon a1ternancia da eigno,

entonoes ()- E (r) y P (x) ee e1 po1inomio de major ~n n
proximaoion de rex) en ~a, b-l •

Por definioion ,8i P (x) es e1 po1inomio de
n

mejor aproximaoi6n de f en ~a, b-l , Be tiene

E (t) ""n
rex) - p (x)1n

y E (r) < () •
n

Supongamos que E (r) < ()• Sean

Como max 1 r( x) - p (x) 1 • E (r) < ()n n
a < x < b

,

se tiene I t1 1 < () q (x ) - p (x ) - + () - tn i n i - i

1uego q - p oambia n+2 veoes de signa 1uego tienen n

n+1 raioee J ~BtO imp1ioa que p (x) - q (x) •n n

6. COROLARIO (TEOREMA DE LA VALLEE POUSSIN)

Si rex) - Pn(x) es de signo alternado en n+2
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punta. del intervalo ~a, b-7 Y en uno de esio. punio.

rex) - p (x) 8. mayor 0 igual a
nel valor ab.oluto de

p' , enionQ.. P'
To_mo.

•• una cota inferior de En
P' - Min I t(xi) - Pn(xi)I T d.mo.t~

xi
mas que p' « E

n • Supongamoa que 8e tiene p' > En

dond. En - max
a < x < b- -

It (x) - q (x) I .n

tiene ,

6 Ii I < E .: p' .:
1 - n - Pi '

1U8g0 q (x) - P (x) oambia n+2 veoe. de .igno 7 tie-n n

De n+1 raioe., 10 oual no ea poeib1e -

7- DEFINICIONES
Definimo8 10. po1inomio. de Chebiehev

de primera espeoie d. 1a manera .igutenie •

T (x) • 00. (n,aro co. x)n -1 s x s 1

T (x) • oosh (n arg oOBh x)n
Ix r > 1

Definimoe loe polinomios de Chebiehev de aegunda

118



8speeie , as! •

v (x) • sen (n are cos x)n

v (x) • senh (n argoosh x)n Ixl > 1

A partir de las anteriores definioioneB se pueden

eonstruir lOB polinomios trasladadoB al intervalo

•

Para oomprobar el car~cter polinomial de T (x)n
procedemos de 1a siguiente forma •

51 T (x) • eos (n areos x)
n

Y G· aroos x , entonoes

x • 008 e-,
luego . nf1

T (x) • cos ne- .. He (COB ne- + i sen ne-) .. He (e1 )n

T (x) 0= He (x + i ~l-x? )n. Hen
n
E
k=O

5i k 0= 2j , la parte real de la Burnase obtiene

haciendo j. ~ y hacienda la Burnahasta n/2

T (x) =
n

n/2
1:
j.O

•
n/2
t
j=O

(-1) j
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61 k - 2j+1 1& parte ~a1 de 1& euma Be obt1ene

efectuando 1a suma haeta n 1j----2 2

S1 n es par, T t1ene un10amente potencias
n

pares de x y ai n ea impar , tiene unicamente poten-

cias impares de x.

8. APLICACIONES

8.1 Ecuaci6n de recurrenc1a a tres tar

minos •

Los p01inomios de primera clase a especie , se

han definido como T (x) - cos (n aro 008 x) - coa n ~
n

x = cos ~ -1 < x < 1 -It<~< It.

Luego T l(x) = oos (n+1)e - coa n& cos9 - sen nesen ~n+

Tn_l(x) = cos (n-1)e. cos ne cos9 + sen ne sen ~

y aumando se obtiene

T l(x) + T lex) - 2x T (x)n+ n- n

que as 1a ecuaci6n de recurrencia a tres terminos y se
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8.2 Obtenoion de una funoi6n generatriz

PartimoB de

(I) in& 1I: tn e - ie-n-O I-te

(I) -ina- 1I: tn e - I-te-i~n=O

t < 1

t < 1

luego
(I)

t
n=O + -I-te-ie-

1

1 - t(ei& + e-i&) + 1
1 _ t(eie- + e-i~) + t2

(I)

I:
n=O

n 1- txt oos n& = --=~...:.;::--
1-2tx+t2

se obtiene entonoes

(I)

1 - tx.::-.--===----- - I:
1 -2tx + t2 n=O

es deoir , para generar T (x)
n

se divide I-tx par

21-2tx + t •

8.3 Como soluci6n de una Eouaci6n Diferencial
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Con la aplioaoi6n del .4todo de FROBENIUS a 1&

eouaci6n diterenoial

2(l-x ) 2+ n y '"' 0

para Ix I < 1, se obtienen las aoIuoLonee no singulares

n2 2
- 1 - - x -2 !

6x -

- ... ~(2m)2 _ n2-7... (22_n2)n2
- (2m)! 2m

][ - .... -

2
( ) l-n 3Y2 x • x + ---rt x 5x + •••

terminan n cuando impar adque can x n es par 0 , puea

ai n ..0 y :or 1 , s1 n - 1 , Y '"x , ai n - 2 ,
2 ai 3,y-x-!X 3

Y - 1-2x n -

que convenientemente norma1izados dan 1ugar a 108 polino-

mios de Chebishev . Tambien S9 puede obtener de 1a fun-

oion hipergeometrica que se 10gra como solucion de 1a 9-

ouaoion hipergeometrica , par e1 metodo de Frobenius •
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�. ALOUMAS PROPIEDADES

do D en x.
9.1 T (x) as un polinomio de gra-n

3i n as par T (x) es un po1inomio par,
n

at n as impar T (x) as un polinomio impar .n
9.2 E1 ooefioiente de n T (x) n-lx an as 2n

E. 8ufioiente observar an 1a raourrancia a tree termin08

T (x) • 2x T. l(x) - T 2(x)n n- n- oon t (x) • 1 ,o

t1(x) • x ,

T (x) as 2x por al eoa-
n

que el ooeficiente de nx en
fioients de n-1x luego e1 ooefioiente de

ea 1 , el ooefioiente de 2x

y as!as 2 , el ooefioienta de 3x es
auoesivamente •

9.3 El valor absoluto de T (x)
n ea manor 0 igual

a 1

-1t.. xif:.1 para todo n.

Basta simplementa obaarvar su forma trigonometrica.

9.4 Valoree de x para 108 eualas

T (x) • + 1 (n > 0)n

De T (x) - oOB(n areoa x) con x· oos ~
n

sa tiene

oos n e - + 1 10 eual nOB permita ooneluir qua alean-

za valoree + 1 alternativamente en los puntas
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x • OOBj

Tn(xj) • (_l)J

j • 0, 1, ••• n

9.5 Ra!ces de 108 polinomio. de Chebishev

T (x) tiene exaotamente n raioe. en el intervalo
n

~-l,l-l y puesto que OOB n & sO, estas ra1088 estAn

looalizadas en lOB puntas

x. • cos
J

2j+l 'II

n 2 j - 0, 1, 2 ••• n

9.6 Ortogonalidad de los polinomioB de Chebishev •

Los p01inomios de ChebiBhev Bon ortogona1es respe£

to a 1a denBidad (1 - x2) -1/2 en e1 intervalo ~-1,1-7

es deoir

Se tiene

T (x) T (x)n m dx •

!2=oos m& OOB n& de - .•

haoiendo x· 008&, aro 00. x • &
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dx • - sen& d.& (sen& - fl-x2 ) luego d& -
dx dx

y se tiene 008
(-1

m& 00. n& d& • - ) 1
T (x) T (x)
--,-m__ ~no..-_ dx",
f l_x2o

1

~-1

T Tm n dx

que es el r8sultado deseado •
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