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APROXIMACION DE FUNCIONES
POR
POLINOMIOS DE CHEBISHEV

Diogenes ROJAS

1. INTRODUCCION
Los polinomios de legendre se pueden ob-
tener ortogonalizando las funciones

2
(l) 1, X9y X g ecey xn, ee e

con respecto al producto escalar [i f(x) q(x) dx corres-
pondiente a la medida habitual de Lebesgue en el segmento
ZT;I,L;7 « Si se define en este segmento otra medida que
satisface la condicién de que las funciones (1) sean li-
nealmente independientes en el espacio correspondiente Yy
se aplica el proceso de ortogonalizacidn , se obtiene un
sistema de polinomios que depende en general de la selec-—
cién de la medida .

Supongamos que la medida se define para los sub-con
juntos medibles del segmento zr;1,1_7 mediante

(2) u(E) = J g(x) dx

E
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donde g(x) es una funcién sumable no negativa fija j en

este caso la condicién de ortonormalidad

l para m = n
(3) (Pno Pn) il

O para m / n
es de la forma
l param=n

(a) [}P (x) P (x) g(x) dx =
N [i " n i i O param ¥ n

La funcién g(x) que define la medida (2) es
llamada nicleo o funcidn de peso § por ésto los polinomios
que verifican la condicidén (4) se dicen ortogonales con
respecto al nticleo g(x) .

La seleccidn del niicleo lleva a diferentes sistemas

de polinomios ortogonales . Si en particular se toma

1
g(x) = v———i—- los polinomios obtenidos coinciden , sal-

1-x

vo un coeficiente constante , con los polinomios de Chebis

hev que se definen mediante la férmula
(5) Tn(x) = cos n arcos x (n = 1, 2,...)

¥gtos polinomios son importantes en diferentes pro-

blemas de interpolacién , ya que el error , cuando se usan

aproximaciones basadas en series de Maclaurin , es pequeno
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pero no uniforme en el centro del intervalo y crece muy
rdpidumente en los extremos dal intervalo 3 en cambio el
error en la aproximaciédn con polinomios de Chebishev tLie-

ne un comportamiento mi&s uniforme .

2. POLINOMIOS DE MiBJOR APROXIMACION

Cuando se aproxima una funcidn £(x) por un polino-
mio de grado n
n

(6) Pn(x) = a4+ aX+ .. Bx

se pueie maedir la desviacién entre la funcibdn y el poli-

nomio por la llamada norma de méximo t
(1) Mex) - P_(x) Il

= max ' f(x) - Pn(x) ' = E(f, Pn)

Un polinomio que minimice esta norma convencio-
L -
nalmente se dice que es un polinomio de mejor aproxima-
0ién . La ecuacién (7) define una funcién de n + 1

coeficientes ai H

(8) ala, 8y, ---a) = max | e(x)-p (x) |

Un polinomio de me jor aproximacidn se caracteri
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za por un punto a on el oapacio de dimensidén n+l donde
d(a) es minimo .

Dada f(x) € C Z—u, b;7, Be sabe que existe al
menos un polinomio Pn(x) € Pn(x) (espacio de polino-
mios de grado menor o iguul a n) y tal que

Min - max I f(x) - Pn(x) |
P EFR e <x <b
Caraotericemos este polinomio de me jor aproxima

0idn en el sentido de Chebishev .

3, THORKMA DE CHUBISHKV (alternacién del signo , equi-
osoilacidn)
Si el polinomio Pn(x) de grado < n es el de me-
jor aproximaoidn de f(x) en /[ u, b/ , entonces exis

ten u lo menos n+2 puntos x E [Th, b_7 donde
e(x) = f(x) - Pn(x)

toma los valores extremos + En Yy 8i en un punto vale
+ En en el punto siguiente vale - En .
Se debe demostrar que e(x) toma alternativa-

mente los valores + En y -E en al menos n + 2

n
puntoas X0 &< xl < xz vee & X 0 b
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Demostremos primero que e(x) toma al menos una
ves el valor + En y el valor - Bn .

La funcién e(x) toma uno de estos valores sin
que En sea necesariamente el méximo del error . Supon-
gamos que tome el valor + Bn y demostremos que toma
- E‘n t en efecto si no alcanza el valor - En se tie-
ne - Bn < e(x) < En y existe entonces una constante

h>0 talque -E +2h < e(x) <E_ ¥ por lo tanto

- B +h < £(x) - [Pn(x) +hn/ <E -h y Pn(x)

no es polinomio de me jor aproximacidn en el sentido de
Chebishev en /[ a, b/ , &ste seria Pn(x) + h que da
un error méximo En -he En .

Demostremos ahora que en / a, b_/ el nimero de
puntos de contacto - En y + Bn es mayor o igual a
n+2. Como e(x) e C/a, b/ podemos dividir el in-
tervalo [ a, b_] en intervalos consecutivos tan peque-
nos como sea necesario para que , si e(x) alcanza uno
de sus valores extremos en uno de estos intervalos , no
se anule en 81 .

Sea 61 y O la sucesidn de intervalos

2 LA B J 6-
donde e(x) toma uno de sus valores extremos .

Reagrupamos los 5, em varios conjuntos l'j .
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Cada uno de éstos debe contener al menos un 6i , de tal
manera que todos los 6, sucesivos donde e(x) es del
mismo signo , pertenezcan al mismo WJ Y que los 61 su
cesivos donde o(x) es de signo diferente , pertenezcan
a otro WJ « Se obtiene as{ una sucesibn Wl ’ w2 cee
de conjuntos disyuntos . Tal agrupamiento es posible ya
que entre dos intervalos 6i consecutivos debe existir
un intervalo donde e(x) pasa de + En a - En y ©s de
cir se anule , lo que no sucede en ningin 61 s luego és
tos son disyuntos « En cada conjunto wj ’ e(x) es de
signo constante . Los signos que caracterizan dos conjun
tos Wj forman una alternancia . Supongamos que existen
m alternancias de signo , o 1lo que es lo mismo , que
existen & 1o menos m + 1 puntos donde e(x) toma los
valores + En y - En s alternativamente .

Demostremos que m+l > n+2 , §, m> n+ 1.

Consideremos los puntos donde o(x) se anula .
De acuerdo a la hipdtesis hay m , y pertenecen a los in

tervalos que separan los WJ « Los denotaremos tl,...,e-.

Construyamos el polinomio de grado m .

*(x) - (el - x) (52 - X) ooe (e. - x)
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Supongamos que m <n+l . Entonces ?(x) €ER ,
es decir , un polinomio a lo mis de grado n . Notemos
que ?(1) cambia de signo cuando.pasa por un Ei , O Bea,
el signo de ?(x) en Wk es contrario al signo de ?(x)
en Wk+1 . Luego ?(x) cambia de signo con e(x) cuan-
do pasa de Wk a Wk+1 . Si se desea que ?(x) y e(x)
tengan el mismo signo , se puede cambiar la definicidn de
?(1) como sigue
sea ¢(x) = [signo e(x) en wj(xl;7(el—x)(62—x)...(Em-x).
Luego ?(x)e(x) > 0 para todo l{ij yirs Lo 3 Sael

Construyamos el polinomio pn(x) + E?(x) que
sea el de mejor aproximacién de f(x) , donde € es po-
sitivo y suficientemente peque;o tal que

| 2(x) - (p,(x) + ep(x)) | <&, x £ |

Esto es posible , ya que si x ¢ wj entonces
| f(x)—pn(x)' <E . Si xe€ Wj A e(x)-f(x)-pn(x) y

s?(x) son del mismo signo , por lo tanto se tiene
'f—pn-e?’ = le-p | - & gl <E_- el
luego 'f-pn- E?' <E  para x€ l’j

Entonces si m ( n+t+l existe un polinomio

pn(x) + E’(x) que pertenece a l; Yy que da una me jor a—
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proximacién de f(x) en / a, b/ 1lo que es contradicto-
rio , luego m > n+l

Entonces el nimero de puntos donde e(x) toma
los valores + En ’ - En alternativamente es al menos i-
gual a n+2 .

Aplicacién ¢ Hallar el polinomio mini-max de
primer grado o menor grado sobre el intervalo [a, b_]
para una funcién f(x) con f£"(x) > 0 .

Sea p(x) = M x + B el polinomio buscado . De-
bemos hallar tres puntos X, <X, <x3 en (a,b) para
los cuales e(x) = f(x) - pn(x) s tome sus valores extre
mos con signos alternados . Uno de estos puntos X, es-
t4 en el interior de [/ a, b/ y requiere que e’(xz)-o,
osea, f'(x,) =M. Como f"(x) >0, £’(x) es estrio
tamente creciente y puede ser igual a M una sola vez ,
lo que significa que x, puede ser el Gnico punto inte-

rior extremo . Asi By B Ry b . Finalmente
£(a) - p(a) = - l£(x) - p(x,)| = £(b) - p(b)

resolviendo tenemos

T f(b)b:‘f(gl
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t(a)ee(x))  (aex)) [2(0) - £(a) 7 /<
akfen G i 2(b-a) .

£f(b) - fla

’ =
oon x, determinado por f (12) g

s

4. TEOREMA DE UNICIDAD

Si para n fijo existe un polino~
mio pn(x) de me jor aproximacién de f(x) , este polino-

mio es Gnico .

Supongamos que existen dos polinomios de mejor a-

proximacién y de grado n, Bn(x) : Bn(x) . Por hipbtesis

- Bps f-p, <E A
P, + D
n n
luego - En <f - 2 < ln
Y el polinomio pn x pn es & su vez un polinomio de me

jor aproximacién . Apliquemos a este polinomio el teorema

de Chebishev . La funcién

p,(x) + 3 (x)

o(x) = £(x) -
toma al menos n+2 veces alternativamente los valores
+ E .

- n
Existe entonces un conjunto compuesto al menos
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de n+2 puntos xi tal Qque

p. ( p.(
MTE - LR, e

&, flx) " W) 6, ey . =y s (D E
n

Como el mlximo de cada uno de estos dos términos

E
es 52 y» la relacibn anterior se verifica si se tiene 8i
mul tAneamente
£(x,) -3 (x,)  E(-1)}
i n__i’ _ + B
2 - 2
= i
f(x;) - p (x,) X5 E (-1)
2 - 2

- - i = - i
o sea , pn(xi) = f(xi) + En(—l) ; pn(xi) = f(xi) + En(-l)
luego los dos polinomios toman el mismo valor en a lo me-

nos n+2 puntos , y como son de igual grado , son idénti-

cos8s .

5. RECIPROCO DEL TEOREMA DE CHEBISHEV

Sea f(x) €eC/a, b /.. Sea pn(x) I
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con max |f(x) -p (x)l -8 .
a¢ X< b B

i LR J <
S5i existen n+2 puntos x1 ; a < x1 < 12 < xn+2 <b

tales que f(xi) - pn(xi) = + & oon alternancia de signo,
entonces & = En(f) Yy pn(x) es el polinomio de mejor a
proximacién de f(x) en [_a, QJ?.

Por definicién , si pn(x) es el polinomio de

me jor aproximacién de f en th, b;7 y 86 tiene
En(f) = max ! f(x) - pn(x)'

y En(f) < & Supongamos que En(f) < § . Sea

q (x,) - p (x) = £(x) - p (x) - [2(x)) - q (x) ] -

Como max I£(x) - p (x)| = E_(£) < & ’
n n
&(I(b

si tomamos t, = f(xi) - qn(xi)
se tiene |ti| <5 3y qn(xi) - pn(xi) =46 -t

luego R P, cambia n+2 veces de signo luego tiene

n+l rafces § &sto implica que pn(x) = qn(x) 5

6. COROLARIO (TEOREMA DE LA VALLKEE POUSSIN)

si f(x) - Pn(x) es de signo alternado en n+2
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puntos del intervalo [Th, Q;7 Yy en uno de estos puntos
el valor absoluto de f(x) - pn(x) es mayor o igual a
p’ , entonces p’ es una cota inferior de En .

Tomemos p’ = Min ' f(xi) - pn(xi)| y demostre

e

mos que p’ « E . Supongamos que se tiene p’ > En

donde E = max le(x) - q (x| .
n n
a <x < b

Entonces , de¢ q -p =f-p - (f—qn) y B8O

tiene @

q,(x,) - p (x,) = 2(x) - p (x) - [2(x,) - q,(x)7 .
Sea q (x,) - p (x,)=p -t & 't1| SE <p’ 2p,
luego qn(x) - pn(x) cambia n+2 veces de signo y tie-

ne n+l rafces , lo cual no es posible .

7. DEFINICIONES

Definimos los polinomios de Chebishev

de primera especie de la manera siguiente 3
Tn(x) = cos (n arc cos x) -1 <x <1
Tn(x) = cosh (n arg cosh x) Ixl > 1

Definimos los polinomios de Chebishev de segunda
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especie , asf 1
Vn(x) = gen (n aroc cos x) lx’:’ 1

Vn(x) = senh (n argcosh x) Ixl 2

A partir de las anteriores definiciones se pueden

construir los polinomios trasladados al intervalo

DOcxcl o

Para comprobar el caricter polinomial de Tn(x)
procedemos de la siguiente forma

Si Tn(x) = cos (n arcos x) y & = arcos x , entonces
X = 0cos8 © 3§

luego Tn(x) = cos n® = Re (cos n® + i sen n8) = Re (eine)

- Re(eie)ns Re(cos® + i sen €)%

n
Tn(x) = Re (x + i Jl—xz)!x- Re I C: xn-kik(l°12)k/2
k=0

Si k =2j, la parte real de la suma se obtiene

haciendo j = % ¥y haciendo la suma hasta n/2 .

n/2 ;
T(x) = £ 124 c;j 23 (1-x%)9

=0
n N n n_2. 2 &
R AT T i O D
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Si k= 2j+1 1la parte real de la suma se obtiene

efectuando la suma hasta j "; _.%

[n/2 ]
L

(cgd)(—l)j k2R (1142)d
=0

T (x) =

Si n es par , Tn tiene finicamente potencias
pares de x y si n es impar , tiene (inicamente poten-

cias impares de x .

8. APLICACIONES

8.1 Ecuacién de recurrencia a tres tér

minos .

Los polinomios de primera clase o especie , se
han definido como Tn(x) = cos (n arc cos x) = cos n ©

X = cos & -l xcl - "< e < W .

Luego Tn+1(x) = cos (n+1)® = cos n® cos® - sen nbBsen &

Tn_l(x) = cos (n-1)® = cos n® cos® + sen n® sen &

y sumando se obtiene

Tn+1(x) + Tn_l(x) = 2x Tn(x)

que es la ecuacidn de recurrencia a tres términos y se
puede empezar con To(x) > 6 B Tl(x) = x
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8.2 Obtenoion de una funoi6n generatriz

PartimoB de

w -

T UL --1;gj- t< 1
n-0 I-te

(O] -

- th e 1Na- _ 1 - t <1
n=0 I-te-i~

m

luego t + 1 } -

n=0 I-te-ie-

1- t(elg + e-ig) + 1
1 _ t(eie-+ e-i~) + t2

| t 00S n& = --=~..0 Y
n=0 1-2tx+t
se obtiene entonoes
(O]
1 - t©>x__ .
________2__ - I
1-2tx + t n=0
es deoir , para generar Tn(x) se divide I-tx par

1-2tx + t2 o

8.3 Como solucién de una Eouacién Diferencial
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