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APUNTES SOBRE UNA RELACION
ENTRE NUMEROS PRIMOS +

Ramon FANnINO ARBELAEZ.

Aunque inioialmente nOB propusimos enoontrar una

formula de aproximacion para ntimeros primos, al resulta-

do final de este trabajo as una relaci6n funcional impli-
eita entre ~stos •

Esta re1acion as de 1a forma I

F(Pl,P2" ••,Pk-l,Pk) • 0 donde

Pk • f (Pl,P2'''·,Pk-l) , Pk as el k-esimo primo ,

Se siguio una metodologta de ajuste de curvas por

e1 metodo de los minimos cuadrados • E1 reau1tado final

se logro mediante oinco ajustes sucesivos , cada uno me-

jor que el anterior.

El esquema de trabajo fue al siguiente I

Primer ajuste ~ Programaci6n oomputador ~ Listado

computador Resultados ~ Estudio del listado ~ Segundo a-

juste ~ Programacion oomputador ~ Listado oomputador
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Resultados ~ Estudio del listado ~ Teroer ajuete ~ ••• ~

QUinto ajuste ~ Programaci6n oomputador ~ Listado computa-

dar Resultados Finales ~ ConoluBiones °

PRIMER AJUSTE

Al observar en el plano cartesiano el conjun-

PI' P2'ooo, PH son los N primeros nUmeroB primae dados ,
nOB pareee muy natural tratar de ajustar una ourva exponen-

eial a dicha diapersi6n de puntos. (ver figura) •
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Sea el modelo exponenoial I ~ _ abx donde

x • 1, 2, ••• , N

EnoontraramoB 108 valoreB de los parametros

a y b en t~rmin08 de Pl' P2, ••• , PN y N •

Linealizando al modalo y abX t, enemos I

log ~ • log & + (log b) x 6 con

y - log y , & - log a
...
b - log b •

Sea adem's I y - log y donde x - l,2,•••,Nx x
y yx - Px - x - ~simo primo •

Sea I
11

F(a"',b"')so t
x-I

( - -)2y - yx

- N
t
x-I

.. ....,. 2
(, - a - b x)x

,."

Encontraremoa aquallos valores de a y b que

minimizan

Para ~sto I

bF--;;--2
6&

~.-2-6b
129



D. dond. •• obt1enen la. eouaoion•• normal.. I

B B- ( x) - -Ba + I b - I 7xx-l x-l

I' B
x2)

N
( Ix) - ( - -7 & + I b - t 7~x-l x-l x-l

-Resolviendo para a Y b , obtenemos I
If 2 N I' If
t x I Y - t x 1: Yx x
x-1 x-l x x-l x-1 (1)a - N 2 Ii

N I x - ( t x)2
x-l x-1

N N If
Ii t ,. x- t x I Yr.x-l x x-l x-l--Y b - N N

N t
2 ( tr.)2x -x-1 r.-l

Reoordando que l

N
I
x-1

If
t
x-l

x -
If (N+l)
2

y =x
N
t log Yx - 10g(Y1Y2···YN)
x-1
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y •t
x-l

-l' x-x
( ) N x ( 1 2 N)log y x - t log Y - log YIY2000YN

:x: x-l x

Y raemplazando an las expresiones (1) 7 (2) tenemo8.

a - log--
.0 •

( 1 2 N)C71 Y2 ... YN--b • log
yH)B(Yl Y2 o ••

donda

2 6N + 6 124N + 6N + 2 B • CA • N3 _ N
, .3_N • H)-If

- -Como a '"log a Y b • log b , entonces •

(Yl
A

- Y2 YN) (3)a •
1 2 Nl(Y1 Y2 YN

1 2 N)C
b •

(Y1 Y2 YN (4 )Y
B

(Y1 Y2 • 0 • YN)
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Reemp1azando (3) Y (4) en 1& funoi6n

bx ,Y • a ob tenemoe I

...
1 2(Y1 Y2 ...

(Y1 Y2

Y N fijo •

x

Y -x

para x • 1,2,3, •••,

Esta f6rmu1a es la exponenoia1 ajuatada a los N

primeros numeros primos Y1, Y2, ••• , YN dados Y nos pe£

mite oaloular valores aproximados Yx de los primos Px

para oada x - 1,2,3, •••

Si ahara escribimos I

k en lugar de x J IPk en lugar de y y Px k
en lugar de y , obtenemoB Ix

...
k

para k· 1,2,3, ••• Y N fijo.

Aqui 1Pk es un valor "aproximado" de Pk para

oada k· 1,2,3, •••

Para evitar una extrap01aci6n inadecuada y peligr~

sa ouando k > N, tomamos en nuestra f6rmula (5)

132



y obtenemoB , deBpu~s de hacer las respeotivas

aimplifioaoionee y reducciones I

(6)

En (6) tenemos una familia de curvas exponenoia-

lea de ajuste ya que oada IPk (para k· 3,4,5, •••)
viane dado en funoion de

La formula (6) se programo en a1 oomputador del

centro de cemputo de la Universidad Naoiona1 (oomputador

digital IBM 360/44) y se obtuvo el 1istado de las oolum-

nas 1, 2 Y 3 •
Deapuea de un estudio detenido de dicho listado

se llege a la oonolusion de que las diferenoias

preBentan una tendencia

lineal y por oonsiguiente se prooedi6 a un aju8te lineal

de dichas diferencias , pues en definitiva e1 ajuate que

se obtuvo en (6) no as bueno como se .oomprueba con e1

listado •

SEGUNDO AJUSTE

Sea e1 modelo lineal I z - c + dx donde
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x - 1,2,•••, N

Encontraremos 108 valore8 de 108 parAmetros

x - 1,2,•••, N •

8i
N

O(o,d) - E
x-1

2 N 2(z -z) - E (z - 0 - dx) ,
x x-1 x

encontraremos aquellos valoree de 0 y d que minimizan

G(c,d) •

Por e1 m~todo de loa mtnimoa ouadradoa , obtenemos

N 2 N N N
Ex r z - Ex E z x •
x=1 x x-I xx"1 x-1

a '"' N N
N E x2 ( I x)2-
x-I x-1

N
N
I z x-xx-1

N N
Ex 1: &xx-1 x-1

y d -
N

N 2
Ex -
x-1

Haoiendo los cambios y reemplazoB respectiv08, obte-

namos I
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6i-2k-2
2k -3k+2

donde I es La funci6n indioadora y

Q • f 3,4,5,··· }
Aqu{ lO(lPk) es un valor "aproxi mado"

o(lPk) para cada k ... 3,4,5,···
de

En (7) tenemoe una familia de rectae de ajuste ya

Reoordando que Pk• IPk + O(lPk) para

k • 3,4,5,... y que lO(lPk): b(lPk) obtenemos a1 moda-

10 reajustado J

(8)

Esta formula se programo y se obtuvo el listado de

las columnae 4 y 5

Se observa que el ajuste 2Pk es mucho major que

a1 ajusta IPk y las difarenoiae

(D. 2~ a.) presentan tendancia

lineal •

Atin as! el ajuste 2Pk no n08 pareoio satisfao-
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torio T por oonsiguiente 8e prooedi6 a un aju8te lineal de

las diferenciaa

TE:RCER AJUSTE
Sea el modalo lineal I w. e + f x

Encontraremos 108 valoree da 108 parametros a y f en

t~rminos de

Sean ademAs W • 6( p ) =0 x-~8ima diferenoia ,x 2 x
X =0 1,2, ••• , N ,

N
H(s,f).. E

x-1
(W
x

2(w - e - fX) •x

Enoontraremos aquellos valores de s y f que m ini.rmzan

H(e,f) haoiendo un desarrollo identioo al que se hizo p~

ra los dos primeros ajustes • De seta manera se obtiene I

k-1
I
i-l

61~2k-2
k2-3k+2

IQ(i) I k • 3,4,5, •••
(9)

Donde l6(2Pk) ss un valor "aproximado" de 6(2Pk) para

cada k· 3,4,5, •••

1que 16(2Pk): 6(2Pk) obtenemos e1 modele reajustado •
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(10)

Eeta f6rmula aa program6 y se obtuvo al listado de

lae oolumnae 6 y 1.

aju8te 2Pk

(D. 3ar a,')
y las difarenoias

3Pk 8S aUn mejor que al

6(3Pk) • Pk - 3Pk

Se obaerva qua al ajuste

no presentan ninguna tendeneia espeoifica

PU6S oBoilan alrededor de cero en forma aparentemente

errAtioa. (Vale deoir que la grAfioa de (k, 6(3Pk)) se

pareee muoho a un eleetrocardiograma) •

Como el njuste 3Pk no nos pareei6 aun satiafaoto-

rio prooedimo8 a un nuevo ajuste •

CUARTO AJUS'fE

.Eate ajuBte no se hizo por minimos ouadrados

sino que se trabaj6 con las diferencias relativas

ad ,

Para cada k· 3,4,5, •••, tenem08'

•



98

Luego ,

... Pk-l 3Pkp .,.k Pk-1 -Pk-1+3Pk-l

... Pk-lP = .3Pk •k .3Pk-l

Sea Pk-1 k ..3,4,5, ••• (i i)4Pk •
3Pk-l 3Pk para

Esta f6rmula se programo y se obtuvo el listado da

las columnae 8 Y 9 •

Sa obsarva qua a1 ajusta 4Pk as mucho major qua

81 ajusta 3Pk y las difarencias 6(4Pk)· Pk - 4Pk

(D. 4£.a.) no presentan ni nguna tendanoia especLri.ca ,
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pues osoi1an a1rededor de cero en forma aparentemente erra-

tioa , aunque 180ampli tud maxima de oeof Laoi en as mAe paqu~

na que 180correspondiante del 3ar ajuata •

Teniendo en cuanta que aunque e14£ aju8te es rela

tivamente bueno perc no nOB satisfizo p1enamenta , nos pUsl

mos a ensayar re1aoiones entre los elementos del listada de

las columnas 1 a 9, claro eata.con calculadora en mana.

Despues de multiples operaoiones (para 100 valo-

res de k esoogidos a1 azar dentro del listado de

k - 3 a 4999) se conjeturo e1 siguiente resultado r

QUINTO A.TUSTE

para

k-4,5,···
Se programo 180 formula (12) y se obtuvo e1 lista-

do de las oolumnae 10 y 11.

Como se puede ver , 108 resultados obtenidos son

plenamente satisfactorios ,pues 5Pk es pra.ctioamente

igual a Pk para k - 4,5,···, 4999. y o(5Pk)-Pk-5Pk
es casi cero para k - 4,5, •••, 4999 (salvo para

k - 4,6,11) •

De la relaci6n (12) y de las columnae 10 y 11

del listado ae puede concluir I
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Pk • entero mAe pr6ximo a 5Pk para k· 4,5,···, 4999.

(salvo para k· 4,6,11). (13)

A partir del resu1tado (13) i1egamos a nuestra

" Re1aci6n funciona1 impl{cita entre ntimeros primos II •

Como p -k
para

k • 4,5,.·., 4~99,

entonces p •
k

para k - 4,5, •••, 49~9.

Luego I

para k - 4,5,.··, 4999.

o 10 que es 10 miSffiOI

Pk
-- p - p + p - p - 03Pk 3 k+1 k 3 k 3 k+1

y en definitiva

para k-4,5, •.•, 4999

• 0

para k. 4,5, •••, 4999 (salvo para k· 4,6,11) •
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donde ~ ee la funoi6n II entero m~e pr6ximo a II •

o sea.

para k - 4,5,•••, 4999. (salvo para k - 4,6,11) •

Aqui 81 k-eeimo primo as funoi6n implioita de los k-l pr~

mos anteriorse

Por oonsiguiente nuestro resultado final es z

Una relaci6n funoional implicita entre nlimer08

primos •

Que esta relaci6n sea valida 0 no para k > 4999
es algo que habria que demoatrarse 0 por 10 menos verifi

carse •

RESUMEN DE LAS RELACIONl:S OBrfENIDA.S

k-l
I I p.
i-l ~

6i-2k-2----2k -3k+2

k-l
E
i-1

6i-2k-2
2k -3k+2

k - 3,4,5,.•• ( 20 ajuste)



( 3er ajuste)

Pk-1
P - 3P , k - 4,5,···4 k 3Pk-l k

(.0 ajuste)

llliSULTADO FINAL

Major I
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ANEXO 3. PARTE DEL LISTADO •

-Ram6n FANDINO ARBELAEZ
Departamento de MatemAtica8

Univereidad Naoional

BogotA - Colombia •
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