Boletin de Matemlticas

Vol. XV, No. 1 (1981) pags. 1 - 16

LA CONVERGENCIA EN LA TOPOLOGIA DE LOS
COMPLEMENTARIOS FINITOS

Manuel MORENO VALENCTA.

l. DEFINICION

Sea X un conjunto , sea f 1la coleccidn
de subconjuntos de X formada por X, @ y todos los sub-
conjuntos , O , de X , talesque X - 0O es finito .
l.a. A es una topologia sobre X .
i. g y X son elementos de £ .

iie Sea t0, { ieI una familia de elementos de A , en-

i
tonces X - U Oi- M (X—Oi) es finito . Luego
iel iel
U Oi € ﬂ .
iel

iii. Sean 0, y O, elementos de A, entonces

2
(x - 01) y (X - 02) son conjuntos finitos . Vea-

mos que X - (O1 n 02) es finito .

X - (O1 N 02) = (X - 01) U (x - 02) es finito , por

lo tanto O1 N 02 € ﬂ .



R se llama la topologia de los complementarios fi-

nitos y la notamos ﬂcf .

l.b. Los conjuntos cerrados de 'ﬂcf son X, @ y los

subconjuntos finitos de X .

2. DEFINICION DE VALOR CONSTANTE DE UNA SUCESION

Sea S u

na sucesidén de un conjunto X , se dice que x , elemen-

to de X es un valor constante de la sucesién S, si y

solo si , existe una subsucesién S’ de S tal que S’
es la sucesidn constante de valor x .
Ejemplo 1. Sea S 3+ N - R una sucesidén definida
por ¢
n 8i n es par

S(n) =
n si n es impar

Lusgo , ® es un valor constante de la sucesién S .

3. CRITERIOS DE CONVERGENCIA DE SUCESIONES EN UN ESPACIO

J.a. Se dice que una sucesién S de un conjunto X
converge a x € X 8i y solo si , para toda vecindad V
de x , se tiene que S estd casi todaen V j es de-

cir , el conjunto {n ' S(n) ¢ VI es finito «



3.b. Si una sucesién S de X converge a x € X Yy
si S’ es una subsucesidén de S , entonces S’ converge

a X o

3.0. Demostraremos a continuacidn una serie de proposicio

nes sobre la convergencia en (X’-ﬂcf)

PROPOSICION 1.
Sea S una sucesibén en (X,_ﬂcf).
S converge a x , elemento de X , 8i y solo si , para
todo y , elemento de X , y f X, ¥ noes un valor cons

tante de S .

DEMOSTRACION.

i. Demostremos que si S converge a x , entonces
para y ¥ X, Yy no es valor constante de S . Supongamos
qQue existe Yo / x tal que , y, es valor constante de S.
Entonces existe una subsucesidén S’ tal que S’ = Syo
(donde Syo es la sucesidn constante de valor yo) .

Probaremos que si A es el complemento de !yoi y ©en
tonces A es un elemento de 'ﬂcf tal que x € A y
S-l(Ao) no es finito « Por lo tanto 4, S no converge a X
En efecto , sea yo €EX-A= A” $ como y° es valor cons

=i -
tante entonces , S ( iyof) cs 1(Ao) Yy por lo tanto



s™1(4%°) no es finito .
ii. Demostremos que si para todo Yy # x se tiene

que Yy no es un valor constante de S , entonces S

converge a X

Sean A € jlof 9y X E A . Veamos que S-I(Ac) es
finito . Como A € f(cf s entonces A® es finito . Su-
pongamos que tiene p elementos y sean éstos yl, yé,...,yb.
Entonces S-l( !yll ¥s S-l( !y2 & BURREH 3_1( !yp t) seon
todos finitos ya que ninguno de los yi i= 1,250 P
es valor constante de S . Por lo tanto ,

STHayy 1) U ST oy, D U e UST Oy 1) = sTHA)

es finito y por lo tanto S converge a x .

4. CLASIFICACION DE LA CONVERGENCIA POR EL CARDINAL DEL

CONJUNTO DE VALORES CONSTANTES EN (X, j(of)

Sean S u

na sucesién de (X,_ﬂof) y H el conjunto de valores

constanteas de S .

PROPOSICION 2.

a) Si ocard H= 0 entonces S

converge a todo elemento de X .

b) Si card H =1 entonces S oconverge al tinico



valor perteneciente a H .
c) Si card H> 1 entonces S no converge a nin-

gin valor de X .

Demostracién de a).
Sea S una sucesidén de X ,
tal que S no tiene valores constantes , es decir ,
card H = O .
Sea x € X « Demostremos que S converge a X .
Sean A E'ﬂcf , xeA , luego, A° es finito y como
S no tiene valores constantes , entonces para todo

ye A®, B ¥( iyt) es finito . Por lo tanto ,

S-l(Ao) - U, s7( {y{) es finito , de donde se conclu-
yEA

ye que casi toda S estd en A, estoes , S converge
a X .
Demostracién de b).

Sea S una sucesidén de X con
un solo valor constante X, s ©8 decir H = !xo! « Vea-
mos que para todo y e X , y ¢ X, S no puede converger
a y . '

Sea A = !10!0 . Luego , A € K YyEA,

cf?

c
W A~ « Ahora 4, como xo € H entonces



S-l( ixol ) = !nIS(n) - X t no es finito y , por tanto,

S-l( lxol ) c S-I(Ao) no es finito . De donde se tiene

que S no converge a Yy para todo Yy # xo .

Demostracidén de c¢).

Sean xl y 12 elementos de
H, existen S’ y S” subsucesiones de S tales que

S! = le Yy S” = sz « Sea Al = !1230 , tal que

xl E Al « Claramente se ve que S no converge a Xy s

ya que S-l(Alo) seria infinito .

En la misma forma se demuestra que S no converge

a X, . Veamos ahora que S no converge a y para todo

2
ye X .

Como y / X 0 ¥ # X, basta tomar para todo
ye X un abierto de X que contenga a y , pero no a
X, y/oa X, o

De lo anterior concluimos que S no converge a

ningin valor de X .

5. VALOR DE ADHERENCIA

Definicién

Sea S una sucesibn en un espacio X ,



un elemento e de X es un valor de adherencia de S

si existe S’ subsucesidén de S , que converge a e .
Denotaremos por ¥ el conjunto de valores de adherencia

de la sucesién S .

6. RELACIONES ENTRE VALOR CONSTANTE , VALOR DE ADHEREN-

CIA Y VALOR LIMITE DE UNA SUCESION (X, R _.).
cf

6.a. Si S es una sucesidn en (x"ﬂcf) entonces
Hc E.
Demostracidn
Sea x € H entonces existe S’ subsu-
cesién de S, tal que S’ = Sx 1luego S’ converge a x,

y por tanto x € E.

Para ver que E¢ H , basta tomar una sucesidn S
para la cual H = ¢ . Por la proposicién 2, parte a,
se tiene que S converge a todo punto de X § y por 3.b.
se tiene que si S’ es una subsucesién de S , entonces

S’ oonverge a todo valor de X y , por tanto , E= X .

6.b. Si x es un valor limite de una sucesidn ,
S de X entonces x & E.

La demostraciédn se obtiene usando 3.b.



El reciproco de esta proposicidn no se tiene , puesto
que si 4 H tiene dos valores , entonces por la proposi-
cién 2, parte o, se tiene que el conjunto de valores 1i

mites es vacio .

6.ce Si S converge a s S S no es Sxo en-

tonces E= X .

Demostracidn

Como S noes Sx . Existe S’ sub
sucesién de S , tal que S’ c X - !xol « Ahora , ocomo
S? converge a X, (por 3.b.) , entonces por la proposi
cién 1, ningin punto y # x es valor constante de S.
Luego , para toda subsucesién S»” de S’ se tiene que
< / Sy , de donde el conjunto de valores constantes de
S’ es vacfo (porque tampoco x, es valor constante)
Por la proposicién 2, parte a , aplicada a S’ el

conjunto de valores limites de S? es X .

6.d. Si el conjunto de valores limites de S es
finito , entonces H / ¢ .

Demostracién

Si H= ¢ entonces por proposicién 2,

parte a se tiene que el conjunto de valores limites de



S es X, el cual no es finito .

6.0, Si el conjunto de valores limites de una suce

gién S es x, s entonces H=ix} .

Demostracidn

De acuerdo con la proposicién 2, como
S es convergente , UGnicamente pueden darse dos casos 1
6, card H=0, 8 card H=1 . Pero , de acuerdo con
6.de , y , como se supone que S tiene un solo valor limi
te , queda excluido el primer caso . Por consiguiente ,
Se tiene necesariamente que card H =1 . En caso de
que H = {y i con y # X llegariamos a una contradiccidn

aplicando la proposicién 1. En consecuencia , H = !xo! .
7. TEOREMA FUNDAMENTAL

Con base en las proposiciones 2.b. y 6.c. , hemos
demostrado el siguiente teorema i
Las dos proposiciones siguientes son equivalentes pa

ra una sucesidn S en X :
a) El conjunto de valores limites de una sucesidn
8 em. (X, jqof) es un solo punto

b) El conjunto H de valores constantes de S en

9



(X,‘ﬂof) tiene un solo punto x .

8. SOBRE OTRA NOCION DE VALORES DE ADHERENCIA EN (X,f )

Como una sucesién S de puntos de X es una apli-
cacién S 1+ N+ X , el valor de S en el entero n , se
rd notado S(n) « El conjunto de valores QS(P)’ P> nt
seri denotado por Kn Y, ®8i en X se considera una topo

logia , f; denotard , como de costumbre , su adherencia

para esa topologfa .

Definicibdn

Sea S wuna sucesién en (X, jqof) « Defi

nimos el conjunto de " valores adherencia del filtro aso-

ciado a S " por

K= N ?n , donde K = 13(n), s(n+l), S(n+2), eee i
n> o

PROPOSICION 3.

En (X, ﬂof), E=K

Demostracibn

i). Demostraremos que EcC K .«

Sea x € E, es decir , existe S’ subsucesidén

de S tal que S’ converge a x .

10



Sea V una vecindad de x . Como S’ converge a

x , existe n, tal que , para todo n; si n, > ny

o o
entonces , S’ estd casi toda en V . De lo anterior

se obtiene que V [l Kn ¥ ¢ para todo n . Luego x € Kn

para todo n . En conclusién , x € [l ig =K .
n> o

ii). Demostraremos que K c E.

a) 851 x¢ K (pero x € f; s, Ppara todo p) ,
entonces Kn no puede ser finito 4 ya que si ésto ocurre,
dado que Kn es cerrado se obtendria Kn - ?; lo cual es
contradictorio « ( Porque por hipbtesis x # Kn Y X € Kn)'
Entonces existe S’ subsucesidén de S, tal que S’ no
tiene valores constantes « Por la proposicidén 2, parte a.
S’ converge a cualquier punto de X , en particular a x
Y, por 3.b., x€E E.

b) Si x € K para todo n , llamamos p(1) el
primer entero tal que x = S (p(1)) , como x € Kp(l)+1 .
Sea p(2) el primer entero que cumple p(l) + 1 < p(2) ,
Yy, X = S(p(2)) e« En la misma forma como x € Kp(2)+1 9
sea p(3) el primer entero , p(2)+1 < p(3) tal que

x = S(p(3)) y asi sucesivamente .

P: NN es inyectiva « Se+p = S5x .

En eintesis para cada n , 1llamamos S(p(n)) el

11



primer elemento de Kn tal que S(p(n)) = x , s decir
tomames S’ = Sep una subsucesibén de S , de valor
constante x , luego xe€ E. De (a) y (b) se con-
cluye que K c E .

Nota

La igualdad anterior se cumple en un espacio

X con una topologia 1 - Contable .

9. COMPACIDAD DE (x,,ﬂcf)

a) Definicidn 1

Un espacio (X, A), es compacto , si para toda

familia de abiertos cuya reunién es X (cubrimiento abier

to) , existe un nimero finito de éllos cuya reunidn es

t&lﬂblén X .
b) PROPOSICION 4.
(X,_ﬂof) es compacto .

Demostracidn

o i i o
Sea T Ui i€l un cubrimiento de X

Sea Ui un elemento de T, entonces X - Ui es finito.
o o

Supongamos que tiene p elementos , es decir ,
X - Ui - !xl, Xy9erey xp t. Existen abiertos ,

o
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U, oy U seee U en I, talesque x. €U, , j =
11 12 lp J lj

l, 2, 3, «ee P o« Luego Wr 0, dds} U ! es un cu-
i i i
o 1 P

brimiento finito de X . Por lo tanto X es compacto .
¢) Definicién
En un espacio (X, ) se cumple la

propiedad de las intersecciones finitas , si cuando para

toda familia de cerrados !Ci 'iEI , en la que todo nume-

ro finito de éllos tiene interseccidén no vacia , se veri

ficaque (I C, #¢.
181 R

d) PROPOSICION 5.
(X, ﬂcf) cumple la propiedad

de intersecciones finitas .

Demostracién
Sea 'FC. 1 . una familia de cerra-
i iel
dos tal que cualquier nimero finito de éllos tiene inter—

seccidn no vacfa . Supongamos que (I C, = @ , enton-

iel .
oo X=X- N €, = U (X-¢,) Comvo 'K = C, es abier
ieT '+ el y
*to para todo i , {X - Ci’ jey s un cubrimiento abierto

de X 3§ como X es compacto existe

ix-c¢,, x - 02,..., X - Cnl un subcubrimiento finito de

1’
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X , entonces 3

n n
X="U.(x.- ci) 1K~ ufliiC

iel iel 1

n
lo cual es absurdo ya que i Ci / ¢ s por tanto en X
iel

se cumple la propiedad de intersecciones finitas .

e) PROPOSICION 6.
Sea S wuna sucesibn en (x’~ﬂof)

entonces , el conjunto de sus valores de adherencia ¥ no

es vacio e

Demostracidn

Como E=K= (I X , K es cerrado ,
R

Y, como en X se cumple la propiedad de intersecciones

finitas , entonces , [l i; id.
n>o

f) PROPOSICION 7.
Sea S wuna sucesién en (x"ﬂof)'

Si E= !xo! entonces x  es un valor limite de S.

Demosgtracidn

sea Ae f_, talque x €A, enton

® es cerrado y A° N Kn es cerrado para todo n .

ces A

N °nx)=a°n(n k‘n)-A°n;x°!-¢. Como en
n> o » n>o
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X se cumple la propiedad de intersecciones finitas , este
hecho nos dice que hay un nimero finito de los Kn N A° ’

cuya intersecocidn es vacia . Sean éstos

K, n a° geeey ﬁ; N A® . Los indices los tomamos de tal ma
1 P
nera que

R max inl, N, eee n {. Entonces

(A° n Kn ) = ¢ « Luego Kn c A . Por tanto Kn cC A .
P P p

Concluimos entonces que S converge a X .
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