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ESTRUCTURA TOPOLOGICA DE LA 3-ESFERA

Kemel GEORGE .

Introduccién
Debido a una transformacidn especial

denominada proyeccidn de Hopf , es posible investigar la
estructura topoldgica de 83 s, O sea , de la estera de
tres dimensiones . En el presente trabajo mostraremos que
esta esfera estd constituida por una familia de circulos
entrelazados unos con otros . Ademds , debido a que es-
tos circulos estidn contenidos en toros sblidos , podemos
identificar la 3-esfera con dos toros sdlidos unidos en
sus fronteras .

Inicialmente definiremos algunos conjuntos que son
bastante familiares , asi como la proyeccién de Hopf .

Luego pasaremos a demostirar los resultados topolégicos

que hemos mencionado .

1. LA ESFERA S°2

l.1 Sea (¢ el campo de los numeros
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comple jos .

Si z € € entonces 2z puede ser expresado como
zZ = a + bi donde a, be R.

El nimero complejo z = a — bi se denomina conju-

gado de 2z , Yy el nimero real

Ilzlla v;'; = va.2+ b2

se llama la norma de 2z . Dos conjuntos serdn de espe-

cial interés para nosotros : el circulo , definido co-

mo

sl wigl llallant,

y el disco , definido como

2 =tzl lall <11,

Figura 1

18



El circulo Sl es un conocido subgrupo multiplica-
tivo [1_7 del campo & y como conjunto es la frontera
topolégica del disco p? (figura 1.) . En general, da

do a> 0, denotaremos por

D = lz' ” z ” < atl .
a e
sa = !Zl ” Z “ = a‘ ’

al disco de radio a y al circulo de radio a respecti
vamente , donde Sa es la frontera de Da . TUna para-

metrizacidén de los puntos 2z del disco es

z-belt, C «<b <a, 0 < t < 2n,

o en su notacidn real

z=(bcosty bsent) , O < b < a,

0 « t <« 2n ,

La parametrizacidén de su frontera es la misma anterior

con b = a .

1.2 El espacio 113 de las triplas ordenadas de

nimeros reales x = (a,b,0) se puede identificar con el

espacio

xR -!(z,r)l z€€, re Ri ,
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haciendo z = (a,b) y r = ¢ .

3

Bajo esta identificacién , un vector x € R ’

N asl=? ¢

x = (z,r) , tiene norma Z+2+ I « Podemos en—

tonces definir la esfera 82 como el conjunto

2

S° = }(z,r)'z-; +

= 1t

Figura 2

1.3 La esfera 82 se puede proyectar sobre el
plano complejo de la siguiente manera i

Sea p = (0,0,1) € 52

el polo norte de la esfera .
A un elemento (z,r) € 32 ’ distinto de p , 1le

asignamos el nimero complejo x(z,r) = T%; * s (rig. 3) ,

que es exactamente la interseccién con el plano comple jo

de la recta que sale de p y pasa por (z,r) .
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figura 3

El Gnico punto que queda sin su correspondiente i¥
magen os precisamente el punto p . ©Oi ahora le agrega-
mos el sfmbolo ® a & , de manera continua /2 / ,
podemos definir

n(p) = @

con lo que =® , llamada la proyeccidn estereogrifica

2 XU iot,

es una funcidn biyectiva que nos permite identificar a la

2-esfera oon el plano complejo mds un punto , @ .
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2. LA ESFERA 83

2.1 E1l espacio B4 de las cuéddruplas or
denadas de nimeros reales x = (a,b,0,d) puede ser identi

ficado con el espacio
Tx@=t (z,w)l zel ,weCl

donde z = (a,b) y w= (c,d) « Es posible introducir u-

na estructura de campo en R4 mediante el producto
(zl,wl) x (zz,wz) - (zlozz - W oW,y B oW, + '1"2) 8

el cual es evidentemente bilineal y tiene la propiedad
(zl,wl) x (zz,wz) =0, >, (zl,wl) =0 & (zz,wz) w04

Con esta estructura 173_7 ’ B4 se denomina el campo de

los nimeros cuaternios .

2.2 En particular , si x € Y y x = (z,w) ,

su norma estd dada por

lx Il = V23 + wew
Por consiguiente , ocomo se cumple la identidad

lexy =l llyl, xnye B4,

el conjunto
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83 - l(z,w)l z2+2 + woew = 11

es un subgrupo multiplicativo de 'R4 . Este conjunto se
denomina la 3-esfera o esfera de dimensién 3 .

Ya que 'B4 tiene estructura de campo no conmutati
vo la 3-esfera es un grupo no abeliano , y , por consi
guiente , debe tenerse cuidado con el orden en que se e-

fectiien las operaciones en S~ .

2.3 Lla estructura topoldgica de 83 es compati-
ble con la estructura de grupo definida en la seccidn
2.2 3 en otras palabras , S3 es un grupo topoldgico

3
ZCQLJ7 « Ademds , como S es cerrado y acotado , es
un grupo topoldgico compacto .

Tomemos el conjunto
S1 = i(z,O)' z°z = 1 1

Claramente S1 es un subgrupo de 83 (es , efectiva-
mente , una copia del circulo definido en 1.1) 3 por
consiguiente , podemos tomar el conjunto SB/S1 de las

clases laterales a la derecha 1

gley = t (2,0)°x | xe S3 , 2°%=11.
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83/31 se denomina el espacio cociente de los despla
1 3

zamientos laterales a la derecha de S en S .

Ya que S1 Yy S3 son compactos 4, el espacio co-

ciente resultante es un espacio topoldgico compacto [5_7.

3. LA PROYECCION DE HOPF

3.1 Definamos la funcidn

d ¢ S - S
por 5 (z,w) -% si wy¥oO

5 (2,0) = @

La funcién & , denominada proyeccién de Hopf / 6 / ,
ha sido definida haciendo uso de la estructura topolégica
de 83 y de la identificacién de 32 con los comple jos
extendidos € Ut o t. La proyeccién de Hopf es evidente

mente continua . A continuacién , enumeraremos algunas

de sus propiedades .

3,2 & es una funcidn sobreyectiva , porque si

zesz,z/m y Y si hacemos

o = i1+z-;
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y tomamos x = é (z,1) y 1, entonces claramente

xES3 y , ademis ,

6(:)-6(§,é)=z.
En caso de que 2z = ® , sea X = (1,0) « Evidentemente

5 (1,0) = @ .

3.3 Sea gq € 52 § entonces , su preimegen
ol l
8 7(q) =t (z,w)l b&(z,w) = qt

es homeomorfo a un cfrculo . Para demostrarlo supongamos

primero que q = @ « En tal caso ,
6—1(m)=f(z,w)| w=0, z'z2=11.
Pero éste es precisamente el circulo
sl = 1(%,0)] s3=11.

3

Supongamos ahora que q ¥ ® Yy sea (zo,wo) € S tal que

%o
it 38 A 7( 0.
o
Para todo complejo A € € tal que I ll=1 s tenemos
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que

3
(Azo . Xwo) €S

y ademis que
Az

0

A su vez , para todo (z,w) € 83 tal que

z
e
w W
o
obtenemos que 2z = kzo y W m kwo ¥y Hall - 1l 3§ porque

s8i hacemos

= A, >, 2= Azo y W= Awo .

N N
[]
>
i

%)%

Pero ademés

Ns H20 Mo N22 2, =, WX 020 e W2 w W2y oy
’ ’ o o ’

Yy se obtiens que

“X”-lo

De estos dos hechos se deduce que

571@) = 1 (e, ) A lle 2, 8(agw,) = at

y esto es precisamente
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67Ma) = 1 (3,0) x (z ,w ) 1= 8 (a v ) .

De lo anterior , obtenemos los corolarios siguientes .

3.4 Las imidgenes inversas 6-1(q) de la proyec-—
0ibén de Hopf son precisamente los desplazamientos latera-

les a la derecha del circulo S1 c 53 a

3.5 El espacio cociente S3/S1 ¥y la esfera S°

son homeomorfos , o sea
3 e
s°/ql = S

puesto que & es continua y 83/ 1 °©° compacto .
S

4. TEOREMA
Sea & @ 83<4 82 la proyeccidén de Hopf . En
tonces , oualquier par de circulos 6—1(q1) . 6—1(q2)
se encuentran entrelazados en la 3-esfera .
La demostracidn se basa en una idea geométrica muy
peculiar de entrelazamientos de curvas , que en nada res
ta rigor a la definioién topoldgica /7 / , cuando se

trata de curvas muy sencillas , como en nuestro caso son

los circulos .
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Procederemos en una serie de pasos 3

4.1 Si p = o entonces 6-1(m)- S1 . Ademias

cualquiera de los conjuntos 6—1(q) es de la forma

G-I(q)-Sl.x, 15530

Por consiguiente , demostraremos primero que cualquier
desplazamiento lateral Sl°x de S1 estd enlazado con
s! . La idea general es la siguiente (fig. 4) : adjun

tamos una membrana a Sl « Si el circulo Slox estid en

1 :
lazado con S° , necesariamente cortari esta membrana

en un uUnico punto a .

figura 4

Evidentemente , hay que tener cuidado de que 1la

membrana esté contenida en la 3-esfera . Vamos a escoger
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una muy especial , precisamente , el hemisferio norte de
la esfera 82 sy Qque es homeomorfo a un disco . El resto
se reduce a calcular la interseccién y a mostrar la unici

dad del punto a .

4.2 Sea

D = !(z,w)l 2°%2 + Wew = 1 y Rew>O0, Imw=20 i .
D c S3 corresponde al casquete superior de la esfera 82;

en efecto , 8i w=1r1,

D = l(z,r)l 2% + 1° = 1 y T> 0% o

Ademés , la frontera oD del conjunto D es

oD = 1 (z,r)| 2.7 + 2% w1 y T=01= st .

Por oonsiguiente , D es un disco contenido en 33 que
tiene como frontera el oirculo s

El que Sl'x y S1 estén enlazadas , se traduce
en que la interseccidn
Sl°x no

gea un tnico punto a € S3 § o lo que es lo mismo , que
exista un tinico A &€ & , tal que
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hadba 10,  vxenii (fig. 5)
Ahora , sea x = (zo,wo) . Si existe A e (

i lheate, (Az,\w ) €D =>Xw_eR y \_> 0.

Esto implica que

Hagamos entonces

figura 5

Claramente A (2 W ) € Slox « A Bu vez , s8i
o= "oV @
e ’*o’(zo,wo) , entonces a € D porque (Xolo,’\o"o)
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cumple la condicidn

Xz- 2.
o%0® A 2, + (Ao wo) 1

La unicidad de la interseccidn se desprende del he-
cho de que si (zl,wl) e8 otro elemento de Sl'x y ©n-

tonces queda definido

}‘.._:.1'_.
L Gyt

1 ; :
Pero , sabemos que (zl,wl) € STex = (zo,wo) implica

que wl-dwo, lolla1. Luego,

aQw_  dAw_

o

= - ——g— - onae ” a ” -
A HRZII TEAT o A, dond o e

0 sea que xo y Al definen el mismo punto a € D .

4.3 Finalmente , para demostrar que , en general ,
Sl-x y Sloy estdn enlazados para cada X,y € 83 ’

definamos el homeomorfismo

L 883—’33
x

L (p) = pex .

Como D c 33 y la frontera de D , es oD = sk,
k&



entonces Lx(D) es un disco con frontera sLx(D) - 81-x .

La interseccidn de Sloy con Lx(D) es claramente

L_(0) N sty =ty (a) t

donde ja =D [l Slox s Qquedando as{ demostrado el teore-

ma e«

5« TOROS EN LA 3-ESFERA

Aunque hemos demostrado que la
3-esfera se encuentra recubierta de circulos entrelazados,
estamos lejos de tener una interpretacidn geométrica glo-
bal del problema . En esta seccidén , los resultados ob-
tenidos se pueden resumir de la siguiente manera t de la
conocida identificacién R4 = @ x @ es fhcil ver que ,

asi como la eocuacidn

ir
Z = a e

es una parametrizacién del circulo , el par de ecuacio-

nes

zZ = aoir gy W=0D1 oi' ’ 32 + b2 -1

es una parametrizacién de la 3-esfera . Pues bien , mos

traremos que
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l. Estas dos ecuaciones definen toros contenidos en
la 3-esfera , sobre los cuales se entrelazan los circulos

definidos por la proyeccién de Hopf .

3

2. Estos toros son superficies de revolucidén en R

proyectadas estereogrificamente sobre S3 .

Para demostrar estos resultados procederemos en el

siguiente orden .

5«1 Dados dos nimeros positives a> 0, b> 0,

gean

dos circulos de radios a y b respectivamente . Si

definimos

x= (sl,zz) a (g oXF s b ol®)

indudablemente x € 114 4 ademés
- S ’

”x ”2- 51°;;+z g = a2 +b2

de all{ que si ol 4 'b2 = 1 obtenemos que
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figura 6

El conjunto T(x) = (a .ir, b oi’) , producto car—

tesiano de los circulos

se denomina el toro 179_7 de radios a y b respecti-

vamente (fig. 6). Ademés , si

a + b° = 1 entonces T(x) c 83 8

En consecuencia hemos construido una coleccién de
toros contenidos en las 3-esferas « Veamos ahora la re-

lacién que tienen con la proyeocién de Hopf .



5.2 Sea § 3 83-» 32 la proyeccién de Hopf 3 si

gt 6~1(m), entonces

1

S*ex € T(x) , donde x = (zl,zz) N 0

z, / 0 .
Dicho de otra manera , 1los desplazamientos latera

les del circulo S1 en la 3-esfera permanecen sobre un

toro (fige 7)

figura T

Esto se debe a que S1 w !(z,O)l zez = 11 , de mo

do que podemos parametrizar a S1 como

it
2 = 8 a

Pero Slex = (oit,o)'(a pAx el ') , donde x =
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(zl,zz) oon s, 0, z, 403 y, recordando la mul-

tiplicacidn ocuaternibnica ,

Slex = (a .i(t+r), b ei(t+s)) c T(x) .

El caso extremo , z, =0, 5, = 0, serd estudia-

do mAs adelante .

5.3 Damos en seguida una interpretacién geométrica
de los entrelazamientos . Sean x,y dos puntos sobre el
toro T « Entonces , sabemos que los circulos 81-1 Yy
SL°y se encuentran sobre el toro T y ademés estén en-
trelazados . Si el lector mira detenidamente la figura 8,

verd la posicién de los circulos , los cuales estén cla-

ramente entrelazados

figura 8,
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6. POSICION DEL TORO EN LA 3-ESFERA

A partir de este momento abandonamos la notacidn com-
pleja y recurrimos a la notacidén usual de coordenadas rea
les en el espacio 3§ éllo nos permitird demoétrar rdpida~
mente que los toros T son superficies de revolucidn en

3

R~ bajo una proyeccidn estereogrifica .

6.1 Si denotamos los vectores X € R’} como
X = (x,y,z,w) , es posible proyectar la esfera = e
tereogrificamente sobre R4 asf{ como procedimos en 1.3
con la esfera 32 ¢« Se remueve el punto p € 53 ’
p = (0,0,0,1) denominado polo norte de la 3-esfera @

gse define la proyeccidn estereogrifica = .
S3- ipt 3 B3

por

ﬂ(x’Ytz»W) = i%; (x,y,z)

Claramente , % s un homeomorfismo y enviard a
todo oonjunto ocontenido en 83- ipt en un conjunto ho-

meomorfo ocontenido en 33 o

El toro .
T(x) = (a oiF , be )
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en coordenadas reales se expresa oomo
T(x) = (acosr, asenr , bcos s, b sen 8 ) .

Ya que T(x) estd contenido en la 3-esfera , su imagen
x / T(x)_/ por = estd contenida en B> Perp 2
% / T™(x) / = n(a cos r, a sen r, b cos s, b sen 8)

1

= —————— (a cos r, asenr, b cos 8
l—bsens( 2 ! ) -

De modo que si consideramos la curva (y(s), z(s)) sobre

el plano yz de RB, donde

a b cos 8
y(s) = 1-b sen s '’ z(s) = 1-b sens '’

tenemos que
n [’1‘(1)_7 = (y(s) cos r,y(s) sen r, z(s)) 3

es precisamente la superficie de revolucién que se obtiene
al rotar la ourva (y(s) , z(s)) alrededor del eje =z .

(fig. 9) -
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(y (s),Z(s))
G USREEICT ', WEDSEONS:. ST L 8 =4 /
figura 9
6.2 Teorema . La curva
a b cos 8 2 2
Y(B)-m, z(s) = a + 1 =1

1-b sen 8 '’

es un circulo de radio f:- y centro (O, % ; 0) (£igs 10)

o

)~

figura 10
39



La demostracidén es la siguiente . Se tiene 1-b sen s = -3- "

z(1-b sen 8) = b cos 8 , luego

l - 2 - b sens s, 2z(1-b sen 8) = 2 2 .
y y

Por consiguiente , (1- -;7)2 + ( -z—;'-)z- b2 y
y efectuando las operaciones encontramos
1,2 2 b2
(%" ¢a" e (2)

que es la ecuacién del circulo .

En resumen , hemos demostrado que los toros
n ZTT(I)_7' son superficies de revolucibn en 'R3 que se

obtienen al rotar alrededor del eje 2 1los oirculos de

b 1
radio = X centro ol

Finalmente , para verificar que los toros T(x)
no se intersectan en la 3-esfera , basta ver que sus
proyecciones estereogrédficas no se intersectan en R™ .

Como ellos estén definidos por la familia de oiroulos
2
(y-%—)2+z2-(§)2. a® +bv° =1 ,

si desarrollamos esta ecuacién y despejamos a , obte-

nemos

a= 2y
1+ 72 + 82
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lo cual nos permite concluir que : cada par (y,z) donde
y > 0 define un valor (y uno 8610) de a de tal manera

que dos circulos de la familia no se intersectan . (fig.11).

UG AL PN ST S R - iy

figura 11

Notese que la recta x = y = O no es imagen de un

toro , sino del circulo 22 + w2 =1, yaque
1 ;
n (0,0,z,w) = ; oo (0,0,z) . Este es precisamente el

t, b 015) don-

ciroculo contenido en el toro T(x) = (a ei
de a =0 . Esto quiere decir que , salvo este circulo ,
podemos parametrizar a 33 como la unidén de toros de re-
volucién dados en 6.1 , dejando a un lado el eje de las
z que es la imagen del oiroculo 5% Sut e Pl

Ahora podemos ver que 83 es la unién de dos toros
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sdlidos pegados por sus fronteras .

Para ilustrarlo , procederemos de la manera sigﬁieg
te . Tomamos , en primer lugar , el toro sdlido '1'1 ’
obtenido de rotar alrededor del eje 2z el circulo
(y -V2)2 i) , Qque es la proyeccidén del toro
T(x) = «l/Vz)oit,(l/V2)oi‘) con a=1b=1/{2. Luego to-

2

mamos el cilindro sdlido definido por 12 +y =1

(ver fig. 12) .

figura 12

Este cilindro sdlido se convierte en un toro sblido
2

T2 en la esfera 83 en donde cada reota 12 +y =1

paralela al eje 2 se convierte en un ofrculo . Si es-

tos circulos los denominamos "mayores" y los correspon
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dientes circulos de T, los denominamos "menores" pode-
mos pegar cada circulo "mayor" con el "menor" corres-
pondiente , 1lo cual equivale a identificar las fronteras
de los toros sdlidos T1 y T2 . Por medio de tal iden-—
tificacién , obtenemos nuevamente la esfera S (ver

fige. 13) , como unién de los dos toros .

figura 13
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