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ESTRUCTURA TOPOLOGICA DE LA J-ESFERA

Kernel GEORGE •

Introduocion

Debido a una transformacion especial

denominada proyecoion de Hopf, es posible investigar la

~structura topo16gica de SJ, 0 sea, de la esfera de

tree dimeneiones. En el presente trabajo mostraremoa que

seta safera ssta constituida por una familia de circulos

entre1azado8 unoa oon otroa. Ademas, debido a que ea-

tOB oirouloa estan contenidos en toros aolidoa, podemoa

identificar 1a 3-eafera con dos toros solidos unidoa en

8ua fronteraa •

Inicia1mente definiremos algunos conjuntoa que son

baatante fami1iares, as! como la proysccion de Hopf •

Luego paaar-emos a demostrar los reaul tadoa topologic08

que hemos mencionado •

1. LA ESFERA S2

1.1 Sea ~ e1 campo de 108 nUmeroe



oomplejos •

3i z E ~ entonoes z puede Ber expreaado oomo

z • a + bi donde a, b E R •

El ntunero oomplejo z· a bi se denomina oOllju.-

gada de z, y el nUmero real

II zll = ~z.z • Va2+ b2

Be llama la norma de z. Doa conjuntoB seran de espe-

oial interes para nosotros I el oirculo, definido co-

mo

II z II. 1 I,

y 81 disoo, definido como

D2 • Iz I "Z II < 1 f.

c

Figura 1.1
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El oiroulo 31 es un conocido subgrupo multiplica-

tivo ~l-l del oampo ~ y como conjunto es 1a frontera

topologica del disco D2 (figura 1.) • En general, da

do a > 0, denotaremos por

D ..tzl
a

II z II < a! ,

3 .. f z I
a II z " • al

al disco de radio a y al circulo de radio a rBspecti

vamente, donde 3a

metrizacion de los puntos

as 1a frontera de D
a

z del disco 6S

Una para-

it
z • b e , o < b < a , o < t < 2n ,

o en su notacion real

z • (b oos t, b sen t) , o < b < a

o < t < 2n ,

La parametrizaoion de su frontera as la misma anterior

oon b. a. •

1.2 El espacio :R3 de las trip1as ordenadas de

nUmeroB reale8 x. (a,b,o) se puede identificar con e1

espaoio

« x It • t(z,r)1 Z E « , r E Itt ,



hacienda z - (a,b) y r - c •

Bajo eeta identificaci6n , un vector . 3
x E :R

x ,., (z,r) , tiene norma Podemos en-

tonces definir la esfera S2 como el conjunto

S2 _ f (z,r) Iz.z + r2 '"1 f

Figura 2

1.3 La esfera S2 se puede proyectar sobre el

plano oomplejo de la siguiente manera I

Sea p = (0,0,1) E S2 el polo norte de la esfera •

A un elemento (z,r) E S2 , dietinto d. p, 1.

asignamoB el numero oomplejo x(z,r) - l:r • z (fig. 3) ,

que ee eX6ctamente la intersecoi6n con el plano oomplejo

de la recta que sale d. p Y pasa par (z,r) •



p

-,
<,

-----...;---- -

/

figura .3

E1 un ico punta que queda sin BU cor-reapondrerrte i.-

magan os precisamente e1 punta p. Si ahara Ie agrega-

mas e1 eimbalo 00 a ~, de manera oontinua ~2-7

podemas definir

oon 10 qua n, llamada la proyeccion estereografica

as una funcion hiyectiva que nOB permite identificar a la

2-sefera can e1 plano complejo mae un punta, 00.
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2. LA ESFERA S3

2.1 El espaoio ·:R4 de las ou!drupl&s 0o!:

denadas de nameros rea1es x. (a,b,o,d) puede ssr identi

fieado oon sl sspacio

~ x « - f (z,w) I z E a: , w e «f

donde z· (a,b) y w· (e,d) • Es posible introduoir u-

na estruetura de oampo en :R4 mediante el produoto

.1 eual es evidentemente bilineal y tiene la propiedad

Con eata estructura ~3-l, ~4 ae denomina el campo de

108 numeros ouaternios •

2.2 En partioular, si x E Jt4 7 x· (z,w) ,

su norma esta dada por

w·w •

Por eonsiguiente, oomo se oumple la identidad

IIx 711. IIx II lIy II, 4x, y e:R ,

e1 conjunto



Js - f (z,w)1 zoz + wow· l'
es un subgrupo multiplicativo de R4 0 Este conjunto ae

denomina la 3-esfera 0 esfera de dimension 3.
Ya que :R4 tiene estructura de campo no conmutati

vo la 3-esfera es un grupo no abeliano , y, por consi

guiente , debe tenerae cuidado con e1 orden en que se e-

feotuen las operaciones en S3.

203 La estructura topo1ogica de 53 es compati-

ble con 1a estructura de grupo definida en 1a saccion

202 en otras palabrae, 53 es un grupo topol6gico

Adem!s , como es cerrado y acotado , es

un grupo topologico compacta •

Tomemos el conjunto

51 • I (z,O) I zoz =0 1

Claramente 51 ee un subgrupo de S3 (as, afectiva-

mente, una copia del circulo definido en , 1.1) por

oonsiguiente, podemos tomar e1 conjunto S3/S1 de las

olases laterales a la derecha

1 I . 3S ox - f (z,O) ox XES, ZOz - 1 I 0



S3/S1 se denornina el espaoio cooiente de los deBpl~

zamientos laterale s a la derecha de Sl en S3

Ya que Sl y S3 son oompactos , el sspacio co-

ciente resultants es un espacio topo16gioo compacta ~5-l.

3. LA PROYECCION DE HOPF
3.1 Definamos la funoi6n

{) I S3 .... S2

6 (z,w) z si w r/ 0por - -w
{) (z,O) .. CD •

La funoi6n 6, denominada proyecci6n de Hopf ~6-l,
ha sido definida haoiendo uso de 1a estruotura topo16gica

de S3. Y de la identifioacion de S2 con los oomplejos

extendidos ~ U I CD I. La proyeccion de Hopf es evidente

mente continua. A oontinuaoi6n, enumerarsmos algunas

de BUS propisdades •

3.2 6 ss una funoi6n aobreyeotiva, porque at
z E S2 , z ~ (I) , y ai haoemOB
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y tomamos x· ij (z,l) , 1 E ~, antoncas claramente
3XES y, ademas,

6 (x) • 6 ( ~ , ~) = z •

En aaso de que z· CD , sea x .. (1,0) • Evidentamente

6 (1,0) .. CD •

3.3 Sea q E S2 entoncea, au preimagen

es homeomorfo a un oirculo. Para dernostrarlo supongamos

primero qua q 0: CD • En tal caso ,

6-1(CD) = I (z,w) I w ... 0, z·z .. 1 I.

Paro eate es preaisamente el ciraulo

Sl.l(z,o)1 z·z ... 1 f.

Supongamos &bora que q ~ CD y sea (z ,w ) E s3o 0
tal que

z
-2..q, w ~O.
v 0o

Para todo oomplejo x e a: tal que II). JI ... 1, tanemo.
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ii- .
Zo

x , v.... ,-.l'o A , .... , Z - AZ o y l' • Al'o •

qua
3(AZ , Xl' ) E So 0

y adamas qua
Xz

6(Xzo ' Xl'o) - Xwo ..q •
o

A eu vaz, para todo (z,w) E S3 tal qua

Z

W

z o.. -l'o
obtanamoe que z • AZ ,w. Xw yo 0 IIxlI-11 porque

ei hacemos

Paro ademas

y e8 obtiene que
I/xlI.1.

De aetos dos hachos se deduca que

y aeto as preoisamante
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De 10 anterior , obtenemos los aorolarios siguientes •

-'.-l(q)3.4 Las imagenes inversas u de la proyeo-

oion de Hopf son preaisamente los desplazamientos latera-

les a la dereaha del circulo Sl c S3 •

3.5 El espaoio cociente S3/S1 y la eefera s2

son homeomorfos , 0 sea

puesto que es continua y es compacto •

4. TEOREMA

Sea 6 I 83 ~ S2 la proyeccion de Hopf. E~

tonces, oualquier par de airoul08 6-l(ql) , 6-l(q2)

se enouentran entrelazados en la 3-esfera.

La demostracion Be basa en una idea geometrica muy

peou~iar de entre1azamientos de aurvas, que en nada res

t& rigor a 1& definioion topologioa ~7-7, ouando ae

trata de oUrYas lillY senailla., aomo en nuestro oaao son

los oiraulo. •



Procederemos en una aerie de pasos I

-1() 14.1 Si p. CD entonces 6 CD· S • Ademas

.L-1(q)cualquiera de los oonjuntos u es de la forma

Por consiguiente, demostraremos primero que cualquier

desplazamiento lateral 1S ·x de Sl estA enlazado con

Sl. La idea general es la siguiente (fig. 4) I adj~

tamos una membrana a Sl • Si e1 circulo 1S ·x seta en

1azado con sl, neceaBriamente cortarA eeta membrana

en un tinico punto a.

figura 4 I

Evidentemente, hay que tener ouldado de que 1&

membrana est' contenida en 1& 3-esfera. Vamo. a e.oos-r
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una muy especial, precisamente, e1 hemisferio norte de

la esfera que es homeomorfo a un disco • E1 reato

se reduce a ca1cu1ar 1a inters8coi6n y a mostrar 1a unici

dad del punto a.

4.2 Sea

D ..'(z,w)1 z·z + w·w. 1, Re w ~ 0, 1m w ..0 I
D c 33 corresponde al casquete superior de 1a eafera S2,

en efecto, 8i w ..r ,

D .. f(z,r)1 2zoz + r • 1 , r> 0 1 o

AdemAs, la frontera eD del conjunto D es

eD. t (z,r)I z.z + r2 • 1, r" 0 I. Sl 0

Por oonsiguiente , D ss un disco contenido en que

tiene oomo frontera el oiroulo Sl.

El que 1S ox s est~n en1azadas , S8 traduce

en que 1a intersecoion

8ea un \mioo punto 3a e S , o 10 que es 10 mismo , que

exi8ta un \mioo ~ e I, tal que

29



IIxlI"l, XxeD. (fig. 5)

Ahora, saa x = (z ,v ) • Si existe X E ~o 0

IIx/I"I, (Xz , Xv ) E D =~ Xv E:R Y Xv > o.
o 0 0 0 -

Esto implioa que
v

X .. _0_
IIvolI •

Hagamos entonoes

w
X = __ 0_ •

o IIwolI

5'

figura 5

Claramente X .(z ,v ) E SI.x• A su vez , a1000

entonoes a E D porqU8 (Xz,>.v)o 0 0 0

30



oumple la oondioi6n

x z • ~ + (x w)2 - 1o 0 0 0 0 0

La unioidad de la intersecci6n se desprende del he-

oho de que 8i 1S ·x en-

tonoes queda definido

"1
w1.-- •II w111

Pero , sabamos (zl'w1)
1 (z ,w ) implicaque E S .x - o 0

que "1 -«" , 11«11-1. Luego ,0

~ ~
tI a II - 1 ,Xl 0 0 q" donde•

II~II - •
" "011

0

o sea que Xo y definen el mismo punto a ED.

4.3 Finalmenta, para demostrar que t en general ,
1 1 3S.x y S.y estan enlazados para cada x,y ESt

definamos el homeomorfismo

Lx

Como D c: ..f y la frontera de D, ss eD • S·l ,



entonoes L (D)x es un disco con frontera eL (n) •
x

1S ·x •

La interaeocion de 1S .y oon L (D)x es claramente

donde 1fa f • D n s .x , quedando as! demostrado el teore-

rna •

5. TaROS EN LA 3-ESFERA
Aunque bemos demostrado que la

3-esfera se enouentra reoubierta de oiroulos entrelazados,

eetamoB lejos de tener una interpretaoion geometriea glo-

bal del problema. En esta seccion, los resultados ob-

tenidos B peden resumir de la siguiente manera I de la

conocida identifioacion :R4• ~ x a 8S facil ver que ,

asi como 1a eouaci6n
irz • a e

8S una par metrizaoion del e!rcul0, el par de eeuaoio-

nes
z •

irae , , .2 + b2 • 1

es una parametrizaoion de la 3-esfera. Pues bien , m08

traremos que I
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1. Estas dos ecuaciones definen toros contenidos en

la 3-esfera, Bobre lOB cualeB se entrelazan los clrculos

definidos par la proyecci6n de Hopf •

·2. Estos taros Bon superfioies de revolucion en R3

proyeotad&s estereografioamente sabre S3.

Para demostrar estos resultados procederemoB en e1

siguiente orden •

5.1 Dados dOB n11meros posi tivos a > 0, b > 0 ,

sean
is

~ • b e2

dOB oiroulo. de radios a y b respeotivamente. Si

definimos

1ndudablemente

+ z·~ •2 2 ,

obtenemoB que

•

3)



figura. 6

El oonjunto T(x) • (a ire , produoto oar-

tesiano de 108 o!roulos

ir
Zl • a e ,

se denomina 81 toro ~9-7 de radio. a. y b respeoti-

vamente (fig. 6). Adem~s t .i

entonoes 3T(x) c S •

En oonseouencia. hemo. oonatru!do una 001eooi6n de

toros contenidos en las 3-esferaa. Veamos ahora la re-

1aoi6n que tienen oon 1a proyeooi6n de Hopf •



5.2 Sea 6 I S3 ~ S2 la proyecci6n de Hopf J ai
S1 • 6-1 «(]), entonoes

Sl.X c T(x) , d d ( )on. x· zl,z2 '

Dioho de otra manera, los de apLazam ie nt oa later~

les del oiroulo S1 en la 3-eefera permanecen sobre un

taro (fig. 7).

-+---+-._--),. ..+---

----
figura 7

Esto ae debe a que Sl. I (z,O) I z.z • 1 f , d. rna

do que podemoB parametrizar a Sl oomo

itz •• •

Pero d-onde x •
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(Zl,Z2) oon z1 I 0, z2 I 0 •
tiplicaoion ouaterni6nioa ,

y, reoordando la mu1-

1S ·x • ( i(t+r) b i(t+s» T()ae , 8 ex.

El oaso extrema, zl. 0, z2 ~ 0, serA eatudia-

do mas ad81ante •

5.3 Damas en aeguida una interpretaci6n geometrioa

de los entrelazamient08. Sean x,y daB puntas sabre 81

taro T. Entoncea , sabemos que los olrculoa 1S ·x y

1S '.y as encuentran sabre e1 taro T y adem's eatAn en-

trelazados. Si e1 lector mira detenidamsnte la figura 8,
verA la posioi6n de los olroulos, lOB oua1es satan 01a-

ramente entre1azadoa I

figura 8 I
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6. POSICION DEL TORO EN LA 3-ESFERA

A partir de eate momenta abandonamos 1a notaci6n com-

pleja y reourrimoa a la notacion usual de coordenadas rea

Les en el espaoio J ella·nOB permi tid. demostrar rapida-

mente que los taros T son superficiea de revolucion an

:R3 bajo una proyecot Sn eatereogr!fioa •

6.1 Si denotamos lOB vectores X E ::R4 como

x • (x,y,z,w) , es poaib1e proyeotar la eafera es-

tereografioamente sobre R4 ad oomo procedimoa en 1.3

oon 1a esfera S2 • Se remueve e1 punta 3
PES ,

p • (0,0,0,1) denominado polo norte de la 3-eafera t

se define 1a proyecoi6n estereografica n •

por I

Claramente, K es un homeomorfismo y enviara a

todo oonjunto oont.nido en S3_ 'p' en un oonjunto ho-

meomorfo oont.nido en

El toro
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en ooordenadaB rea1es se expresa oomo

T(x) • (a oos r , a Ben r , boos s , b sen s ) •

Ya que T(x) eBta. oontenido en La 3-esfera , au imagen

1l LT(x)J por x est&. oontenida en R3 • Pero ,

x LT(x)J • x(a oos r, a sen r, b cos s, b sen 8)

• 1 (a oos r, a Ben r, b C06 B) •I-b Ben s

De modo que 6i consideramos la ourva (y(s), z(s)) sobre
391 plano yz de :R , donde

b COB S
l-b sen 8

tenemoB que

1l ~T(x)J. (y(s) oos r,y(s) sen r, z(s))

es preciBamente la superfioie de revoluci6n que Be obtiene

a1 rotar 1a ourva (y(B) ,z(s)) alrededor del eje z.

38



z

(y (5) I Z (5) )

y

figura 9

6.2 Teorema • La ourva

yes) • l-b a z(s) • b C08 S 2 2
I-b sen 8 J a + b • 1Ben 8

oiroulo de radio b y oentro ( 1 , 0) (fig. 10)e8 un , •a a

z

!a

---~-"-- +------jl-------L.----II---- y

figura 10,-
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sLa demostraoion es 1a siguiente • Se tiene l-b sen a
s •

z(l-b sen 8) • boos 8, luego

a1 - - • b sen a ,s z(l-b sen a) • z ~y •

Por oonsiguiente ,

y efeotuando las operaoiones encontramos

1 )2 2 b )2(y- - + Z • ( - ,a a

que es la eouacion del oiroulo •

En resumen, hemos demostrado que los toros

son superficies de revoluoi6n en 3B que se

obtienen al rotar alrededor del eje z lOB oirculo. de

radio b
a y oentro 1

a •

Finalmente, para verifioar que los toroe T(x)

no Be interseotan en la 3-esfera, basta ver que eUB

proyecciones estereogr'ficaa no ae interseotan en ]i3.

Como ello. estAn definidos por la familia de o{rouloB

,

8i desarr011amo. esta eouaoi6n y despejamo8 a, obte-

namOB
a •

21

40



10 cual nOB permite concluir que: cada par (y,z) donde

y > ° define un valor (y uno a610) de a de tal manera

que doa oirouloa de 1a familia no Be interaeotan • (fig.11).

z

-----t----+++-----L---~--+_+---------- Y

figura 11

Notese que La recta. x. y • 0

toro, sino del oircu10 z2 + w2 • 1

no es imagen de un

ya que

~ (O,O,z,w) • ---11(O,O,z) • Eate sa prsqisamente e1-w
oiroulo contenido en el tore T(x). (a sit, b eis) don-

de &. O. Es~o quiere decir que, salvo eate circu10 ,

podemoa parametr:l15ara :R3 como la union de toro8 de re-

6.1 , dejando a un lado 81 ej. de las
2 2z + y - 1 •

vo1uoi6n dados en

que e8 1a imagen del oiroulo

Ahora podemos ver que 83
z

es 1& union de d08 toros
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Bolidos pegados por sus fronteras •

Para ilustrarlo, procederemos de 1a manera 8iguie~

te. Tomamo8, en primer lugar, e1 toro solido T1,

obtenido de rotar alrededor del eje z e1 oirculo

(y -V2)2 + z2 - 1, que es 1a proyeccion del toro

T(x) - «l/V2).it,(1/V2).is) oon a· b • 1/V2. Luego to-

mamos el oilindro solido definido por x2 + y2 • 1

I
I
I
I
I
I

I
I .>

I //

____If -,L-...---A------+---

(ver fig. 12) •

T,

figura 12

Este cilindro solido se oonv~erte .n un toro .olido

T2 en la esfera 83 en donde oada reota x2 + 72 • 1

paralela al .je Z S8 oonviert. en un oiroulo. 8i ••-

tOB 01rculos 108 denominamos Itmayore.1t 7 10. oorr••po.!
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dientea oirculos de Tl los denominamos IImenores" pode-

mOB pegar oada oirculo IImayorll con el "menor" corree-

pondiente, 10 oual equivale a identificar las fronteras

de 106 toros s61idos Tl y T2• Por medio de tal iden-

tificaci6n, obtenemoa nuevamente la eafera S3 (ver

fig. 13), como uni6n de los dos toros •

T

figura 13,'
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