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CONVERGENCIAS ASOCIADAS A TOPOLOGIAS

PUNTOS FIJOS DE UN OPHRADOR

Carlos J. RUIZ S.

1. PUNTOS FIJOS DE k = C T PARA UNA PAREJA DE FUNCIONES

~ o~

ADJUNTAS 9-’ EN

Recordemos que una pareja de funciones
Usvy . U monbétonas entre conjuntos ordenados , cumplen
las condiciones de adjuncidn (s = siniestra d = diestra)

ei para uell y v eV 1las relaciones
s(u) < v y u < a(v)

son equivalentes .
En las condiciones anteriores se puede afirmar que
1) ® oonmuta con extremos superiores
2) t oonmuta con extremos inferiores
Es md&s , las funciones j = ds 1 U-U y
k = 8d s V-V oumplen
3) x(v) <« v y u < j(u) para uelU, veyv
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4) 3°3=3 ¥ kk=k
Y 5) Las condiciones siguientes son equivalentes pa-
ra un punto u de U (resp v de V)

a) u es punto fijode j t es decir j(u) = u .
(resp. v es punto fijo de k)

b) u estd en la imagen de d (resp. v estd en

la imagen de 8) .

6) Supongamos ahora que el conjunto V sea cerrado
para extremos inferiores (e.d. todo subconjunto no vacio
tiene extremo inferior) Yy que lU gea cerrado para extre-—
mos superiores . En esas condiciones

a) el conjunto de puntos fijos de k es cerrado
para extremos superiores (e.d. ei F es un subconjunto

no vacio de puntos fijos de k , su extremo superior es un

punto fijo de k).

b) el conjunto de puntos fijos de j es cerrado

para extremos inferiores .

2« LAS CONDICIONES Cl’ C2’ C3 PARA UN PUNTO FIJO DE

k ¢ Crit(X) - Crit(X)
Para una funcidn C s X - P(Suo X)

se habfa oonvenido en que por lo menos cumpliera las ocondi

ciones C1 Yy 02 para que pasara & formar parte de
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Crit(X) s

Cl' Si Sx representa la funcidbn constante de va~

loxr i"x Sx e C(x) .
C2. Si S & C(x) , toda subsucesibn S’ de S
también estd en C(x) .
NOTA s
Una funcién Q s IN— IN serd propia si para cada n,

Ql(n) es finito . Si S : N— X es una sucesidn , y Q

es propia , S+«Q se llamari sub-sucesién de S .

El conjunto Crit(X) queda ordenado por la relacién
"“C>C’ eiparacada x€ X, C(x) €C’(x) " . Con este
orden Crit X tiene un elemento mi&ximo , uno minimo y es

cerrado para extremos inferiores y superiores .

Por otra parte notemos Top(X) el conjunto de las
topologias sobre X que , ordenado por inclusidn , goza de
las mismas ocaraoterfsticas de méximos , minimos y extremos

del anterior .

Entre Top(X) = U y Crit(X) = V existe un par ad-

Junto

Top(X) S crit(x) L top(x)
que asocia
a) A una topologfa t sobre X , el criterio de

67



convergencia C(t) para el que C(t)(x) representa las su

cesiones t—convergentes a x }§

b) a una funcidn C € Crit(X) la topologfa T(C)

ocuyos abiertos A quedan determinados por la siguiente

norma 3

" Cada vez que para un x de A y una sucesidén S

de puntos de X , se cumpla que S & C(x) , necesariamente,

S est4 casi toda en A "

NOTA

decimos que una sucesidén S estd casi~toda en A ,
si S(n) € A para cagi todo n 4, salvo eventualmente
para finitos valores de n .

AFIRMACION .
La funcién C es adjunta a la izquierda de

la funcién T .

De acuerdo con el Pardgrafo 2, si notamos
k=0CT para determinar los puntos fijos , basta estu-
diar la imagen de la funcibn C. Es decir las convergen

oias de la forma a(t), donde t es una topologfa sobre

Es m&s , toda oonvergencia de la forma C(t) es
de la forma a(tc) en donde to estd en la imagen de T

(e deoir t, s punto fijo de J=TC)s en efecto
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C(t) = C T(C(t)) = E(F C(t)) = C(t)) , oon t =T C(t) .

Una propiedad , satisfecha por los E(t) Yy a la que
hemos denominado 03 , se refiere a la relacibédn entre los
valores de adherencia y los valores limites de sucesiones

en un espacio topolégico ¢

Para una topologia t , y una sucesidn S de pun
tos de X , un punto x es valor dé adherencia de S si
existe una subsucesién S’ de S que converge a x se-
gin t . Es claro que un valor limite x de S (es de-
cir cuando S t—-converge a x) es un valor de adherencias

Inversamente , s8in restriociones sobre el espacio t , si

notamos
vli(8) = ix | s t-converge a x {
va(s) = Ix | x valor de adherencia de S i
entonces
vli(s) = N va(s?) (03)
S’<sg

(S « 8 signifioa que S’ es subsucesibdn de s) .

Se nota , sin embargo , que las funciones
vl y va s Buo X » P(X) también tiene sentido para un ,
oriterio C & Crit X ya que dado C: X = P(Suc X) , se

define naturalmente el conjunto
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vl (s) = ixl s ec(x)i
vaC(S’) = !y’ existe S’ < S, con S’ e C(y)i

y también se tiene , cuando C cumple 02 sy Que
vlC(S) c vlC(S’) c va(S’) para S’ < S con lo cual

vl,(S) € N va,(S’) , ocon solo suponer C en Crit X .
C S*<s C

DEFINICION

Diremos que un criterio C € Crit X cumple la
condicibn C3 8i , para toda sucesién S ,
vl (S) = 1 wva.(S?) £0.)
c .s’<sc 3
Dicho de otra manera , si para cada sucesién S se
ocumple que
" para cada una de sus subsucesiones S’ , se pue-

de encontrar una subsucesién S” < S’ | que oumpla

S’ € C(x) , entonces S misma estd en C(x) " .

Es del caso anotar que s8i bien la condicién C3 es
necesaria para que C & Crit X sea punto fijo de k , no

es suficiente , como nos lo muestra el ejemplo que sigue 3

EJEMPLO. (Cf.(4)) .

Nos situamos en un conjunto infinito X y elegimos
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-un punto a de X . Prescribimos que a un punto x dis
tinto de a , ®8olo converjan las sucesiones casi-constan
tes de valor x . En cambio , son opnvergentes hacia a
todas las sucesiones salvo aquellas que admitan una sub-
sucesidén propia . Dicho de otra manera, las que tienen
rango finito . Los abiertos de T(C) son de dos tipos

segin que contengan el punto a , 6 que no lo contengan.

l. Si A no contiene al punto a , es abierto ,
sin més

2. Si A oontiene a a , necesariamente A debe

coincidir con X todo entero .

Cuando se calcula la convergencia debida a dicha
topologia se encuentra que las sucesiones de X , sin con
dicién oconvergen el punto a . Con lo cual € T(C) es es
trictamente menor que C . Es decir que nuestro criterio

C no es punto fijo de k = CT.

Sin embargo , satisface , ademés de C1 Yy 02
la propiedad C3 : 8i una sucesidn S no converge al
punto a , admite una sub—sucesién T propia y cualquier
subsucesidn de ésta , es , a fortiori , propia § oon
locual T no admite subsucesiones convergentes al punto

B
-—
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Nétese que el ejemplo , deja de ser un caso " de
no punto fijo " , ouando se restringe a un conjunto fini-

to X, pues allf , oonvergerian hacia a todas las suce

siones de puntos de X .

3. LAS CONDICIONES DE TIPO C4

En vista de la debilidad de
la condicidn C3 , 8e pensd en captar otra caracteristica
de la convergencia de sucesiones en espacios topolégicos ,
con miras a hacer , de élla y C3 sy oondiciones suficien

tes para que un criterio C fuera punto fijo de k .

Se examind primero el caso de espacios l-contables
Yy se observd que allf se cumple la siguiente propiedad de

" diagonalizacién " .

31 S+ Nx N—» X es una bi-sucesiédn , tal que pa
ra coada k , la sucesién S(k,~) + N» X , n »S(k,n)
converge & X, 5 ¥ la sucesidén k > x  oonverge a
X « Entonces existe una funcién Q : F>»Nx N tal que

8 *Q: N+ X es convergente a x .

Obsérvese que en el parégrafo anterior nos abstu—

vimos de imponer condiciones & Q . Si se estd pensando

en un espacio topoldgico 1l-contable y Hausdorff se puede
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‘elegir Q + N» Nx N entre las funciones que ocumplen

la siguiente propiedad 3
Si n> m, Q(n) - (Ql(n)’ Qz(n)))
Q(m) = (Ql(m), Q2(m)) , entonces

Ql(n) > Ql(m) y Qz(n) > Qz(m) .

Si eliminamos la propiedad de Hausdorff , Q pue-

de ser escogida entre las funciones propias .

En cada caso , con condiciones mas o menos fuertes
de la funcién Q , obtenemos una condicién de " diagona-

lizacién " , o del tipo C, , y en el trabajo de R. de

4
Rebolledo y S. de Plazas (4 ) aparecen las dificultades

que se enocuentran cuando se desea demostrar la equivalen-
cia entre los puntos fijos del operador k y los crite-
rios C que satisfacen Cy y Y C4 " (segin se haya es—
cogido el " C. ").
4

En su trabajo M, Suarez , logrd establecer una
condicién C4 hasta llegar a concluir que para que.
un criterio sea punto fijo del operador k , 25332 que

cumpla Cy ¥ (6se) 04 >

Sin embargo , el problema no termina a ese nivel

pues se demuestra que dichas condiciones suficientes no
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sOn necesarias .

Con el fin de precisar esa condicién 04 y anali-
zamos el caso de la convergencia en un espacio celular que
no sea localmente finito .

EJEMPLO (R. de Rebolledo y S. de Plazas) .

Sea X el con-
junto formado por circunferencias Cn sy una por cada natu
ral n=1, 2,..., de radios 1/n s como muestra la figu-

Ira .

Cada Cn con su topologia métrica comin y corrien
ta y ©como subespacio de R2 « En ocambio X no ten-
drd la topologia de subespacio : un conjunto es abierto
en X 8i , y solamente si , su traza oon cada Cn es
abierto en Cn « De manera seme jante , 8e caracterizan

los cerrados . N&étese por e jemplo que el conjunto
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H = lal, 8,y Byyeee { es cerrado en esa topologia,

y no lo és en la de subespacio . Ahora bien ,

AFIRMACION
Son convergentes hacia el punto a , aquellas
sucesiones S que cumplen (a) en Bz son convergentes

hacia a , y, (b) S toca a lo sumo un nimero finito

de arcos C - ta t.
n

Asf{ pues , 1la sucesibn ¢ 8,y 8,5+« > no conver

ge en X haoia & , a pesar de que sf lo hace en Rz s

Para construir sucesiones convergentes hacia el pun

to a, se forman varios arcos en nimero finito . En cada
. . 2
uno se considera una sucesidén convergente hacia a (en R )

y se amalgaman .

(1)

ee una sucesidn en

(2)

Por el contrario si S
c, - tal que converge a a , y S es una sucesidn de
1 a2

02 ~ ta l convergente a a y asf sucesivamente se define

(x)

S para k = 1,2,3,4..., entonces la bisucesidn

S s (k,n) > Sk(n) oumple (1) para cada k ,

S(ky _ ) = S(k) es convergente a x = &, (2) no exis-
: -

te una funcién Q + N—» Nx N que ocumpla la ocondicidn

(e) " el compuesto n »»Q(n) = (Ql(n). Q,(n)) > Q,(n)
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de N- N es propia " , tal que S.Q sea convergente

hacia a en X .

n
En efecto la sucesién n >S.Q(n) = S 1 (Qz(n)) .
toma valores , para cada valor de n , en el arco
C -tat. La condicién que se impuso a Q , hace que
Q, (n)
n >5.Q(n) no pueda tocar cada arco Ck- ta i sino un nime
ro finito de veces , con-1lo cual , n >»S.Q(n) toca infi-

nitos arcos y ya , en nuestra topologia sobre X , no es

convergente al punto a

4. CONDICION SUFICIENTE PARA QUE C SEA PUNTO FIJO .

La ocondicibn éA.s impuesta por M. Sudrez a un
oriterio C de convergencia se enuncia asf s ocada vez que en
una bi-sucesién S:Nx N- X se oumpla (1) 1la sucesidn
S(k)s n > S(k,n)C~ converge a x, k=1,2, ... (2) 1a
sucesidn k»(x_k) es C-convergente a x , entonces existe
una funcién Q ¢+ N—» Nx N que cumple la condicién (e) y

tal que 8S.g ¢+ N—+ X es C-convergente a x .

PROPOSICION. (M. Suérez) .

Un elemento C de Crit X es pun

to fijo del operador K 8i oumple las condiciones C3 y

4..
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OBSERVACION 1.

Los puntos fijos de K s8son las convergen-
cias asociadas a topologias . Asi que las condiciones
Cl’ CZ’ 03 y C4.‘ son suficientes sobre una funcidn
C 1+ X » P(Suo X) para que C sea asociada a una topolo—
gia . El ejemplo que dimos de los arcos tomados por un

punto , nos muestra la existencia de convergencia asocia

da a topologias sin que cumplan C .

4.8

OBSERVACION 2.

Como el conjunto de puntos fijos de K es
cerrado para extremos superiores , la observacidn ante-
rior nos lleva a dudar sébre la conservacidn de Ca.s
por extremos superiores : es decir que se puede esparar
desde ahora encontrar una coleccidn Cx de crite-

rios que ocumplan 03 y C4 . 8in que el criterio

Supk Cx (que cumple 03) ocumpla C4 -

Este tipo de fendmenos se habia presentado al es-
tudiar los puntos fijos del operador J, (of. 2 ) cuan-
do se trataba de oaracterizar las topologfias que quedan
completamente determinadas por la oconvergencia de sus sp
cesiones . La propiedad de ser 1l-contable era suficien
te para ser punto fijo y ademés no era una propiedad es
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table por extremos inferiores .

En este caso se completd el estudio de los puntos
fijos de J oon la afirmacién " todo espacio O-contable

es extremo inferior de topologfias 1-contables " .

En este caso digamos que para los oriterios que
cumplen (Cl’ 02 ! y) 03, la propiedad C4.s viene a
ser de cierta manera lo que la 1l-contabilidad era para

las topologfas . En efecto .

PROPOSICION. (M. Suérez (3) ).

Todo punto fijo de K es
extremo superior de convergencias que cumplen (Cl’ 02) 03
y 04.‘ y viceversa , 8i un criterio C extremo supe-

rior de criterios 'Cx { que cumplen 03 y C4 s ©nton-

ces es punto fijo de K .
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