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PROBLEMAS D~ OLIMPIADAS - SOLUCIONES ORIGINALES DE

ESTUDIANTBS COLOr~IANOS

Mary FALK de LOSADA.

Como parte de 1a actividad preparatoria para las

Olimpiadas Internacionales de Matematicas que se realiza-

ron an Washington en el presente ano , se les dieron a,

los integrantee del equipo Colombiano loe enunciados de

varios problemas que formaron parte de los tamario~ de 0-

lirnpiadue Intarnucionales y Norteamericanas en an08 ante-

rioree •

Loe participantes respondieron con Bolucionea ori-

ginalee , geniales y eorprendentemente 8enci11as en mu-

Oh08 0&S08. Tranecribimos varios de ~1108 a continuaci6n

para que se pueda apreciar el nivel de deeempeno matemati

00 quea.lcaIlzaron

Vale la pena anotar que existen solucionari08 a

algunos ternarios de eetas oompetancias pera que en ninguno
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de los casas de los problemas cuyas soluciones apareoen a

contiuuacion , tuvieron acoeso a una solucion hooha par 0-

tra persona, ni publicada ni discutida en clase •

(1) XIX OLIMPIADA IN'l'BRNAGIONAI~ • Problema 2 • (Somstido

par Viet Nam) •

Resue1to por NSLSON MB~INA , Cole~io Santo Tomas de

Aquino •

En una auce siSn fini ta lie mimeros re aIea La surnade

siete terminos conaocuti vos cua Lesqu iera es negat iva. y la

surnade once terminos conee cutIvoa cua1esquiera es posi ti-

va. Determi.nar e1 m'aximo mimero de terminos je una tal

sucesion •

Soluci6n

~s un poco dificil , perc posible , enoon-

trar una sucesi6n de 16' terminos :

a. • (16), (8), (-28), (8), (16), (8), (-30), (16), (8),n

n.l 2 34 56 7 89

a I (-28), (8), (16), (8), (-29), (16), (8),n
n I 10 11 12 13 14 15 16

Desde 1uego cualquier multiplo (real) de esta. suce-

sion oump1ira con los mismos requisitos. En resumen, es

poeible enoontrar una Bucesion de 16 t'rminos con la8
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araotert8tioa8 requeridaa , pero no de dieoiaiete •

Veam08 por qu.'.

~ > 0

o

7
I ~ > 0
k-4

7
I ~ < 0
k-1------------11
t ~ > 0
k-1

11
t ~ < 0
k-5------------------
8
t ~ > 0
k-5 .

8
t & < 0
k-2 k

-- -----------------
12
t -k > 0
k-2
12
t &k < 0
k-6

------------------

4
I
k.-2

D. < 0
k
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16
I: ak > 0
k-6 9

I: ak > 0
16 k..6 5
E ak < 0 I: &k < 0
k=10 9 k=3

E &k < 0
k-3------------------
13
1: &k > 0
k=3 6

E &k > 0
13 k=3
E ak

< 0
k-7------------------

17
I: &k > 0
k-7 10

<

1: ~> 0 ~ &7+a8+&9+&10 > o ,
17 k=7
I a < 0 ademA8x-t i k Y

a > 0
5

l!I. +a +a6 > 04 5

Lo eual 88 una oontradioeion , porque hemoB obtenido que la"
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auma deeiete t~rminos coneecuti voe (deeds a
4
, haeta

SlO) es mayor que oero , a sea que es poeitiva, 10 cual

contradice la hip6tseis •

Nota
a

i) to, significa que si a,b, y c son
b

proposicionee , (a", b) ::,..0

ii) Si una propoaici6n no eeta precedida de

( f ) , aignifica Clueea apLa cao iSn de la.

hip6teaiB •

(2) V OLIMPIADA DE LOS ESTADOS UNI DOS . Problema 1.

Reeuelto por JOSE GUTERMAN, Colegio Colombo-Hebreo.

, $4 W#
Wh Wh
~ ~~ W/~ wa

WA .~

A) Sup6ngase qus oada cuadrado de un tablero de 4 x 7 00

mo el ilustrado arriba se oolorea bien sea de negro a ble~

Bes de blanoo. Demuestre que, en oueLqurer oaso '.debe
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haber un rectangulo (formauo por lineae horizontaleB y ver

ticalae , del tablaro) como el delineado en la figura, ou-

yos cuatro ouadr-ados eequi mros tienan el miemo color.

Sa preeenta el r-ect angu lo pedi.do cuando en doe oolum

naB diferentas hay dOB ouadrado8 del mismo color ubicado8

an la misma forma • (Es decir , en-las mismas filas) •

Analicemos los casoe que Be pueden prsssntar .

10. Caso

Todas las columnae tienen dOB cuadros ne-

gros y dOB ouadros blancos. Entoncss la forma de combi-

nar doe cuadro8 en 4 espaciOB e8

4)"' il- - 14. so 6 •
(2 2121 2

y en La eeptima columna ee debe repetir una coLocao i Sn •

20. oa80

En una columna oualquiera hay 3 ouadroa

blanoos (0 negroe) Entonoes la forma de oombinar dOB

ouadroa negroa en 108 3 •• paoi08 de 1&8 fila8 oorr.8po£

dient.a aa

6.-2 • 3

",')0. '



,yen la quinta oolumna se debe repetir una colocaci6n de

dos cuadro. negros 0 dos cuadros blanco. , aS1 forman el

ouadrado requerido •

Nota I

Siempre hay dos rectangulos de los pedid os •

B) Hallar una manera de oolorear un tablero de 4 x 6 en

al oual no hay ningUn rectangulo de 108 dascritos antes,

as decir , que tenga los cuatro ouadradoB 8squinaro8 del

miemo color •

Wh ~ ~

~ ~ ~

Wh ~ ~

Wh ~ ~

(3) El siguiente problema fue resue 1to por I MARIO MEJIA. ,

del Colegio San Carlos , de una manera mucho m!. sanoi

lla de 1& que apareoe publicada en un soluoionario de pro-

blemas de olimpiadas internacionales •

Cuale8quiera que sean los naturales m y n 8e

tiene que
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Caso 1. m ::n

... (2m)! (2m)!
m!m!(2m)!

tenemoa que (2m) es un entero igual C2mpues es am m m

Caso 2. m > n •

En eate caso, m· n + k , k E ::N, y

Pero

(2n+2k k+l (2n !

que se obtiene dividiendo numerador y denominadar par

(2n+k)!

Ahora bien ,

2n+2k as divisible por n+k

2n+2k-2 " " " n+k-l

2n+2k-2p .. " " n+k-p

y 81 ultimo t~rmino

2n+2k - (2k-2) es divisible por n+k-(k-l)

o , 10 que e8 equivalente, 2n+2 e. divisible por n+1.



El producto de los faotores restantes del numerador,

de8pu~s de canoelar , es un entero , digamos E

E -(2n+2k-l)(2n+2k-3) •.•(2n-2k-2(k-l))

y la Bxpreeion queda

E· 2n!
nl n]. . _ E C2n

n

que tambi~n BS un entero •

(4) OLIMPIADA INTERNACIONAL XIX. Problema 1. (Some-

tido por ROLANDA) •

Resuelto por JUAN RAMON ACEVEDO, Gimnasio Moderno.

Dentro de Un ouadrado ABCD se construyen los

tri!ngulos equil!teroB ARK, BCL, CDM, DAN. Demostrar

que los punto. medios de los cuatro se~nentos KL, LM, MN

y NK Y 108 puntos medios de 108 ocho segmento. AK, BK,

BL, CL, CM , DM, DB 1 AN BOn 108 doce v~rtioe. de un

dodeolgono regular •
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O~ ---::»IC

K

~)
N I

II

1
B

L

M

A

figura. 1

s-h-1/2 - 0"-1
2

e=(h/2)-s - 0"-20-2 _ £:fl.
4 4

2 2 (1/2)2 4-4f!+3+1 £:fl.x -e + - 16 - 4 -e

x - r; (-Ben 150 _ ff;IT )

V es un vertice del dodecagono (punto medic de AK) •

Su distanoia aI oentro de La supuesta cirounferencia es x ••• ,

Hay acha v~rtioes can caraoterlstica.s enteramente simila-

res.

Area del 6 ..

K

v/1s
~L S 0

figura 2

U ee otro v~rtice del dadeoagono (punto media de LK) •

Hay 4 u • Su·dietanoia a 0 ee

que ee la miema x, 1a distanoia de V a O.

II!



Entonc8a, ~ dodec!gono ea c!clico. (1)

A

d+h ..1
~
2

d ..

D .

figura 3
<,

Aqul d es la distancia entre dos v'rticeB consecutivos

que son puntas medios de 106 lad08 de 106 triangul08 e-

qui1!teroB •

~ ... x sen l

oomo

Hay 4 lngulos oomo ~.. 300 •

o

X2 1 150__ a Ben
2 2

N

X • sen 15° .. x
2

..
fi8'U'& 4

El triAngulo ouyes lados son x, Xl 7 x2 ea e-
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qui lAtera y , par 10 tanto , °n + P - 60 • El Angulo

NOM e8 biseoado por 1& diagonal del ouadrado y R (punta

media de LK) esta sabre ~lla •

Entonoes °n - p - 30 .?
Como n (6 p) raprasanta 106 otros ocho inguloa

centrales del dodecigono, entoncas &1 dOdeoAgono tiene

t d I. 1 t 1 i 1 (ml'den 30°) •a 08 sus ~ngu 06 cen ra as gua as

Las conclusiones (1) y (2) implican la tesia •

(5) III OLIMPIADA DE LOS ESTA DOS UNIDOS. Problema 3.
<

Re8uelto par RICARDO VELEZ , Colegio San Carloa •

DaB puntas de la superficie de una e~fera de radio

1 se unen par media de una curva interior de longitud m~

nor que 2 • Dsamoatrar que 1a ourva debe estar oontenida

en algdn bemisferio de 1a 8sfera dada •

Soluoi6n I

\

f1~r& i

Sean P Y Q los daB puntos sabra 1a

esfera o. Se trazan dos planas, uno

por 0 7 P, .1otro por Q TO,
de tal manera que sean perpendioular •• a

10. plano. tansent.. & 1& ••f.ra .n P

., e. Q.



As! 8a forman &ngulos diadros •

Daspu's 8a bisaotan 108 dos diedros opuestos , de

modo que 81 plano bisectriz A divida la esfera en 2

hemiaferios , uno de ~llos oonteniendo P y Q l

A

Por consiguiente 1a dietanoia

de los dos puntos al plano r~

sultante es 1a misma Para

demoetrarque cualquier curva

de longitud menor que 2 que

una P y Q, Beta conteni-
figura 2 ~

da en ese hemiBferio , basta-

ria con trazar una e1ipeoide oon focos en P y Q,

siendo obviamente la Burnade las distancias deeds un p~

to cualquiera de ·~lla a P y Q igual.a 2 .

t'igura .3

Eata elipsoide , tangente a1

plano A en 0" oontiene

cualquier curva interior que

una a P y Q de longitud

menor que 2, en intersec-

oi6n oon 1& eafera , queda~d?

establecido el lugar geom~trl

A ----t--=-~r=_-"----t-

00 que wnd.rla ••• ourva •
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(6) II OLIMPIADA DE ESTADOS UNlDOS. Problema 2 _

Resuelto por NELSON MEDINA, Colegio Santo Tomas de

Aquino •

Sean (X)
n

y (y )
n dos Buoeaiones definidae de la

siguiente manera I

X-I, X .. 1,o 1

y ..2Y +)Y 1
n-I n n-

para n - 1,2,3, , de tal manera que los primaros ter-

minos de las dos sucesiones eon I

(X ) - 1, 1, J, 5, i i , 21,n - - .
(Y ) • 1, 7, 17, 55, 161, 487,n

...
Probar que a excepci6n de "l" las dos Buoesiones

no tienen t~rrninoB comunas _

Soluci6n
Tratarem B de hallar el termino n-~8imo de

cada una de las euoesiones, oomo expresi6n de 108 dos

. • i d 1 i6 ."X," •prImaro. t~rm nos e a suces n en
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,Xn+1 - 3(Xn_2 + 2Xn_3) + 2Xn_2 • 5Xn_2 + 6Xn_3
Xn+1 - 5(Xn_3 + 2Xn_4) + 6Xn_3 • llXn_.3 + 10Xn_4

o sea que

x - 11X + lOX 1n+4 n n-

..

X - 1 + 22

Lo que puede comprobars8 segUn la lista
inicial de "X II •x • 5 + 64

x • 11 + 10
5
•••

A los t&rminos 1, 3, 5, 11,•••, inioiales en oa

da una de las sumas 108 11amaremos m2 (-1), D13 (-3),
all • 1 y que
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perc

2m • m + (_1)n+1n n+1 ~ seto 8e explioa viendo e1 pro-

oedimiento utilizado a1 prinoi

pia de 1a 801uci6n ( para

x -. .. )n+1
~ Ahora se entiende por qu'

y m • 0 •o

Entonces ,

m • 2m - (_l)n+l _ 2m + (_l)n ,
n+1 n n

r: ()n-2J )n-1mn • 2L 2mn_2 + -1 + (-1

m • 4m 2 + 2 ·(_1)n-2 + (_1)n-1 • 4m +(-1)n-2r-2-1Jn n- n-2 L .

mn - 4L:2mn_3 + (_1)n-3J+ (_1)n-2 L:2-1J

• 8mn_3 + (_1)"-3 ~4-2+1J ,mn

por .1 prooedimiento uti1izado, podemos gen.ra1izar I

k ()n-kr k-1 k-2 k-.3 ( )k-1Jron • 2 -n-k + -1 L 2 -2 +2 - ••• + -1

LOO



.7ahora, tomando k· n-l, tanem08,

m - I •••
I

m
n

Comparando aeta expreei6n con 1a conooida f6rmu1a I

n
a bn ( b){ n-l n-2b n-3b2• a- a +a +a n-l)+ ••• + b

ae facil concluir qua

a .. 2 b ..-1,

antone.a 1

Por ultimo,

Esta ultima f6rmula (en la que, reemp1azando , ob-

tenamo8 lOB valoree que 8e nos dan para "X" en eI pIa.!!

teamiento del problema), exp1ioa por qu' 180Burnade doe
_ I

t~rmino. oonBeoutivo8 de (X )
n

ee una poteneia de dOB (2)1

lOl



.En resumen I

Sigamos oon (Y ) In
Y ·2Y + 3Y = 2Y + 3Yn+1 n n-1 n n-1
Y • 2 (2Yn_1+3Yn_2) + 3Y - 7Y +6Yn+1 n-1 n-1 n-2
Y '2 7(2Yn_2+3Yn_3) + 6Y = 20Y +21Yn-3n+1 n-2 n-2
Y • 20(2Yn_3+3Yn_4)+21Yn_3 6lYn-3 + 60Yn+1 n-4

···
o sea que I

Y , iomando n+1-2 (para que Y -Y -7, y Y -Y -1)n 1 n-1 0

•••
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1 • 7 (2 ) + 3
2

13 • 7 (7) + 6 eetos resultados , segUn puede compro-

14 1 (20) + 21 baree , son los mis.mosque aparecen en

15 1 (61) +60 el enunciado .

A 108 t~rminos 2, 1, 20, 61, •.. , factores del

primer sumando en cada II 1 " , los denotaremos por II P ",

P2 • 2, P3 • 7, P4 = 20, P5 - 61, etc. (puede verse que

P • 1, Y P = 0, BegUn demostramos en seguida)1 0

Entonces I

OJO

perc

)p _ P +(_1)n+1
n n+1 ~ v~aee el procedimiento para ha-

llar 1 -n+1
~ ~8to explica por qu~ P -1

1
y

P • 0o
Ent onoe a

P - 3pn+1 n
P - 3p 1 + (_I)n-1
n n-
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Pn - 3~3Pn_2 + (_1)n-2-7 + (_l)n-l

P _ 9P + 3e(_1)n-2 + (_l)n-ln n-2
~ P _ 9P + (_1)n-2r-3_17n n-2 L· ..J

Pn • 9~3Pn_3 + (_1)n-3-l + (-1)n-2!:3-1-l

Pn - 27Pn_3 + ge(_1)n-3 + (_1)n-2~3_1-l

P - 27P 3 + (-1)n-3!:9-3+1-l
n n-

Genera1izando

Y, tomando k a n-l ,

para P - 1 e1

Luego

3n-1 _ 3n-2 n-3 ( )n-1P _ + 3 - 000 + -1
n

por dltimo ,

Y • 8 (3n_(-1)n)+(_1)n.2(3n_(_1)n)+(_1)n.2e3ft_(-1)n
n 4
Y _ 203n + (_l)n+l ,
n

10.4,



�en resumen I

Ahora Bupongamos (negando l! tesis) que existe un

Xe y un I}. que son iguales I

lip"impar y signifioa par, podemos haoar a1 siguien-

te ouadro I

). • 3(_1)}.+1+(_1)8+1 2-3}.+1+3(_1)}.+1+(_1)8+2

1 p 3 - 1 • 2 ~_3}.+1+2 (a)

3 + 1 ).+1 (b)1 1 • 4 2-3 +4
).+1 ( 0)

-
p p -3- 1 • -4 2-3 -4
p 1 -3+ 1 • -2 2.) }.+1_2 (d)

Demostrarem08 que todos 108 oaS08 (a, b, 0 Y d)

nOB 11svan a oontradicoi6n , 10 que prusba 81 en~noiado -
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29• (2A+1+(A+l)2A+ .••+ 22(~+I)A + 2(A+l)+1) + 1

292 2A+1+(A+l)2A+ •.•+ 2(A+1)A+2(A+l) + 2

todos los t~rminos representados par lOB puntas 8uspensi-

vos tianen factores que son potencias de daB, a sea ,

son pares •

29 -= 2A+1 + (\+1) A 2 r(\ 1)2 IJ1\ 2 + ••• + L 1\+ +

pero " A+1 II 8S par y ad 11egamos a la contradicci6n,
de que ~ par (29-1) igual la swna de otroun numero es a

A (A+1) A-I ...) (" ")par (2 + 2 + yun impar I

(b) .- 29 2'3),.+1+ 4

y nuevamente obtenemoB una oontradiooi6n I un par (29)

es igual Ii 1& Burna de otro par (2) , mAs un impar
(3).+1) •

(0) .- • 2.3),.+1

3),.+1 -2
- 4

10 eual 88 una eontradicci6n I un par (28) - un par
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( ) (3).+1) •-2 + un impar

tendra II \+2 ," (\+2 BS par) t~ , "-5 A A ~rmlnos que ser5n alte na

tivamenta positivos y negativos. Todos seran pares, me

nos el ultimo (-1) _

~ multiplo de Guatroes un numero par , -
9-1 A+l ) A + ...)
2 - (4 -(A+l 4 - 1 el primer suman-2

do es otro par muIt i.pLo de 2 .
Y llegarnos a otra contradicci6n porque un par S8

rIa igual a otro par m~s un impar (-1) _

En conclusi6n , las dos aucesi ones NO tienen

t~rminos comunBs, porque suponerlo nOB lleva a oontra-

dicci6n EN CUALQUIER CASO _

(7) VIII OLIMJ)IADA DE LOS ESTADOS UNIDOS - Problema 5-

Resuelto por MARCOS LEDERMAN, LieBo Franoes

II Louis Pasteur .1 _

Cierta organizaei6n tiene n miembroB (n > 5) 7
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tien. n + 1 oomit'. de tree miembro. cada uno .in

que do. de estos comit'. tongan exaotamente los mismo.

miembro.. Demostrar que hay por 10 menoa do. oomit'.

que tienen exaotamente un miembro en oomdn •

SegUn 01 enunciado tenem08 n miembros oon 108

ouale8 Be forman (n+1) comites de 3 miembr08 cada

uno •

Primero veamos por qu' n > 5 I

Con las n perBonas podemos formar c3n
tiene que ser mayor 0

oomit&8

de 3 miembroa • Ese valor

igual a n+1, ya que ai fuese Menor serra una contra-

dicoi6n con la hip6teaiB que 108 n+l comit~B no pueden

tener exactamente lOB miam08 miembr08. Entonoea,

Poniendo n· 4 , obtenemOB -6 > 0 10 que ea falao •

En camb i o ai n > 5, n3-3n2-4n-6 > o. Por cons i gut.e nte

Ahora ve~OB eual es la probabilidad P de qu~ a1
menoa 2 oomit~a tengan exactamente un miembro en comanl

Sean P1 la ~robabilidad 4e que oualquier comlte no tenga

ning6n mlembro en oom6n con &lg~n otro y P2 1& proba-

IDS



bilidad de que tornadosde dos en dot"!, dos corm teB tengan

ex&ctamsnte 2 miembros en comtin •

ya que 8i tenem08 n personas y (n+l)

comit~s, forzosamente una persona pertenecerA a 2 00-

mit~s diferentse •

P • 02
ya que 8i un comita tiene 2 miembros

en coman con otro, y 'ate 2 con un tercero ~ste

tendrA a au vez 2 en coman can el primaro. Asi qua un

cuarto comit~ tendr! que Ber igual a uno de los 3 ante-

riores, 10 que oontradice la hip6tesie que todos los 00

mites son diferentss entre s1. Entonces:

P • 1 - 0 • 1

P 88 evento siempre cierto. Hay par 10 menoa

2 comi tas oon exaotarnente un miembro en comun .

(8) XVIII OLIMPIADA INTERNACIONAL • Problema 6.
Rseue1to por HE~BERT SUAREZ, Co1egio Antonio Na-

-rino •

Una lIuossi6n ,Un I seta definida por
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u • 2 U • ~ U • U (U2 -2) - U , parao ' 1 2' n-1 n n-1 1 n.1,2, •••

Demostrar que para todo entero positivo n

Solucion I Hallando lOB valoree de 1a eucesion, tenemos

U • 2o

22+1..-;r-
U _ u (u2-2)-U • .5. (22-2)- .5. c .5. • 22+12 1 0 1 2 2 2 21

U"} - U (U~-2)-U IS ~ «.5.) 2_2)_ ~., &5. _ ~
J 2 1 1 2 2 2 g- 2.J

..? ~ I; 2 I; 1~25 _ 21°+1U
4
• U"} (U-:--2)-U '" «..L) -2)- ..L •

J 2 1 2 2 2 25
. 22

U _ U (U2-2)-U • 10;5 «~)2_2)_ .5. _ 4194305 • 2 +1
5 4 3 18 2 2043 211

Las potenciae de 2 en el denominador forman una

auc eei Sn I 1, 1, 3, 5, 11,
,

donde el segundo termino

(1) .e~ 19ual a1 doble del segundo (1) menoa 1, e1

tercer termino (3) es igual al doble del segundo (1)

m~8 uno, y as! 8uces1vamente •

eta suoesion tiene oomo t~rmino en~8imo



·para ". 1, 2, •••

La suceei6" de las potencias de 2 e" el numerador

es e1 doble de las potenoias de 2 on.a1 denominador co-

rrespondiente, es decir 2, 2, 6, 10, 22 .

8sta sucesi6" eeta definida por 2(2"_(_1)")
3

para n· 1, 2,

Entoncee , e1 t~rmino en~simo de la eucesi6n

(u) 8S
n

22(2"-(-1)n)/3+1
2(2n_(-1)n)/3

1

22(2n_(-1)n)/3
2(2n_(-1)n)/3

22(2n_(-1)n)/3
2(2n_(-1)n)/3

es la parte decimal de 1a suoesi6n

es 1a funci6n parte entera de 1a 8U-

oe8i6n U, que 8implificando es i-
n

gua.l a

, entoncee
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(9) V OLIMPIADA NORTEAMERICANA • Problema 2.

Resuelto por NELSON MEDINA , Colegio Santo Tomas

de Aquino •

Si A Y B son dos puntos fijos de un circulo y

XY as un di!metro variable del mismo circulo, detarmi-

nar (oon demostraoi6n) al lugar geom~trico del punto de

intersecoi6n de las rectas AX y BY. Pueda suponeree

que AX no es un diAmetro •

Soluci6n

Para4ue el punta de intersecci6n de AX

y BY pertenezca al oirculo ..0 " X debe pertene-

ce r aI aroo A'B. (y po r tanto, Y E AD')

0'

figura 1.
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Teniendo en euenta que m ~ 0 A 0' • 900 y

m ~ 0' B 0 • 90°, oonstruyamoB unaroo de eireunferen-
---.

oia ~ , oon radio O'A , Y oentro 0' Traeemos

el diametro X T , paralelo a AB (y , por tanto ,
° 0

..-.. ..-.. ..-..
EX "'.A'X • B'T • Y A) . .\oJ1 punto P de interseoei6n
o 0 0 0 --

de AXo y BY , perteneee a la reata 00'o demostre-
--..

mOB que tambi'n perteneee al areo AB •

AO • OX • r --+ m ~ PAO • d, donde d. 0: m 1 AX Y000

t m ~ 0' AP '"90° - d I
Por otra parte ,

--+ m -I O'PA '"90° - q

Y, aomo m ~ O'AP '"m ~ O'PA '"900 - d y a angulos i-

gualeB se oponen lados iguales, entonces

O'A • O'P • O'B, y P perteneoe al oiroulo de oentro

0' • Ahora tomemcl!Iun Angulo 6 oualquiera, que Bub-

tienda un aroo X X Y sea oentral. Entonceso
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Adem4.s ,

m 1P'BP • 1n .1Xi202 0
1·-m2

m ~ PBP' • t I ·

Por 10 tanto, en el cuadril4.tero AP'PB tenemos que

P'P aubtiende 4.ngulos iguales (de medida ~ )
2 con A

Y B. Se sigue que AP'PB es concio1ico, y, como

por A , P Y B pasa solo una cirpunferanoia, P' pe£:::

tenece al arco AB an 1a circunfarencia de centro 0' •

En resumen, el lugar geom~trico pedido as un ar-

co de una circunferencia ortogonal a1 circulo dado, en

loa puntos A y B •
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