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COMiNTARIOS SOBRE LAS ESTRUCTURAS CELULARES
LOCALMENTE FINITAS .

Carlos J. RUIZ S.

l. CONJUNTOS CON ESTRUCTURA CELULAR

Un congunto con estruc
mm== == ===

== == ===

tura gelular serd para nosotros una pareja (X, L) donde

L denota una coleccidn de subconjuntos del conjunto X ,

sujeta a las condiciones siguientes

(a) Los elementos de I son dos a dos disyuntos y

recubren X 3}

(b) Existe una aplicacién d s £ - N, encargada
de asignar a cada gelda o € I su dimensidén , vy ,

(¢) Una aplicacién & 1 L » P (X) ocuya funcién

consiste en establecer , para cada celda o & I su borde

8(e) c X 3
todo lo anterior dado de tal manera que

(d) Si se denota por X® 1la reunidn de las celdas
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¢ ocuya dimensién d(c) es a lo sumo n , entonces una
celda u , cuya dimensién es , por ejemplo p , tiene
su borde &(u) contenido en xP-1 $

(e) Si la dimensién de una celda v es O , su
borde es el conjunto vacio .

Nota 1

Si , por extensidén , hubieramos definido co

mo el conjunto vacio , nos habriamos evitado escribir la
condicién (e)

Si u denota una celda (sabe decir u € 2) y B
usard corrientemente la notacidén u para designar el con

junte u U 8(u) , reunién de u y de su borde . Ks cos

—~

tumbtre hablar de celda cerr ada ara referirse a u
el 3 .o 8

= ====

por oposicién , de celda abierta , para referirse a u .

E-E 2823 J
~

También u se denomina interior celular de u .
= == ==

=== ===

Cuando hablemos de un sub-conjunto con estructura
celular 4, nos referimos a un Y€ X, que cumple la si-
guiente ley de compatibilidad ocon respecto a los datos
(£, 4, 8) 1+ s8i la interseccién ufl Y, del conjunto Y
con una celda u € £, no es vacia , toda la celda ce-

rrada u esté contenida en Y . La estructura celular

que Y hereda , de esta manera , podriamos notarla



(E'Y, dlY’ 6|Y) . BEs de anotar que para cada p, YP=xP 1 1.

Nota @
Toda interseccibén y toda reunidn de sub-conjuntos con

estructura celular , subconjuntos del conjunto con estructu
ra celular X , es de nuevo un sub-conjunto que hereda la
estructura celular de X § razdn 8sta que , como en el caso
de los espacios topoldgicos , da lugar al concepto de mini-
mo sub-conjunto con estructura celular que contiene a un
conjunto dado A € X . Tgualmente , tiene sentido el pregun
tarse sobre el mAximo conjunto con estructura celular que
pueda estar incluido dentro de A . El primero hace las ve-
ces de una adherencia , el segundo , de un interior para u-
na misma topologia conocida con el nombre de portadora . De
manera precisa , los conjuntos cerrados son los sub-conjun-
tos de X , que heredan la estructura celular .
2. TOPOLOGIA DEBIL

Imaginémonos ahora que sobre el conjunto
X haya de antemano una topologia , a la que no impondre-
mos condiciones de compatibilidad con la estructura celular
de X , que por lo demds mantendremos fija - para dejar
variable GUnicamente la topologfa - . En estas condicio-
nes cada celda u se enriquecs con la topologia de sub-

espacio generando una coleccidn de espacios . Si ocon
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la letra = hemos notado la topologia inicialmente dada
sobre X , podrfamos convenir en denotar por nz la fa-
milia de espacios topoldgicos ( ;,IIG)(u 3 4 R

Hagamos una aclaracién ¢ a la familia [ de sub~-
conjuntos de X corresponde una nueva , que podriamos
denotar por £ s constituida por las celdas cerradas
; =ul é(u) , construidas , éllas , a partir de las
celdas abiertas u € I . En la notacién uz hubiera si-
do mds conveniente , pero es mAs engorroso , escribir
I en el lugar de I .

Para simplificar , emplearemos la notacidn
Top(f) cuando queramos referirnos al conjunto producto
de los conjuntos Top(a) uno por cada u € l § en este
@ltimo ocaso Top(a) 8i tiene el sentido tradicional del
conjinto de topologias sobre u « La informacién que con
1leva un elemento de Top(f) es simplemente la de una es
tructura topolégica por cada celda cerrada de la estructu
ra celular .

Sobre Top(f) vamos a tener que utilizar el orden
lexicografico , segin el cual (\;) > (05) » si para ca
da uno de los conjuntos uet s 1la topologia k; es

més fina que Gl Referente & dicho orden parcial nos

contentamos con recordar que todo eonjunto no vacfo admite
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extremo superior e inferior j3 en particular , hay en é1
un elemento mdximo y un minimo .

La funcidn que a cada topologfia n sobre X hace
corresponder el elemento x  de Top(E) es una aplicacién
mondtona creciente del conjunto Top(X) , de las topolo-
gias sobre X , con su orden natural , en el conjunto
Top(f) cuando se le considera con el orden lexicografico .

Dicha funcidn Top(X) - Top(i) s T >+n£ sy admite un
ad junto Top(f) - Top(X) , cuya funcidn es la de tratar de
recuperar una topologia sobre el conjunto total X , con
base en topologias "locales" Py » una sobre cada celda

cerrada u § de manera mds formal , demostremos la

AFTRMACION 1.
La funcién = >*x" , de fuente Top(X)
y meta el conjunto Top(L) , admite un ad junto a derecha ,
con lo cual queremos significar que existe una =~ y no mas
de una - aplicacidén w que reune las siguientes propieda-
des + (a) w 1 Top(f) - Top(X) es mondtona creciente (b)
para cada topologia = sobre el conjunto X , 1la topolo-

gia v(nz) es mis fina qua =n (sin exsluir la igualdad ,

claro estd) , y (¢) cada uno de los elementos f de

Top(I) da lugar a la desigualdad £ > (w(£))E . En re-

127



sumen si denotamos por i : Top(x)'a Top(f) la aplicacidn

n >»u£ y 86 van a cumplir las dos desigualdades que desta

camos en seguida 3
w(i(n)) > x, y, £> i(w(f))
con cada x en Top(X) y cada f en Top(L) .

DEFINICION

La topologia w(f) , asociada a una fa-
milia § = (p;) , se denomina topologia débil .

No regresemos sobre la unicidad de adjunto , que
puade ser consultada por e jemplo en (7). Contentémonos
con mostrar , como se construye w t la topologia w(f)
estard formada por los conjuntos A c€ X que pasan la prue
ba ¢+ Al u es un abierto de A ésto para cada
vef .

Nota
L 30, .

La familia #n = (u'u) e de restricciones a
cada una de las celdas cerradas , ocumple und condicidn de
compatibilidad , .y no hay razdn para esperar encontrarla
en el caso de un elemento arbitrario # del conjunto

Top(i) 7 s8e trata de la siguiente : si consideramos las

restricociones de las topologias 1'; y u'; al conjunto
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u (Il v encontramos Que coinciden s 8iendo iguales a
n[~ >
ull v

AFIRMACION
La topologfa w(f) , asociada a una fami
lia £ = (p;) S e * Perteneciente é11a a Top(L) , sa-
tisface una propiedad "“universal" que permite detectar
con cierta facilidad cudndo una funcién g : X = Y , del
espacio (X,w(f)) en el espacio (Y,\) , es continua
para que asi suceda basta que la restriccidén de g a ca-

da u, sea continua del espacio (;, pa) en el espacio

£X:\).»

PROBLEMA
Cémo se transmiten a w(f) las propieda-

des topoldgicas de las topologias p; de la familia f ?

3. COMO UTILIZAR LAS CELDAS ABIERTAS PARA CARACTERIZAR

CERRADOS.
Es de anotar que la topologfa débil asociada
a una familia f - !t;{ d% r°® no va a ser la misma si en
el lugar de las celdas con frontera u usamos las celdas
u ¢t es decir hay dos colecciones distintas de conjuntos
"serrados" , definidas as{ @ )
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" A es cerrado en X si y solosi Allu es ce-

rrado en t; para cada u € I .

" A es cerradoen X si y solosi Al u es ce-

rrado en t; para cada u € L .

Sin embargo , como las celdas abiertas son dos a
dos disyuntas , en ocasiones es mds Gtil disponer de una
caracterizacidn del segundo tipo para los cerrados , cuan

do ésto es posible l

Establecemos a continuacidn condiciones sobre las

celdas , que nos permiten de cierta manera lograr nues-
== Z=mowE

=mEm==mm =

tros deseos .

AFIRMACION
Supongamos que en t= , 6(u) es un sub
conjunto cerrado . En esas condiciones ,

1. x es cerrado en Xn+1 H

2. La topologfa de sub—espacio de x® en Xn+l

¥y la topologia final en x® asociada a la familia }t;}

(en donde la dimensidn de ; &8 menor que n ) coincidens

3. Si un oonjunto A satisface la condicidn de

que su traza A [l u sea cerrada en u (para t;) UL §



esto para cada celda u € L , entonces A es cerrado en
X , para la topologia débil engendrada por las v

(uet) .

En efecto , veamos la razdn de ser de la tercera
afirmacién . Vamos a demostrarla por reourrencia sobre n.

Demostremos que A [l Xx° es cerrado en X° .

Esto se debe a que o tiene la topologia débvil
para sus celdas y por dicha razbén basta demostrar que pa-
ra cada celda u de dimensién O , Al u es cerrado en
2 « Pero para dichas celdas hemos supuesto du = ¢ .
Asi que AN a=ANu y éste por hipbtesis es cerrado

~

en u . Supongamos que A [l X® es cerrado en X' . Vea

1

n+l n+
es cerrado en X « Pero por asocia

mos que A [1 X
tividad de topologias finales basta demostrar que A [| >
ee cerrado en X' ¥ A u es cerrado en u cuando la

dimensidn de u es igual a n+ 1 .

En dim. n+l 3 nel

cee "igig?
¥4 ¥
b e >

Pero ANu= (AN u)U (AN S8u) . Por hipbtesis A [l u
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es cerrado en u . Veamos que pasa oom A N Bu .
ANdu=4aNXxN éu (porque &u c x“) . Pero A X®

es cerrado en X" por hipbtesis de inducoidn , entonces,

analicemos el diagrama

e

du

3y i Iy

& ¢, xn+1

j’ es continua y X" tiene también la topologia de sub-

e8pacio »

Para ver que ? es contfnua basta entonces que
3’9 sea continua , pero ?’j = j’? y ?’j si es conti-
nua (j por sub-espacio , @’ porque **1  tiens 1a to-
pologia final para sus celdas) . Como s en fin , 9 es

continua , ?-I(A N X®) es cerrado en du pero

?-1(A N x“) =ANX"16u=Aafdu. Y como du

es cerrado en u entonces , A [l du es cerrado en u .

4. CONJUNTOS DISCRETAMENTE COMPACTOS s La imposibilidad

de tocar muchas celdas abiertas

Digamos que K en un
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espacio Y es disoreiamente compacto si , ouando cada
ves que un sub-conjunto P de K tiene todos sus sub-con
juntos P’ ocerrados en Y , necesariamente es finite .

(Ver notas sobre esta propiedad un poco mds adelante) .

AFIRMACION

Si en X (o mejor en las celdas) los pun
tos son cerrados , entonces todo conjunto discretamente
compacto , necesariamente , encuentra finitas celdas a-
biertas . (Suponemos claro estd que éu es cerrado en
u para la topologia t; 9 y esto para cada celda u €& £).
En efecto sea I’c I el sub-conjunto de I formado jus—
tamente por las celdas cuyos interiores ercuentran a K .
De cada una elegimos un punto x €u (1l K « Veamos que el
conjunto F asi formado es finito s nbtese que si F’ c F,
entonces

a) FPNv es vacio , o bien

b) tiene a 1o sumo un punto 3
en ambos casos es cerrado en v sy 81 se asume Qque los pun-
tos son cerrados en las celdas . Por nuestra propiedad de
cerrados , F’ serd cerrado en X . Con lo cual F y to-

dos sus sub-conjuntos serédn cerrados en X . Como hemos su

puesto que K es discretamente compacto , concluimos que

133




F debe ser finito . Teniendo en cuenta que , evidente-
mente , F estd en correspondencia biunivoca con L’ ,

gueda terminada la demostracidn .

CONSECUENCIA 1.

En las condiciones de la afirma-
cibén anterior , 8i una celda u es disoretamente compac—
ta , relativamentie a t; y encuentra a lo sumo finitas cel

das abiertas v e L . (El complejo es de clausura fihita) .

CONSECUENCIA 2.

Enriquecemos las condiciones de
la Afirmacién , agregando que ocada celda 2 es discreta-
mente compacta , en t; « Eso dicho , 8i un conjunto K
es discretaments compacto en (X, tx) s entonces el menor
sub—complejo C(K) de X gque lo contiene , es también

discretamente compacto en (X, tx) .

Esto se debe a que C(K) gse va formando sucesiva~-
mente con las celdas u para las Qque u [l K es no vacio
(1as hay en nfimero finito de acuerdo con la Afirmacidn) .
Luego , 6 toma una celda v s 81 v encuentra una de

las u ya elegida en el paso anterior (también éstas son

en ntimero finito) y se continfia . (Nétese gque como K
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encuentra finitas celdas abiertas , K estd por fuerza
en algun Xn) « Se llega hasta celdas de dimensidn ceroc.
En consecuencia C(K) est4 formado por finitas celdas .
Como se supone que cada una e€s un espacio discretamente
compacto , van a ser discretamente compactas en (X,tx)

y asi 1o serd C(K) .

CONSECUENCIA 3.
En las condiciones de la Segunda
Consecuencia , un sub-complejo celular X es discreta-
mente compacto si y finicamente si lo forman a lo sumo fi

nitas celdas .

5. NOTAS SOBRE LA PROPIEDAD "DISCRETAMENTE~COMPACTO"

Hemos dicho que un sub-conjunto K de un espacio topo

18gico X es discretamente compacto si

" Cuando un sub-conjunto F es tal que todos sus

sub-conjuntos F’ son cerrados en X , necesariamente ,

F es finito " .

Referente a este aspecto de la compacidad , podemos
anotar que , un sub-conjunto L de un tal conjunto K ,

es , también , discretamente compacto , en el espacio X.
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Por otra parte , 8i K es8s un sub-conjunto discre-
tamente compacto del espacio (K, tX'K) s 86 cumple asi
mismo que K es8 un sub-conjunto discretamente compacto de
(X, tx) t supongamos que F c K y ocualquiera de sus sub-
conjuntos F’ sean cerrados emn X para la topologia tx,
entonces F’ = F? [| K es cerrado en thK y como K es
allf discretamente compacto , el conjunto F serd necesa

riamente finito .

Inversamente , si de antemano se sabe que K es
un sub-conjunto cerrado del espacio (X, tx) entonces la
propiedad de ser discretamente compacto como sub-conjunto
de (X, tx) entrana la de serlo como sub—-conjunto de
(K, txly)

Sean Y un conjunto 4, Yy , tl < t2 dos topolo-
gies 3§ 8i KcY es disoretamente compacto en (Y, tz),
lo es asi mismo en (Y, tl) . En palabras ¢t a medida que
se desplaza hacia 1a topologia grosera tienden .a aumentar
los oonjuntos discretamente ocompactos . (En la topologfa
la menos fina sobre X , ocualquier conjunto K es dis-

cretamente oompac‘to) .
Para terminar agreguemos que si una celda ocon bor-

de u es discretamente compacto en (u, t;) , también
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es discretamente compacta en (G, tx[;) y de la misma ma~-

nera lo es en (X, tx)

Recuérdese para demostrar que ta > ‘xlﬁ s Que

t, es la topologia débil engendrada por las celdas .

6. COMO LA FALLA EN LA FINITUD PUNTUAL INFIERE EN LA CON-
VERGENCIA DE SUCESIONES
Recordemos que un complejo es pun
tualmente flnlto 8i no existe un punto comin a infinitas

TSI MUW|OUN O DW|T

celdas .

Vamos a suponer que la topologia de cada celda G sa
tisface la siguiente caracteristica , que por lo demis ya

habfa sido utilizada en una forma un poco diferente .

~

(D') t u es gecuencialmenie denso en u .

Con lo cual queremos decir que todo punto de ; es

limite de una sucesidén de puntos de u .

También retenemos en esta seccidn la hipbtesis
''" 8u es cerrado en u para la topologia te Y3 en to-

(tdas y cada una de las celdas .

Y, finalmente , recordemos que habfamos utilizado
{1 frecuentemente la oondicién de que los puntos fueran cerrados

itan las celdas wu para la topologia (;, t;)
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Teniendo en cuenta todas estas condiciones , pase
mos a observar lo que puede suceder en un complejo que no

es puntualmente finito .

Sea , para tal efecto , x, un punto comin a infi
nitas celdas cerradas . Tomemos enumerables de éllas

-~

U,y 53,... de tal manera qQue X, € éun (n-1,2,3,...)

Wy %o
(n)

Ahora bien , hay una sucesién S en la celda

Un que converge a xo Yy esto , para cada una de las cel

das en consideracién . Asi que tenemos una bisucesidn

S: Fx N -» X

(n, k) > 5™ (k)

que , para ocada uno de los indices n , ocumple la pro-

" S(n) converge a x_ " em u, y, a

posicidn A

fuerza , en X .

1 2 o0
xl 11 ece 1 eoe
x1 x2 n
2 2 cee 12 eee
1 2 n
13 13 ess 13 e
{ { {
x x x L
o 0 o]

138



Si en cada celda abierta u de las que intervienen ;, ele

gimos un punto x:: s ayudados de una funcidn

¢: F-Nx N, (P(n) = (n,k) , 1la sucesién T = S0, es
(n)

una amalgama de las sucesiones S , en cuya formacidn

iy (n)

contribuyen todas =-o casi todas- las S en cuestidn .

Hacemos notar , y ése es nuestro objetivo , que u-
na funcién T asi formada no converge al punto x_ . En
efeoto el conjunto V = iT(1), T(2),... ! es cerrado , de
acuerdo a nuestro criterio para formar cerrados en el Capi-

tulo 3. Y ademés x mo esti en V .

Demos una definicién ¢ un espacio X satisface la
cepdioifn “§1" §y emelgimss 1nfinites #i dada una ‘bisuce=
8ién S 3+ Nx F-» X para la cual , cada sucesidn
S(n)l ¥- X, definida por S"(k) = S(n,k) , es convergen
te al punto x_ , existe una funcidn s+ N> Nx N tal

que ~
a) para todo n , existe n2 n, tal que

RS PR

b) 80? es convergente a

COMENTARIO s
Esta manera de ver las amalgamas infini

tas 1la hemos tomado del trabajo de M. SUAREZ .
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Pasemos , sin mds , a resumir lo dicho anterior-

mente .

AFIRMACION
En las condiciones impuestas al espacio
celular X que recordamos al comenzar este capitulo ,
si X satisface la condicién AI , de amalgamas infini-

tas , satisface también la condicidén de ser puntualmente

finito .

7. CONDICIONES DE FINITUD LOCAL

Reconsideremos 4, pero en
un marco mds general , las condiciones de finitud local
que J. H. C. Whitehead daba sobre sus CW-complejos ;
condiciones que conducian a la compacidad local . Entre
otras cosas , este tema a la par que da una respuesta al
problema planteado en el Capftulo 2, por lo menos en el
caso de celdas con ciertas condiciones de compacidad ,
muestra que se imponen ciertos cuidados sobre la forma co
mo las celdas se encuentran las unas con respecto a las
otras y , de manera muy particular , la trascendencia
sobre la topologia del espacio de las aglomeraciones que

se permitan en las cercanias de un punto .
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Para definir lo que al fin y al cabo llamaremos un

R

comple jo celular localmente finito ; disponemos de dos to-
pologias - la portadora y la débil - y de dos tipos de

celdas - las abiertas y las cerradas - y las cuatro combi

naciones conducen a propiedades locales enteramente diferen

&tes en el caso general . No volveremos aqui sobre los ca-
‘4

!

's0os que hacen intervenir la topologia portadora § si se de

sea puede consultarse (2) « En consecuencia solo encontra-

remos aqui la topologia débil , en las condiciones de

Whitehead , que regulan las aglomeraciones .

Enunciamos a continuacién dos condiciones de finitud

i

flocal que podrian ser satisfechas en una estructura celular,

'y entramos a compararlas @

Wh.l.a ¢ Todo punto admite una vecindad que encuen

|
|
tra a lo sumo un ntmero finito de celdas abiertas 3

Wh.l.c ¢ todo punto admite una vecindad que encuen

tra a lo sumo un nimero finito de celdas cerradas .

Es evidente que la condicidén que hace intervenir
celdas cerradas entrana la otra , pero , en general , no

son equivalentes .

Se impone agregar una condicidén sobre la topologia
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t; en cada celda ; que asegure gue las fronteras 6éu no

estén alejadas de u : la gondicidn de densidad que se e-
nuncia as{ s

(D): en cada t; s ©l1l conjunto u es denso en u.

Un conjunto abierto de X , para la topologia dé-

bil w(f) asociada a la familia § = Ptsl g » dalu

gar , al trazarlo con u s & un conjunto abierto en ta ’
que si no es vacfo , debe trazar también a u , como lo

entrana la condicidn (D) . Asf pues

Wh.l.a + (D) = WReleC o

Otro aspecto de la finitud local es este @

Wh.2 ¢ Todo punto admite una vecindad que es un
sub-comple jo finito .
Como un sub-complejo V absorbe enteramente toda

una celda con borde v , desde que v (1 V no sea vacio ,

entonges , la vecindad de que habla Wh.2 encuentra a

lc sumo finitas celdas abiertas 3 asi que sin otras su-
posiciones

Wh.2 =% Wh.l.a

Inversamente supongamos que cada celda u es dis~-
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cretamente compacta en (E, t;), que bu es cerrado en
u para t; sy Y que los puntos del espacioc X son ce-
rrados « Veamos que en estas condiciones la finitud lo-
cal de Whitehead , en su forma 1l.a entrana y enton-
ces , la de la forma 2 : en efecto si V es una ve-
cindad de un punto x gque encuentra a lo sumo finitas

celdas abiertas , procedemos asi 1

Con cada punto y en V buscamos una celda a-
bierta u, € I que lo contiene (1las hay en nimero fi
nito) .« Con cada una de éllas disponemos de su complejo
portador C(uy) que , como vimos , ©s8 también finito
- por cuanto las G se suponen discretamente compactas.
La reunibén U C(uy) es de nuevo un comple jo finito ,

que , por contener a V , es una vecindad del punto .

Asi que

AFTRMACION

Si en el espacio X 1los puntos son ce-
rrados , oada celda u es discretamente compacta en
(u, t;) » ¥, on fin bu es cerrado en t~ , entonces

las condiciones Wh.2 y Wh.l.a son equivalentes .

CONSECUENCIA

Si un complejo celular cumple con las
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condiciones anotadas en la Afirmacidn anterior, entonces

la condicién Wh.2 equivale a la condicidn todo punto

del espacio admite una vecindad discretamente compacta " .

Comentario ¢ El trabéjo de Tesis de J. LUNA ,
que estéd por aparecer , en uno de sus apartes , se ocu-
pa también de la finitud local en complejos celulares ge-
nerales . Kl no utiliza la compacidad en el sentido gue
la entendimos aqui , sino en su forma tradicional . Se in..
teresa , por otra parte , en un aspecto de la finitud lo

Y - - » s LA
introducido inicialmente - segun creemos - para

al
cai

’

lcae CW-ocomplejos , en el libro de Lundell-Weingram , ¥y

lo trata con éxito , en el caso general .
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