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COMj-<jNTARIOS SOBRE LAS ESTRUCTURAS CELULARES

LOCALMENTE FINITAS •

Carlos J. RUIZ S.

1. CONJUNTOS CON ESTRUCTURA CELULAR

tura celular eera para nosotros una pareja (X, E) donde==== :z:=-c==_s

r denota una coleccion de suboonjuntos del conjunto X,

sUJeta a las condiciones siguientes I

(a) Los e1e~entos de E son daB a doe dis~lntos y

recubren X,
(b) Existe una aplioaci6n d • E ~ ll, encargada

de asignar a cada oelda a e E_._a. au dimension~::.:.. :z.. ' y ,

(0) Una aplicacion 0 • t ....P (X) ouya funoi6n

oonsists an estableoer, para oada oelda a e L eu borde--= ..
6(0) C X

todo 10 anterior dado de tal manera que

(4 81 Be denot& par xD 1& ~uni6n de las calda.
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o ouya dimensi6n d(c) S8 a 10 sumc n, sntonoes una

celda u ouya dimension es, por ejemplo p, tiens

au borde contenido en p-1X ,
(e) Si la dimension de una celda v es 0, au

borde ss el conjunto vacio •

Nota I

Si , por extension , hubiaramos dafinido -1X co

mo al conjunto vacio, nos habrfamos evitado escribir la

condicion (a).

Si u denota una calda (sabe decir u E r), se

ueara corrientsmente la notacion u para designar el con

junto u U b(u) , reunion de u y de su borde. Es cos

tumb~e ha Iar de celda cerrada para referirse a u y,===== ========
par oposicion , de celda abierta, para raferirse au.===== z:====_=
Tambien u se danomina interior celular de u.=======._ ==s====

Cuando hablamos de un sub-oonjunto con eatructura=======-=:: ••
oelu1ar, nOB referimos a un Y eX, que cumple 1a 8i-

guiente ley de oompatibilidad oon respecto a los datos

(E,d, 6). si 1a interaaocion u ny, del oonjunto Y

oon una celda u E E, no as vacfa, toda 1a oelda cs-

rrada u sst! contenida en Y. La eetruotura celular

que Y hereda, de eeta manera, podriamos notarla
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(Ely, diY' 61y) • Es de anotar que para cada p, yp.Xp n Y.

Nota
Toda interaecci6n y toda reunion de aub-conjunt06 con

estructura ce1u1ar , Bubconjuntos del conjunto can e6truot~

ra oelu1ar X, es de nuevo un Bub-oonjunto que hereda 1a

estructura celu1ar de X, raz6n Bsta que , como en el caso

de lOB espaoios topologicos , da lugar al oonoepto de mini-

mo sub-conjunto can estructura celular que contiens a un

oonjunto dado A eX. 19ua1mente , tiene sentido e1 pregu~

taree sobre el m~ximo conjunto con sstructura oelular que

pueda estar inc1uido dentro de A. El primero haoe las ve-

ceB de una adherenoia , e1 segundo , de un interior para u-

na misma topo1ogia oonocida oon e1 nombre de g~;~~~~;~.De

manera precisa , los conjuntos cerrados son los sub-conjun-

tOB de X, que heredan la estruotura celular •

2. TOPOLOGIA DEBIL
Imagin~monoB ahora que Bobre e1 conj~to

X haya de antemano una topo10g1a, a la qua no impondre-

mos oondioiones de compatibi1idad oon 1a estruotura oe1u1ar

de X, que por 10 dem~s mantendremos fija. - para dejar

variable anicaroente la topolog!a -. En sstas oondioi~

Bee ~ada oelda u se enriquece oon 1& topolog!a de Bub-

espaoio generando una ooleooi6n de esp&oioB • 81 OOD
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la letra _ hemos notado 1a top01og1a 1nicialmente dada
1:podrlamos convenlr en denotar por _ la fa-sobra X

milia de espacios topologicos (~'_I~)(UE t) •

Hagamoe una ac1aracion I a 1a familia t de BUb-

conjuntos de X corresponde una nueva, que podrlamos
-denotar por I ,

~ = u U 6(u) ,

con8tituida por las ce1dae oerradas

celdas abiertas

oonstruidas, ~llas, a partir de las

u E t. En 1a notacion xt hubiera si-

do mas conveniente, perc as m!s engorroso, escriblr
...
I en e1 1ugar de I.

Para simplifioar, emplearemos la notaoion

Top(E) cuando queramos referirnos a1 conjunto producto

de los conjuntos Top(~) uno por cada U E I , en eete

ultimo oa80 Top(~) 81 tiene el sentido tradioional del

onj~nto de topologlas sobre u. La informaci6n que co~

lleva un leroento de Top(t) es simplemente la de una e~

tructur topo16gica por cada oelda cerrada de 1a estructu

ra celul r •

Sobre Top(t) v mas a tener que utilizar e1 orden

da uno de los oonjuntoe
... ...u e If

(X;;) > (p!~) '.

1a topologla

s1 para oaxicogra.fioo , segUn .1 aual

;\- ..
u

na qu. p • Referent. a d chG orden paroial noe
u

oontentamoa aOn oorda U odo oonjunto no va010 admite



extreme superior e inferior, en particular, hay en el

un elemento maximo y un minimo •

La funcion que a cada topologia n Bobre X hace

corresponder el elemento Itt de Top(E) 8S una aplicaci6n

monotona creciente del conjunto Top(X) , de las topolo-

gias sobre X, con au orden natural, en el conjunto

Top(E) ouando se le considera can el orden lexicografico •

Dicha f'uno i.on Top(X) -+ Top(E) , n >-+ 1(1: admite un

adjunto Top(E) -+ Top(X) , cuya funci6n e6 la de tratar de

recuperar una topologia sobre el conjunto total X, con

base en topologias "locales" p~, una sabre cada celda

cerrada u, de manera mas formal, demostrem06 La

La funcion de fuente Top(X)

y meta el conjunto Top(E) , admite un adjunto a derecha ,==-==== • =======
con 10 cual querernos significar que existe una - y no mas

de una - aplicacion w que reune las siguientss propieda-

dee I (a) W I Top(r) -+ Top(X) as monotona oreoient. (b)

para oada topologia n sabre el conjunto X 1a topolo-

gi& v(~r) 8B mas fina que n (sin ex~luir la igualdad ,

claro esta) , y (0) oada uno de lOB elementos f de

ToP(E) da lugar & la desigualdad En 1'8-
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8uman 8i denotamo8 por i I Top(X) ~ Top(t) 1a aplioaoion

se van a oumplir las dOB desigua1dadee que deeta

cam08 en 8eguida I

oon cada _ en Top(X) y oada f en Top(t) •

DEFINICION

La topologia w(f) , &sociada a una fa-

milia f· (p;) , sa denomina ~~~~1~~£~~2~~1.
No regresem08 sabre la unioidad da adjunto , que

pu de eer oonsultada por ejemplo en (7). Contentemon08

oon m08trar, como se oonstruye w I la topologia w(f)

e tara formada por 108 oonjuntos A c X que paean la pru~

bAn; es un abierto de p~, y ~sto para oada

u e t •

Nota J

La familia ~t _ (_,-) - - de restriooione8 a
u u e I '

oada una de las oeldas oerrada8, oumple una oondioion de

compatibilidad, .y no hay razon para esperar enoontrar1a

en al caso de un elamento arbitrario f del conjunto

Top(t) J ae trata de 1a s1guiente I ai oonaideram08 las

restricoion.a de las topologiaa _,; y -I; &1 oonjunto
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u n v enoontramos que ooinciden, aiendo iguales a

AFIRMACION

La topologfa w(f) , asociada a una fami

lia f· (p~) ~ E £, perteneciente ~lla a Top(E) , sa-

tisfaoe una propiedad "universal" que permite deteotar

con cierta facilidad cuando una funcian g: X ~ Y, del

espacio (x,w(f)) en el espacio (Y,A) es continua I

para que asf suceda basta que 1a restriccian de g a ca-

da u sea continua del espacio (~, p;) en el espacio

(T,A) •

PROBLEMA
Como ae transmiten a w(f) las propieda-

des topo16gioas de las topologiaa p- de la familia f?
u

3. COMO UTILIZAR LAS CELDAS ABIERTAS PARA CARACTERIZAR .

CERRADOS.

Ea de anotar que 1& topolog{a d~b11 asociad

a una familia f'. f t- f no va a ser la misma 81 en
u u e t '

el lugar d. la8 oelda. con frontera u usamos 1&8 celdas

u. •• d.cir haT doe ool.ooiones d18tint&s de oonjunto8

l1~rrado." , definida. as! •
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" A es csrra.do en X si y solo si A II u es oe-

rrado en t- para cada u E I: II

U

II A es cerrado en X ai y Bolo Bl A II u es ce-

rrado en t- para cada u E I: II

U

Sin embargo, como las caldas abiertas son dos a

dos diayuntas, en ocasiones as maB util disponer de una

caracterizaci6n del segundo tipo para los cerrados, cuan

do esto es posible I
•

Establecemos a continuaci6n oondiciones sobra las

celdas , que nos permiten de cierta manera lograr nu&s-
== ====:::1= ====ze

troe deseos •

AFffiMACION

Supongamos que en t-
u '

es un sub

conjunt o oerra.do. En esas condioiones t

1. ~ es oerrado en Xn+l J

L topologi de ub-espaoio de en

1 topolog! fin 1 en XD &eooiada & f mill

(en dond 1 d m n.i6n de u e menor q n) ooin01d n,
3. 51 un onjunto A atiaf e 1 oondici6n de

que u traza A n u .ea cs en u (para t-)
u '

t30

II



••to para oada oelda U E E, entoncos A es oerrado en

x , para 1a topo1ogia debil engendrada por las t-
u

(u e t) •

En efecto, veamos la razon de ser de1a tercera

afirmacion. Vamos a demostrarla porreourrencia sobre, n.

Demostremos que A n XO as cerrado en XO •

Esto se debe a que XO tiene 1a topologia debil

para SUB celdas y por dicha razon basta demostrar que pa-

ra cada celda u de dimension 0, A n ~ es oerrado en

u. Pero para diohas c91das hemos Bupuesto 6u - ¢ .

As! que A n ~ • A n u y este por hipotesis 9S oerrado

en u. Supongamos que A n Xn es cerrado en Xn Yea

mos que es cerrado en Xn+1• Pero por asocia.

tividad de topologia.s finales basta demostrar que A n ~
9S cerrado en 'J!l y A n u es oerrado n u ouando 1&

imensi6n de u 8S igual a n + 1 •

En dim. n~l I ~ ~

!~
v~
•••

Pero A n u • (A n u) U (A n 6u) • Por hip6tesis A n u



A n 6u • .A. n rt n 6u (porque 6u c: r') . P.ro .A. n Xn

e. oerrado en XD por hip6te8i. de induooi6n, entonoeB,

&nalio.moB el diagrama

6u

j 1

u

j' as oontinua y XD tiene tambi'n la topologia de Bub-

e spao Lo •

Para ver que ~ es oontinua basta entonoes que

j'~ aea oontinua , pero f j - j'f s fj s1 es oonti-

nu (j por sub-espaoio , r porque Xn+l t1ene la to-

pologia final para SUB calda.) • Como , en fin , ~ as

t' m-l(A n Xn)oon 1nua, T

~-l(A n Xn) • A n

es oerrado en 6u perc

xn fl 6u • A n 6u _ T oomo 6u

a8 oerrado an u entonca8, A n 6u eB oerrado en u,

4- COflJUNTOS DISCRETAMENTE COMPACTOS I La imposibilidad

de tooar muoha. oeldaB abiertas
DigamoB que K en un
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eepaoio Y e. !~!g!"!l!!!~:!~~Sl~~~:~8i , GUando cad.
vea que un 8ub-oonjunto P de K tiene todo. eu. eub-oon
juntos p' oerrado en Y , n oe art n'tee. finit

(Ver notas sob esta propiedad un poco mie &delant.) .
AFIRMACION

81 en X (0 mejorn 1& oeldae) 108 p~

tOB Bon oerrado., entonoe todo oonjunto disoretamente

oompaoto, neceB&ri mente , enouentra finita. oeldaa a-

biertas. (Suponemoa 01 ro est! qua bu es oerrado en

u para 1& topologia t-
u '

y eato para cada oelda u e I).

En efeoto se t'c I el 8ub-oonjunto de t formado jua-

tamente por la oeida. ouyos interiores e~cuentran a K •

De oada un e1egimo15 un punto x euf1K.u Vaamos que a1

oonjunto F a81 formado as finito I n6tese qua si F' c F,

entonoes

a) F' n v es v&Oio, 0 bian

b) tiana a 10 sumo un punta

en amboa oa80S es oerrado en v, 1 a asume que 10 pun-

tOB son oerradoe en las calda • Por nuestra propieda.d de

oerrados, F' eara oarrado en X. Con 10 oual F y to-

dOB SUB eub-oonjuntoe sarM oerrados en X. Como hemo. su

puesto que K as discratamante compaoto, conclu1mos que



F debe eer finito. Teniendo en cuenta que, evident8-

mente, F est! en correspondencia biunivoca con E' ,

queda terminada la demostraci6n •

CONSECUENCIA 1.
En las condiciones de la afirma-

ci6n nterior, ai una celda u 8S disoretamente oompao-

ta relativamente a t~, enouentra.& 10 sumo finitas cal

da abierta. VEt • (El oomplejo es de olausura fi~ita) •

CONSECUENCIA 2.
Enriquecemos las condiciones de

la Afirmaoi6n, agregando que cada oe1d
",

u es disoreta-

mente compaota , en t-. Eso dicho ,
u

si un conJunto K

es diaoretamante oompacto en (X, tx), entonnas el manor

sub-oomplejo C(K) de X que 10 contiene, as tambi~n

disoretamente oompaoto en (X, tX) •

E to se debe a que C(K) sa va formando suoes1va-

nt8 oon 1a oelda u para l&s que u n K es no vaoio

(la8 hay en nUmero finito de ouerdo con ia Afirmaoi6n) •

LUi go, se 'to una oelda v, s1 v ncuentra una de

1 8 U ya ale ida en e1 paso nterior (tarnbi~n~staB son

en numero flnito) y 8e oont1n6&. (N6tese que oomo K
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encuentra finit&8 oelda8 abierta8, K esta por fuerza

en algUn Xn). Se 11ega hasta oe1das de dimension cero.

En oonsecuenoia C(K) esta formado por finitas oeldas •

Como Be Bupone que oada una ea un espacio discr tamente

compacto, van a ser discretamente compactas en (X, tX)

Y as! 10 serA C(K) •

CONSECUENCIA 3.

En las condiciones de la Segtinda

Cons8cuencia, un sub-oomplejo celular K 8S discreta-

mente compaoto ai y unioamente ai 10 forman a 10 BumO fi

nitae c Idas •

5. NOTAS SOBRE LA PROPIEDAD "DISCRETAMENTE-COMPACTO"

Hemos dioho que un Bub-oonjunto K de un espacio top~

16gico X es discretaments compaotc si

.. Cuando un Bub-oonjunto F a8 tal que todos sus

8uo-oonjunto8 F' eon cerrado8 en X, necasariamente,

Ii' ea finito II •

Referents a Bete aspecto de la oompacidad, podemoa

anotar qua, un 8ub-oonJunto L de un tal conjunto K,

se tambi'n, di80retamente compacto', en e1 sspacio X.



Por otra parte, s1 K es un sub-conJunto dlscre-

tamente oompacto del espaoio (K, txlK) , ae cumple asi

aiemo que K S8 un sub-oonjunto discrstamente compacto de

(x, tx)' .upongamo8 que F c K y oualquiera de BUB sub-

conjunto8 F' 8ean oerrado. en X para la topologia tx'
sntoncee F' • F' n K ee oerr&do en tXIK Y oomo K e.

all! diBoretamente oompacto, _1 oonjunto F ser' neo.sa

riamente finito •

Inveraamente , a1 de antemano ae sabe que K e8

un 8ub-oonjunto oerrado del eapaoio (X, tX) entonces la

propiedad de eer dieoretamente oompacto oomo eu~oonjunto

de X, tX) entrana 1& de e.rlo oomo .ub-oonjunto de

(K, txlx) •

Sean Y un oonjunto, 7, tl < t2 do. topolo-

Sf J .i KeY e. di.oretamente oompacto en (Y, t2),

10 • aei mi mo en (Y, t1) • En palabra. I a medida que

ae de plaz h oia la topolog{a groe8ra tienden,. aumentar

loa oonjunto. dlaoretamente OOIlJl&oto.. (En 1& topolog!&

l' menoa fina 80bre X, oualquier oonjunto ~ •• 41.-

oretament. oompacto).

Pa-ra terminar a«reguamoa que a1 una oelda oon bor-
...

de u •• diaoretam.nte oo.paoto en (~, t-) ,u tub!'.



as dlscretamente oompacta en (u • ,-) y de la mlsma mo-
f "X u c;v-

nera 10 e. en (X, tX) •

Recuerdeae para demostrar que t~ ~ txl;' que
tx es la topologia debil engendr&da por la8 oeldas •

6. COMO f.J, FALLA EN LA FINITUD PUNTUAL INFIEiE EN LA CON-

VERGENCIA DE SUCESIONES

Recordemos que un complejo es pun
-=-'

tualmente finito ai no existe un punto oomUn a infinita8==:=a::-==_ _=e:D.
oe Lda ••

Vamos a suponer que la topologia d cada oelda u sa

tisfaoe la siguiente oaraoteristioa, que por 10 demAs ya

habla sido utilizada en una forma un poco diferente •

(D ) I U e seouenaialmente denso en u.S __==s:aa.a= __._ =_=ma -

Con 10 oual queremos deair que todo punto d u e.

limite de una suoesi6n de puntos de u.

Tambien retenem08 en esta seooi6n la hip6te is
I I .. 6u es oerrado en u para la topologia t- II •

U
en to-

Hdas y oada una d. las oeldas •

Y, finalaente, reoordemos que habiamos utili.ado

JJfreouant8ment. 1. oondioi6n de que los puntos fueran oerrados

448D 1... oaldas • para la topolog1a (~, i-) •u


