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CIERTOS TOPICOS DE LA TOPOLOGIA DEL ORDEN

Victor MEJIA B.

Introducciédn

En la tesis que presenté , para obte
ner el titulo de Magister Scientiae , estudié las pro-

piedades que cumplia cualquier conjunto totalmente ordena

do T sin estructura algebraica . Obtuve resultados re-
lacionados ante todo con el anflisis real , como la com-
pletez y muchas propiedades deducibles de ella , también
obtuve ciertos resultados sobre convergencia de sucesio-

nes en este conjunto .

Un tiempo después tuve la siguiente inquietud 3
cudl topologia seris mls Gtil para F ? . Creo que el
lector coincida conmigo al responder que dicha topologia
es la topologia del orden o del intervalo , puesto que
lo Ginico que se tiene a mano es un conjunto totalmente or
denado sin estructura algebraica . ks asi como tomé un

tal conjunto F (con dos elementos por lo menos) s o LO



doté de la topologfa del orden , y estudié en la forma
més completa posible las propiedades gque satisfacia esta
topologia « Este es el tema del trabajo que expongo a con
tinuacidén , el cual creo que sea de mucho interés para
los topblogos y , para los estudiantes que se inician en
el estudio de la Topologia , puesto que este es un tema
muy poco tratado por los diferentes textos de esta rama de
las matemiAticas « Reitero que este trabajo va dirigido en
especial a los estudiantes de pregrado de la carrera de ma
temdticas , y més concretamente , a los que estén toman-
do la asignatura de Topologia . A estos estudiantes les
podria servir como lectura complementaria de su curso ,
puesto que constituye un ejemplo de como pueden aplicar
los conocimientos adquiridos , para definir una topologia,
deducir la naturaleza de sus conjuntos abiertos , y , en
fin 4, 1ir estudiando las propiedades que cumple o no cier-—

ta topologia .

BEs posible que para los especialistas en topologia,
el trabajo parezca elemental , y que seria deseable pro-
fundizar mds . Si este es el caso , 1los remito al libro
" Topology and order " de L. Nachbin , /11 7/, en el

cual pueden encontrar un estudio muy avanzado y profundo
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sobre el tema .

En el préximo nfimero de este Boletin , publicafé
un artfoulo , como continuacidén del presente trabajo , ¥y
que se titularfd " El completado de un conjunto ordenado ".
En dicho artfoulo , que es un breve resumen de mi tesis ,
con algunas peque;as variaciones , se mostrarén ciertas
propiedades analfticas de un conjunto totalmente ordenado
F sin estruotura algebraica . Se puede entonces , pen-
sar en dotar a este conjunto F de la topologia del or-
den , y automiticamente se tendrd un estudio de buena par
te de las propiedades analiticas y topoldégicas de tal con-
junto F 3 y de paso ver , por medio de este ejemplo (el
conjunto ) y la estrecha relacidn que existe entre la
Topologia y el An&lisis . Por esta razén , espero que es
te trabajo y el que aparecerid proximamente sean de interés,

también , para los hficionados al estudio del Andlisis

Real .
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CAPTTULO I ¥

CONCEPTOS GENERALES

l. ORDEN

Sea X un conjunto abierto . Un orden parcial

en X es una relacién < en X tal que para todo x ’

Yy, 2 en X se tiene :

i) b i’ I

11) ‘'si'x <Y, Yy ¥y <x entonces x =y
134)" .1 ' <Yy Y3y Y <2 entonces Xx <z

5i para todo par de elementos x , y en X , se
tiene que x <y 6 y < x , entonces < se llama orden
total . 81 < es un ori  total en X , entonces se di-
ce que X es totalmente (o linealmente) ordenado . Si

para x, y € X se tiene que X< y pero X # Yy » enton

ces escribiremos X ¢ ¥ o«

Consideramos que la primera parte del presente articulo ,
aunque de un nivel bastante elemental , 1le proporciona
una completez y coherencia interna que facilita su lectura

sin necesidad de referencias externas .
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Sea X un conjunto parcialmente ordenado y sea

5e€X . Un elemento a en X se dice una cota superior

de E , en caso de que x <&, para todo x en I .

Similarmente , a en X es una cota inferior de E si

a<x, para todo x en E .

Sea X un conjunto parcialmente ordenado y sea
EeX . Unelemento ¢ en X se llama el extremo supe-

rior de E si ¢

i) ¢ es una cota superior de E , ¥y

ii) 3i b es cualquier cota superior de E , en—

Si ¢ es el extremo superior de E , 1lo notare-
mos ¢ = Sup E . De manera andloga se define el extremo
inferior de E y si d es el extremo inferior de E ,

lo notaremos , d = Inf E .

Sea X un conjunto totalmente ordenado . Dire-

mos que X - tiene la propiedad del extremo superior , si

todo subconjunto E de X , no vacio y acotado superior
mente tiene extremo superior . Andlogamente , X tiene

la propiedad del extremo inferior si todo subconjunto

E de X, no vacio y acotado inferiormente tiene extre-

mo inferior . En el siguiente teorema demostraremos que
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una de estas propiedades implica la otra , pero para la
demostracidn de este teorema , necesitamos el siguiente

lema 3

LEMA 1.1

Sea X un conjunto totalmente ordenado y
Sc X, S novacio y acotado superiormente y sea
O=SupS. Si b en X es tal que b< O, existe

a en S talque b <a <.

Demostracidn

Si para todo a en S , se tiene
que a < b, entonces b es cota superior de S y
b< A, 1lo cual contradice el hecho de que O = Sup S .
THOREMA 1.2
Si todo subconjunto A de X , no vacio y
acotado superiormente tiene extremo superior , entonces
todo subconjunto B de X , no vacio y acotado inferior

mente tiene extremo inferior , y reciprocamente .

Demostracidn
Tomamos B € X , no vacio y acotado
inferiormente « Sea A = la g X|la es cota inferior de

Bi; se tiene que A # ¢ y A es acotado superiormente
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entonces por hipbtesis 9y Sup A existe . Llamemos

Sup A= O . Afirmamos que O = Inf B . En efecto t Su-
pongamos que o no es cota inferior de B s entonces
existe be B tal que b < O y por el Lema 1.l existe
a€ A tal que b < a < o . Pero a es cota inferior de B
y beB, por tanto a < b (absurdo) . Luego O es co

ta inferior de B .

Ahora si o© es cota inferior de B , entonces
ceA, luego o< O+ Por lo tanto conclufmos que

o= InfB.

Existen muchos conjuntos que poseen la propiedad
del extremo superior como el conjunto de los nimeros rea-
les y el conjunto de los numeros enteros , mientras que
el conjunto de los nimeros racionales no posee esta pro-

piedad .

Ahora sea X parcialmente ordenado y a,b € X

con a <b . Definimos el intervalo cerrado con extre-

mos a y b, como el conjunto

[ab7=1xeXx|la<x<yl

Bl intervalo abierto con extremo a y b es el

rconjunto
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(a,b) = {xéX’a<x<b{

El intervalo semiabierto por la derecha es el con-

junto

[a,b) - ;xEle as x<bDb i

El intervalo semiabierto por la izquierda es el
conjunto

(a.,b_7=!xEX ' a<x<bi
El conjunto j}x € X ' x <aj se denotard por
(- @, a/.
El conjunto ix € X |'%'<a { se denotaré por
(- ®, a)
De manera anloga definimos [ a, ) y (a, ).

A los “intervalos" (~-w,a/ y /[a, ®) 1los denomi-

naremos intervalos cerrados impropios y a los "interva-

los" (- @, a) y (a., @) los llamaremos intervalos a-

biertos impropios .

Se dice que en un conjunto totalmente cerrado X

posee un orden completo s8i y solo si todo subconjunto S

no vacio de X tiene extremo superior y extremo inferior.
Si el subconjunto S de X es acotado , existirén

a y b en X talque Sup S=a y Inf S=5b. Si
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el subconjunto S de X no es acotado , escribiremos

Sup S = ® e Inf 5 = - .

2+ BSPACIOS TOPCLOGICOS

Un espacio topoldgico es un par

(X, T) que consta de un conjunto X y de una coleccién

T de subconjuntos de X , llamados conjuntos abiertos ,

que satisfacen los siguientes axiomas

01 ¢t La unidn de conjuntos abiertos es un conjun-

to abierto .

02 ¢t La interseccidn finita de conjuntos abiertos

es un conjunto abierto .

O3 : Bl conjunto X y el conjunto vacio g son

conjuntos abiertos .

La coleccién T se llama una topologia para X .
ml espacio topoldgico (A,T) se le denota sencillamente

como X si se sobreentiende cual es la topologia que po-

see .
S T1 y T2 son topologias para un conjunto X,

se dice que T, es més débil que T, si T, ¢ T, » Tam

bién se dice que T2- es mids fina que Tl y esta rela-
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cién se la nota ocomo Tl-f T2 + El orden < es solamente
un orden parcial , puesto que dos topologias pueden ser

no—-comparables .

En un espacio topoldgico (X, 7) y se dice que un
subconjunto de X és cerrado si es el complemento de un
conjunto abierto de X . Es posible que un subconjunto de:
X , sea a la vez abierto y cerrado o que un subconjunto

de X no sea ni abierto ni cerrado .

En un espacio topoldgico (X, T) y se llama conjun ..

to Fd‘ a un conjunto que puede escribirse como la unidn

de una coleccibén contable de conjuntos cerrados ;3 y se

llama conjunto G6 a un conjunto que puede escribirse co

mo la interseccidn de una coleccibén contable de conjuntos

abiertos . Kl complemento de todo conjunto Fd‘ es un
conjunto G6 y reciprocamente . Como un conjunto de un
solo elemento es , trivialmente , una coleccidn contable
de conjuntos , todo conjunto cerrado es un conjunto FG,,,,
pero no reciprocamente . Ademds , los conjuntos cerra-
dos no necesariamente son conjuntos G6 « Utilizando el
complemento se muestra que afirmaciones andlogas se sostie

nen para los conjuntos abiertos .
En un espacio topoldgico (X, T) , una vecindad
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NA de un conjunto A , donde A puede ser un conjunto

que consta de un solo punto , es cualquier subconjunto de
X que contiene un conjunto abierto que contiene a A .

Si NA

conjunto que es una vecindad de cada uno de sus puntos es

es abierto , 1lo llamaremos vecindad abierta . Un

abierto , puesto que puede expresarse como la unién de
los conjuntos abiertos que contienen cada uno de sus pun—
tos .

Cualquier coleccién S de subconjuntos de X ,
puede ser usada como una subbase que genera una topolo-
gia para X . dsto se logra tomando como conjuntos abier
tos de T todos los conjuntos que pueden obtenerse por
medio de la unibén de intersecciones finitas de conjuntos
de S , agreglndoles ¢ y X . Si la unibén de subcon-
juntos de una subbase S es el conjunto X y si cada
punto que esti en la interseccidn de dos elementos de la
subbase pertenece también a un elemento de la subbase
contenido en la interseccidén , S se llama una base pa
ra T . Bn este caso , T es la coleccién de todos los
conjuntos que pueden escribirse como una unidén de elemen-
tos de S . Si dos bases (o subbases) generan la misma

topologia se dice que ellas son equivalentes . Una base
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local en el punto x € X es una coleccidn de vecindades
abiertas de x con la propiedad de que todo abierto que

contiene a x , contiene algin conjunto de la coleccidn .

Dado un espacio topolégico (X, T) , una topolo-
gia TY puede ser definida para cualquier subconjunto Y
de X , tomando como abierto de TY s todo conjunto que
sea la interseccién de Y con un abierto de T . La du-
pla (1, TY) se llama un subespacio de (X, T) y Ty
se llama la topologfa inducida (o relativa) para Y .
Un conjunto Uc Y , tiene una propiedad particular rela
tivaa Y (como ser abierto relativo a Y) si U tiene
la propiedad en el subespacio (Y, TY) + Se dice que un
conjunto Y tiene una propiedad que se ha definido sola-
mente para espacios topoldgicos , si Y tiene la propie
dad cuando se lo considera como un subespacio . Si dada
una propiedad particular , todo subespacio tiene la pro-
piedad , siempre que el espacio la tenga , 1la propiedad

se llama hereditaria . Si todo subconjunto cerrado ,

considerado como un subespacio , tiene una propiedad
siempre que el espacio tenga esa propiedad , 1la propie-

‘dad se llama débilmente hereditaria .

Un ejemplo importante de una propiedad débilmente

20



hereditaria es la compacidad « Un espacio X se dice com

pacto ei de todo cubrimiento abierto , esto es , una co

leccidn de oconjuntos abiertos cuya unién contiene a X ’

ge puede seleccionar una subcoleccibn finita cuya unién
también contiene a X . Todo subconjunto cerrado Y de

un espacio compacto es compacto , puesto que si | Opi es
un cubrimiento abierto para Y , entonces } Op! U X -1}
es un cubrimiento abierto para X . De ‘!Op.lU IX -~ Y isge
puede escoger una subcoleccién finita que ocubre a X 3 y
de ésta , se puede escoger un cubrimiento apropiado para

Y que contenga solamente elementos de j Opg , simplemente
omitiendo X - Y 4 Sin embargo un subconjunto compacto de

un espacio compacto no es necesariamente cerrado .

Un punto p es un punto limite de un conjunto A

si todo abierto que contiene a p , contiene al menos un
punto de A distinto de p . (si se suprime el requisi-
to de que el punto‘de A sea distinto de p , entonces

P se llama un punto de adherencia )l

El oconcepto de punto limite puede también definir-

se para sucesiones . Un punto p es un punto limite de

una sucesidén X, si todo abierto que contiene a p ,

contiene todos , salvo un nfmero finito , de los térmi-
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nos de la sucesibén . Si } x 1 tiene un punto limite p ,
entonces se dice que ella converge al punto p « Si se
pone una condicidén mids débil sobre p , que todo abierto
que contenga a p , contenga infinitos términos de la su

cesién 4, p se llama un punto de acumulacién de la suce-

8ién . Es posible que una sucesibén tenga un nimero no-con
table de puntos limite 3 que tenga un solo punto limite
y un punto de acumulacién que no es un punto limite § o
que tenga un solo punto de acumulacidén gque no es un punto
limite .

5i A es un subconjunto de un espacio topoldgico

X , el conjunto derivado de A es la coleccidn de to-

dos los puntos limites de A y se denota por A’ . Ge-
neralmente A’ estd formada por algunos puntos de A y
por algunos puntos de su complemento . Cualquier punto

de A que no estd en A’ se llama un punto aislado ,

puesto gque debe estar contenido en un abierto gque no con-
tiene ningin otro punto de A + Si A no contiene pun-
tos aislados , se dice que A es denso en si mismo .

Si ademds A es cerrado , entonces se dice que A es

perfecto .

La clausura de un conjunto A es el conjunto
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AU A’ que se denota por A . Dado que todo conjunto que
contiene sus puntos 1lfmites es cerrado , 1la clausura de
un conjunto puede definirse equivalentemente como el més
peque;o conjunto ocerrado que contiene a A . El1 interior
de un conjunto A se define como la unién de todos los
conjuntos abiertos contenidos en A y se denota por AT,
Se puede definir el interior de A como el mayor conjun-—
to abierto contenido en A . El interior de A es igual

al complemento de la clausura del ocomplemento de A .

El oonjunto de los puntos que estén en la clausura
de un conjunto A 4, pero no en el interior de A , se
llama la frontera de A y se denota por Ab . Ab es

también igual a AN (X - A ), puesto que
PLAE, (PRI S v T o= L
Un conjunto es cerrado si y solo si contiene a su
frontera § y es abierto si y solo si es disyunto de su
frontera . Por lo tanto , un conjunto es abierto y ce-
rrado si y solo si su frontera es vacia . Una frontera
es siempre cerrada puesto que ella es la interseccidn de

dos conjuntos cerrados . ;

El exterior 2° de un conjunto A es el comple-
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mento de la olausura de A , & equivalentemente , el in-

terior del complemento de A .

Dos conjuntos A y B con la propiedad de que
ANB=ANB =@, se llaman separados . Un conjunto
A en un espacio topoldgico X es conexo si no puede ex-

presarse como la unién de dos conjuntos separados .

Un oohjunto A se dice denso en un espacio X si
todo punto de X es un punto de A & un punto limite de
A, estoes, s8i X = A . Un subconjunto A de X se

dice denso en ninguna parte (o magro) en X si ningfin

conjunto abierto no vacio de X est4 contenido en A .
En otras palabras , el interior de la clausura de un con
junto magro es vacio . Un conjunto se dice de primera ca
tegoria en X si es la unibén de una coleccidn contable
de subconjuntos magros de X . <Cualquier otro conjunto ,

se llama de segunda categoria .

Un espacio se dice separable si contiene un subocon
Junto denso y contable . BSe dice que es completamente se
parable si tiene una base contable .« Por otra parte ,
un espacio es 1l-contable si en cada punto p del espa~

cio hay una base local contable , esto es , una colec-
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cién contable de vecindades abiertas de p , tal que cada
abierto que contiene a p , contiene a un miembro de 1la
coleccién . Todo espacio completamente separable es 1-
contable y separable . E1 hecho de ser completamente sepa
rable implica la 1l-contabilidad , mientras que la separa
bilidad se sigue de la observacidn de que la unidn formada
por un punto de cada elemento de la base forma un subcon-

junto denso contable .

La propiedad de ser 1l-contable y la propiedad de

i

ser completamente separable son hereditarias , pero la de

ser separable no es ni débilmente hereditaria .

vUna funcién f de un espacio (X, Tl) en un espa-—
cio (Y, T2) se dice continua si la imagen inversa de to
do conjunto abierto es abierta . Esto es equivalente a re
querir que la imagen inversa de un conjunto cerrado sea ce
rrada o que para cada subconjunto A de X, £(a) g_?TI).
Otra condicidn equivalente es que para cada x en X Yy
para toda vecindad N de f(x) , existe una veocindad
M de x tal que f(M) € N . Si esta Gltima condicién se
cumple para un punto particular p , se dice que la fun-
cién es continua en el punto p -

Una funcién f de (X, Tl) en (X, Tz) ge dioce
25



abierta si la imagen bajo f de cada conjunto abierto es
abierta , y cerrada si la imagen bajo f de todo conjun
to cerrado es cerrada . Si la funcidn es biyectiva las
condiciones de ser abierta y de ser cerrada son equivalen-—
tes , pero en general , no lo son . No es diffcil ver

1

que f es una funcidn biyectiva abierta si y solo si f

es una funcién biyectiva y continua .

Una funcidn biyectiva f de X en Y es un homeo
morfismo si f y f-l son continuas , o0 equivalentemen
te , si f es continua y abierta , o si f(K) = ?TKT Pa
ra todo A€ X . Si una tal funcidén f existe , se dice

que X y Y son homeomdrficos o topoldgicamente egquiva-

lentes . Una propiedad e. una propiedad topoldgica o un

invariante topoldgico si siempre que un espacio posee una

propiedad dada , cualquier espacio homeombérfico , tam-

bién posee la misma propiedad .

3, AXIOMAS DE SsPARACION

Es deseable para un topdlogo po-
der asignar a un conjunto de objetcs , wuna topologia ,
gran parte de cuyas propiedades se conocen de antemano .

Esto se puede hacer exigiendo que la topologia satisfaga

26



oiertos axiomas adiocionales da agquellos que generalmente

se requieren para espacios topoldgicos .

Una oierta coleccidn de condiciones estd dada por
medio de los axiomas llamados 'I‘i o axiomas de separacidn.
Estos estipulan el grado por el cual puntos distintos o

conjuntos cerrados pueden separarse por conjuntos abier-

tos .

Sea (X, T) un espacio topolégico .

Axioma To ¢ Para dos puntos distintos a, b en

X , existe un conjunto abierto O & T tal que
a€0 y v¢g0, 6 ve0 y ago

Axioma Tl t Para dos puntos distintos a 4 b en
X , existen conjuntos abiertos Oa ’ Ob € T que contie

nen a a y b respectivamente , y tales qus
bg‘oa y a¢ob.

Axioma T2 ¢ Para dos puntos distintos a , b en
X , existen conjuntos abiertos disyuntos Oa Yy Ob que

contienen a a y b respectivamente .

Axioma T3 t Si A es un conjunto cerrado y b

no pertenece a A , existen conjuntos abiertos disyuntos
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OA y Ob que contienen a A y b respectivamente .

Axioma T4 ¢t 31 A y B son conjuntos cerrados

disyuntos en X , existen conjuntos abiertos disyuntos

OA y QB que contienen a A y B respectivamente .

AZIOMA, | by ey DEs s g 5 1D sonbconjuntoe separados

5

en X , existen conjuntos abiertos disyuntos OA Yy OB

que contienen a A y B respectivamente .

si (X, T) satisface un axioma T, » X se llanma

un espacio Ti « Un espacio To se llama a veces un es—

pacio de Kolmogorov , un espacio Tl se llama un espa—

cio de Fréchet , y es comin llamar a un espacio T2 ’

espacio de Hausdorff .

Observamos que los espacios To se caracterizan
por el hecho de que , para cualquier par de puntos , uno
de ellos no puede ser punto 1limite del otro . Similarmen
te , los espacios T1 estidn caracterizados porque sus
puntos son conjuntos cerrados , Yy los espacios T2 por—
que sus puntos son la interseccién de las vecindades ce-
rradas de dichos puntos . Los espacios T3 pueden carac
terizarse por el hecho de que cada conjunto abierto con-

tiene una vecindad cerrada alrededor de cada uno de sus
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puntos 4, o por la propiedad de que cada conjunto cerrado
es la interseccidén de sus vecindades cerradas . Un espa-

cioes T sl y solo si todo conjunto abierto O contie-

4

ne una vecindad cerrada de cada conjunto cerrado contenido

en O . Un espacio es T si y solo si todo subconjunto

5

Y contiene una vecindad cerrada de cada conjunto A C Yo,

Cada uno de estos axiomas es independiente de los
axiomas para un espacio topoldgico . En efecto , existen
ejemplos de espacios topoldgicos que no satisfacen ningin
axioma Ti . Sin embargo no son independientes entre si,
puesto que , por ejemplo , el axioma T2 implica el
axioma T, ¥ éste a su vez implica al axioma T . Ixig
ten , por otro lado , espacios To que no satisfacen
ninglin otro axioma de separacién , y espacios T1 que
no satisfacen ninglin otro axioma de separacidén , salvo
el axioma To o« Similarmente , hay espacios T2 que no
satisfacen los axiomas Ty , T4 8 T5 . Mas atn , ni

el axioma T3 ni el axioma T

4

separacién y en general , tampoco son implicados por o-

implican otro axioma de

tro axioma de separacién , aunque para espacios compac-—

pero no T . El axioma T

tos , T ;mplioa s 5 5

2 4
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implica T4 , aunque es independiente de los otros axio-
mas de separacidn . M4s importante que los axiomas de 86
paracidn , es el hecho de que éstos pueden emplearse pa-
ra definir , sucesivamente , propiedades mlds fuertes .

Por ejemplo , notamos que si un espacio es T3 y To ’

entonces es T2 .

Definimos a continuacién ciertas propiedades utili
zando los axiomas de separacidén . Un espacio X se dice
regular si y solo si es un espacio TO y T3 H ge dice
que es normal si y solo si es un espacio T1 Yy T4 3 ¥y

se dice que es completamente normal si y solo si es un es

pacio Tl Yy T5 « De ertn manera , tenemos la siguien—

te sucesibdn de implicaciones 1
Completamente normal =2 Normal =2 Regular =2 T2 = Tl => To

El uso de los términos "regular" y "normal" no
es uniforme en los textos matem&ticos . Algunos autores u
san estos términos para designar a los espacios T3 ¥y T4

respectivamente .

Ahora introducimos dos variaciones de las propieda-
des de separacibén . En la primera utilizamos vecindades

cerradas en lugar de conjuntos abiertos en los axiomas T2,
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T3 Yy T4 .

Como en los espacios normales todo conjunto abierto
0 contiene una vecindad cerrada de cada conjunto cerrado
ocontenido en O , observamos que si X es un espacio nor
mal y si A y B son subconjuntos cerrados disyuntos ,
existen abiertos OA y 0B que contienen a A y B res
pectivamente , tales que 6# n 65 =@ . Asf el uso de ve
cindades cerradas en lugar de conjuntos abiertos en la de-
finicibén de un espacio normal , nos conduce a la misma

clase de espacios e

Similarmente , si X es un espacio regular , A
un subconjunto cerrado y b &€ X - A, entonces existen
abiertos OA y Ob que contienen a A y b respectiva—
mente tales que 6; n 65 = @ . Sin embargo , existen es-
pacios de Hausdorff que tienen dos puntos los cuales no

tienen vecindades cerradas disyuntas . Por esta razbén da-
mos el siguiente nuevo axioma 3
Axioma Tz 1/2 :
Si a y b son dos puntos de un
espacio topoldégico X , existen abiertos O, ¥y Ob que

contienen a a y b respectivamente , tales que

31



Oan Ob-¢o
ks claro que todo espacio regular es T2 1/2 y to-

do espacio T2 1/2 es de Hausdorff .

La segunda variacién de los axiomas de separacibn
tiene que ver con la existencia de ciertas funciones con-
tinuas de valor real « Sean A y B subconjuntos disyun

tos de un espacio X . Una funcidn de Urysohn para A y

B es una funcién continua f : X > /0, 1/ tal que

£], =0 ¥y flg=1.

E1l famoso lema de Urysohn afirma que si A y B
son subconjuntos cerrados disyuntos de un espacio T4 ’
entonces existe una funcidén de Urysohn para A y B . Re
ciprocamente , si hay una funcidn de Urysohn para cual-
quier par de conjuntos A y B cerrados y disyuntos en
un espacio X , entonces X es un espacio T4 « Pero la
existencia de una tal funcidn no garantiza que el espacio
X sea ’I‘1 y por lo tanto tampoco garantiza que sea nor
mal .

Sin embarzo , 1la afirmacibén andloga al Lema de
Urysohn , para espacios regulares es falsa , asi que da-

remos un nuevo axioma de separacidn
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Axioma ’1‘3 1/2 s
S5i A es un subconjunto cerrado de
un espacio X y b es un punto que no estd en A , en-

tonces hay una funcidn de Urysohn para A y & bi.

De esta manera , todo espacio T3 1/2 es un espa-—
cio T3 s aunque no necesariamente un espacio T2 a me-—
nos qQue sea un espacio To . Un espacio que sea TO y

se llama completamente regular o de Tychonoff .

3 1/2

Por lo tanto , los espacios completamente regulares son
regulares , de Hausdorff y por consiguiente T1 o« Como
los puntos son cerrados en los espacios normales , se si-
gue del Lema de Urysohn que los espacios normales son com-
pletamente regulares .

Todas las propiedades de gseparacidn son propiedades
topoldgicas , esto es , éllas se conservan bajo homeomor
fismos .

Un espacio con una funcidn de Urysohn para cualquier

par de puntos se llama un espacio de Urysohn .

Un espacio T en el cual todo conjunto cerrado es

4
un 06 a menudo se llama perfectamente 34>. Un espacio
perfectamente T que es tambiédn Tl se llama perfectamen

4
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te normal .

4. COMPACIDAD

Un espacio puede satisfacer un cierto axio-
ma de separacién solamente si la topologia contiene sufi-
cientes conjuntos abiertos para proveer de vecindadesvdis~
yuntas a ciertos conjuntos disyuntos . La compacidad , en
cambio , limita el nlimero de conjuntos abiertos en una to
pologia porque todo cubrimiento de un espacio topoldgico

compacto debe contener un subrecubrimiento finito .

Un espacio topoldégico X es compacto si todo cu-
brimiento abierto contier . un subrecubrimiento finito 3 e
quivalentemente , X es compacto si satisface la propie-

dad de la interseccidén finita , esto es , si toda fami-

lia de subconjuntos cerrados ouya interseccién es vacfa
contiene una subfamilia cuya interseccidn es vacfa . Es-
to se verifica puesto que si AAI es cualquier familia
de conjuntos cerrados tal que [l Ax = ¢ entonces
tX - A, ! o8 un oubrimiento abierto que tiene un subreou-
brimiento finito X - Ay |"sn t « Por las leyes de Mor
gan , X-U (X=A, )=¢ siysclosi NA, =@ . Re
X M 2

ofprocamente , si la familia ! OA‘ es un cubrimiento
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abierto de X , entonces como M (X -0,) = @ , existe

n
una subfamilia finita tal que N (X =0, ) =@ . Por las
K= K

1

n
leyes de Morgan , U Oh = X « Una condicidn equivalente
K=1 K

para la compacidad relacionada con la subbase , estd dada
por el Teorema de Compacidad de Alexander que afirma : Si
un espacio topoldégico X tiene una subbase 3 tal que de
cada cubrimiento de X por elementos de 5 , se puede se

leccionar un subrecubrimiento finito , entonces X eg
compacto .
Se pueden obtener dos generalizaciones de compaci-

dad debilitando las exigencias de que los recubrimientos

gean finitos « Un espacio topoldgico se llama G'—comeac»

~to si es la unibén de un nimero contable de conjuntos com—

pactos , mientras que un espacio se llama de Lindelof si
todo cubrimiento abierto tiene un subcubrimiento contable.
Claramente , todo espacio compacto es 0" -compacto y todo

espacio O -compacto es de Lindeldf .

Un espacio topoldgico se llama contablemente compac-—
1o si satisface cualquiera de las siguientes condiciones

equivalentes ¢

a) Todo ocubrimiento abierto contable de X tiene
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un subrecubrimiento finito .

b) Toda sucesién tiene un punto de acumulacidn en

X .

o) Toda coleccidn contable de conjuntos cerrados
cuya interseccidn es vacfa 4 tiene una subfa-

milia finita cuya interseccibn es vacia .

Aunque las anteriores propiedades de compacidad
implican indirectamente limitaciones sobre el nimero de
oonjuntos abiertos en una topologfa , los axiomas de con
tabilidad introducidos anteriormente limitan directamente
el nfimero de conjuntos abiertos por restriccidn sobre el
nlimero de elementos de la base . Hay tres propiedades

principales de contabilidad :

(1) Un espacio topolbgico es separable si contie-

ne un subconjunto denso contable 3}

(2) Un espacio topolégico es completamente separa

ble (8 2-contable) si tiene una base contable }

(3) Un espacio topolégico es l-contable si el
sistema de vecindades de todo punto tiene una base local

contable .

Claramente todo espacio completamente separable es
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l-oontable , separable y de Lindelof s aunque ninguna de
las implicaciones inversas se cumple . Una propiedad espe

cial estrictamente m&s débil que la separabilidad es la

condicién de la cadena contable , 1la cual requiere que to

da familia disyunta de conjuntos abiertos sea contable .

Un ocubrimiento lVbi de un espacio X es un refi-
namiento de un oubrimiento ! Uk‘ 8l para cada Vp hay un
U)‘ tal que Vp c U)‘ « Se dice que un cubrimiento es de

punto finito si ocada punto pertenece solamente a un nimero

finito de oconjuntos en el cubrimiento § ¥y que es localmen
te finito si cada punto tiene alguna vecindad que interseoca

solamente un nfmero finito de miembros del cubrimiento .

Un espacio se llama metacompacto (o a veces para-—

compacto puntuhlmente) si todo ocubrimiento abierto tiene

un refinamiento abierto de punto finito § y se llama pa-
racompacto si todo cubrimiento abierto tiene un refinamien

to abierto localmente finito »

5. CONEXIDAD

La conexidad niega la existencia de ciertos
subconjuntos de un espacio topolégico que cumplen con la
propiedad de que TNV = ¢ y UnN 7V = ¢ « Cualquier
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par de estos subconjuntos se llaman separados .

Dos conjuntos abiertos U y V oconstituyen una

sceparacibén de un espacio topoldgico X si
UNV=g y X=UUTV;

si un espacio no tiene una separacibén no trivial se llama
conexo . Bguivalentemente , X es conexo si y solo si
no es la unién de dos conjuntos separados 3 o0 si no es
la uribén de dos conjuntos cerrados y disyuntos § o si no
contiene conjuntos no triviales gqus ssan al mismo tiempo
abiertos y cerrados 3 o si no existe una funcidn conti-
nua de X sobre el conjunto de dos puntos , con la topo
logia discreta « Un e: '.cio conexo X , se dice degene-
rado 51 consta de un solo punto « Un subconjunto de un

sopacio topoldzico X es un conjunto conexo si no es la

unidn de dos subconjuntos separados de X , o equivalen-

mente o, si satisface la definicidn de espacio conexo

t~jo 14 tonolosia inducida . Dos puntos de X son cone-
o3 sn K gi existe un conjunto conexo que los contiene.

Nstn relacidén entre los puntos de un espacio es una rela-
cibén de equivalencia , puesto que la unidn de cualquier
familia de conjuntos conexos cuya interseccidn no es va-
cia es conexa . Las clases de equivalencia disyuntas de
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puntos de X Dbvajo la relacién conexc en X " ge lla-

man las componentes de X . Las componentes de X son

precisamente los subconjuntos conexos maiimales de X,
y'gilos deben ser cerrados puesto que la clausura de todo
conjunto conexo es conexa . Esto se muestra observando
que cualquier separacibn de E debe gseparar E & separar
E de algunos de sus puntos lfimites . (Asf se muestra ade
més que si EcF S-E_ y E es conexo , entonces F es

conexo) e

CAPITULO IT

TOPOLOGIA DEL ORDEN

En este capitulo que trata el tema central del tra-
bajo , construimos la topologia del orden para un conjun-
to totalmente ordenado , demostramos en seguida algunas
de las principales propiedades de que goza este espacio to
poldgico , y finalmente damos algunos contraejemplos para
demostrar que la %opologfia del orden no satisface , como

es de suponer , todas las propiedades topolbgicas .

Para comenzar consideremos la hipbtesis de que X

es un conjunto , totalmente ordenado por- < , y que po-
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gee al menos dos elementos .

En primer lugar construimos la topologfa del orden
o topologia del intervalo , demostrando el siguiente teo

rema ¢

TEOREMA 2.1

La familia S =1 (a, ®),(- o, b)la;b € X1
de los intervalos abiertos impropios de X , es una sub-
base para una topologfa To sy la cual se llama la topolo

gfa del orden (o topologfa del intervalo) de X .

Demostracidn

Como X consta de al menos dos ele-
mentos , entonces todo x & X , pertenece al menos a u
no de los intervalos de la forma (- @, b) & (a, o)

y asf{ S es una subbase para una topologia sobre X .

La base iBo para esta topologia To s, consta de
todas las intersecciones finitas de conjuntos de la forma
(-o, b) & (a, @) 5 por lo tanto es claro que B,
consta de los intervalos abiertos (a,b) (propios o im-
propios) « Si X no tiene elemento méximo , ni elemen-

to minimo entonces la topologia puede ser generada por u—

na base constituida por todos los intervalos abiertos pro
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pios (a,b) en X . Este es el origen del nombre de to-

pologia del intervalo

Por ejemplo , 8i X es el conjunto de los nime-
ros reales y si IBO es la familia de todos los interva-

los abiertos propios , entonces una topologfia estd gene-

rada sobre X por ]Bo y se llama la topologia usual de
los reales « La misma topologia (en B) se puede obte-
ner por diferentes métodos , por ejemplo , introducien-
do una métrica + Similarmente , podemos considerar que
X es la familia de subconjuntos del conjunto de nimeros
reales y formar las topologias del orden sobre estos con-—
juntos . Algunos de éstos , serdn triviales , por ejem

plo , si X es el conjunto de los enteros , entonces

la topologia del orden es la topologia discreta .

TEOREMA 2.2

(Estructura de los abiertos) . Sea X to-
talmente ordenado y tal que esta relacidén de orden , cum
ple la propiedad de ser un orden complato . Entonces O
es abierto relativo a la topologia del orden si y solo si

es la unibn de una familia de intervalos abiertos disyun-

tos .
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Demostracidn

Sea x €0 ysea Sc O el conjunto
de todos aquellos puntos A € O para los cuales [—x,X_Zé 0.
Entonces S { ¢ y por tanto tiens un extremo superior u
propio o impropio . Tenemos qus S = ka,u_7' 6
S = [rk,u) de acuerdo a que u pertenezca o no a S . Si
u S, sea bX =u, asi que 'bx eX & bx denota el
elemento impropio + ® y O = [Tk, bx) e« Si u€esS en-
tonces u € 0 y asi hay un intervalo (a,b) tal que
ue (a,b) € 0 « Luego no existe X € X que satisfaga
u<Acb, puestoque como (ayb) € 0 un tal A debe-
ria pertenecer a S y asf soria un elemento mids grande
que el extremo superior . Por lo tanto , escogiendo

bx = b de nuevo tenemos que S =‘[_x,bx) .

Ahora consideremos el conjunto T € O de aquellos
puntos A € O para los cuales [/ A\,x / € O . De manera
similar a la anterior podemos encontrar un elemento a
propio o impropio tal que T = (ax,x;7'. En consecuenéia,
para cualquier x € O , encontramos elementos extremos

a_ y b, tal que x €S UT = (ax’bx) 50 o1 BRoia Fy

entonces a_=a_ y b_=b , 06, 1los intervalos a-
X J X y

biertos (ax, bx) y (ay, by) son disyuntos . Por lo
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tanto ¢ (a,x, bx)l x € 0! es una familia de intervalos a-

biertos disyuntos cuya unidn es el conjunto abierto O .

Es claro que los intervalos cerrados son los conjun

tos cerrados para esta topologia .

TEOREMA 2.3

La topologia del orden para X es la topolo-
gia menos fina en la cual el orden es continuo , en el si
guiente sentido ¢ 8i a,be X y a< b entonces hay ve-
cindades U de a y V de b tales que , siempre

que x €U y ye V entonces x< y »

Demostracidn

Como a < b entonces puede ocurrir :
1) Existe ce X talque a<c<b, 6, 2) Noexis-
te ningin oc € X tal que a< ¢c< b . Si ocurre el caso
1) , tomamos U=(-m,c)EIB° y V=1(c, ) eB_,
(donde B, es la base de To) y se verifica que si
xe U, entonces x< o ysi yeV entonces o<y,
luego x < y « Si osurre el ocaso 2) , tomamos
U= (- @, b) € Piiiy oy o (a, ) € B, y se verifica que
si xe U, entonces x< Db y si y€V , entonces
y> a , luego afirmamos que X < ¥y ya que si x {y ’

entonces y<x &6 x=y, y a<y<x<b 6
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a< y=x<b, lo cual es una contradiccién a la hiplte
sis 2) .

Consideremos ahora una topologia T sobre X que
hara continuo el orden . Vamos a ver que T2 To +» Para
ello basta ver que todo elemento de la base ZIB° de To

; un abierto de la topologia T . Sea (a,b) € ]Bo en—
torces si be (a, @) se tiene que a <b jJ como a< b
y T hace continuo el orden , existen abiertos U’ (a)

y V'(b) de T que contienen a a y b respectivamente
y tales que siempre que X E U’(a) y ye v?(b) enton-
¢c2s x < y . Veamos que V’(b) € (a, @) . En efecto ,
goa ye V'(b) , entonces ye V'(b) y ac€ u?(a) im-

plican que a <y , por tanto y € (a, co) s luego

v?(b) = (e, ®) « De donde (a, o) = U V(o) € T
: be(a,®

se pueds ver , de manera similar a la anterior , que

(-, b) ET , y finalmente
Ea i) imal<ta, o) 1 al)e (& a) " &5 T A

Lucgo JBOE T y por lo tanto To c T

Con la topologia del orden ocurre el caso siguien
te ¢+ si X es un conjunto totalmente ordenado por <

ysi Yc X, entonces Y es totalmente ordenado por
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<3 pero la topologfa del orden en Y no coincide sy ©n
general , ocon la topologfa relativa a Y de la topologin
del orden de X « Para ver que estas dos topologias de Y
efectivamente difieren , basta dar un ejemplo dondo tal

cosa ocurra . JSea entonces X = R con ¢l orden usuzl , y
Y= (-, =-1)U toiU (1, ) c R,
En la topologia relativa , el t ol es abierto pues
tot=(-1,1)NY

pero no puede ser reunidén de intervalos de Y de las for-

mas (a, a)) ’ (- @® , b) y (o,d) « Luego jo}l no es a-

bierto en la topologia del orden de Y .

5in embargo , si ponemos ciertas restriccionecs las
(i dos topologias coinciden . En efecto tenemos el siguiente

teorema

"' TEOREMA 2.4 ¢
Sea X un conjunto totalmente ordenado con
la topologia del orden . Sea Y un subconjunto de X
“tal que si x estden X y y en Y donde xyly ’
1 8l intervalo abierto determinado por By Y
(i contiene puntos de Y . Entonces la topologia inducida

' sobre Y es la topologia .del orden de Y .
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Demostracién

Es claro que la familia
t (2,0) N ‘4 a,be XUl- o, o Il es una base para
la topologia inducida sobre Y . Si la hipdtesis se satis-
face , entonces todo (a,b) N Y se puede expresar como u-
na unién de intervalos abiertos en Y y asi las dos topolo

gias son idénticas .

DEFINICION 2.5

ea X un espacio topolégico , con la to

7}

pologia del orden « Sea S X . Diremos que S es con-
vexo si para todo ay,b en S y t tal que a< % s oy

entonces t estd en S .

Este concepto y el de intervalo en X gson diferen-
tes . Claramente , todo intervalo es convexo , pero no

reciprocamente .

La unibn de cualquier coleccidn de conjuntos con-
vexos con interseccidn no vacia , es convexa . Luego
cualquier subconjunto S de X puede expresarse de mane-—
ra {inica como una unidn de conjuntos convexos maximales ,
disyuntos , no vacios . Kstos conjuntos se llaman las

componentes convexas . La componente de S que contiene
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el punto p de S , es precisamente la unién de.@p@os

los subconjuntos convexos de S que contienen a p .

El teorema que vemos en geguida es importante ,
puesto que con 81 , practicamente quedan eastudiados {o-
dos los axiomas de separacidn para un espacio topolédgzico

X con la topologia del orden .

TEOREMA 2.6
El espacio topoldgico X con la topologia

del orden es un espacio completamente normal .

Demostracidn

Supongamos que A y B son subcon-

juntos separados de X . Sean

=0 b /a7 |a,ver, [apNE=F1
B=Ut/anb/|a bed, [ap/NE=01
intonces A € A", puesto que para a € A, [a,a/ =ja}
s disyunto de B . Ademds A N B =¢ , porque si
p e AN B entonces deben existir puntos a,b e A ¥y
c,dieB talque pe /ab /N /[c,d/ . Pero como
céd[ab/ vy a¢ [aw] vy ag [, a7 y b§ [o,d)
debemos tener que [/ a,b /N [c,d /=6 .

Afirmamos ademés que A~ y B~ son separados . En
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efecto , observamos primero que A~ c A 8 1 Porque

gi suponemos que D & g A , entonces debe existir un
intervalo abierto (s, t) disyunto de A y tal que

pe (s, t) « El intervalo (s, t) intersecari A" sola-
mente si interseca algin intervalo [Té,b_7'g_A y, donde
ay bEA . Peroocomo (s, t) NA=¢ y a,pbe A, en-
tonces (s, t) € (a,b) , 1lo cual implicaria que p € /
Pero como p ¢ A" debemos tensr que (s, %) N A= ¢ « Por

lo tanto p ¢ K~ ¢ TLuego
A“NBec WAUE)NB = (ANB)U(TNB) =g
Ahora escribiremos A~, B~ y el complemento de

AU B como la unién de 1. componentes convexas ,
A=UA>\,B=UBP y (AUB)’=U05.

La coleccidén M = fA), B CO ! hereda un orden lineal de

p’
X yes , por lo tanto , un conjunto totalmente ordenado.
Afirmamos que en el conjunto M , cada uno de los conjun-
tos Ax (y similarmente cada uno de los conjuntos Bp)
tiene un sucesor inmediato siempre que la interseccidn de
A, ¥ la clausura de S, mno sea vacia , donde S, es el

conjunto de las cotas superiores estrictas para Ax e En

este caso podemos mostrar que el sucesor de Ak es un e-
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lemento de ¢ Cé { que denotaremos por C)\+ . Para ello

supongamos que A, n §i # ¢ , entonces A, N §x contie
ne precisamente un punto , digamos p , que pertenece
al complemento del conjunto cerrado B~, asi que existe
una vecindad (x,y) de p , disyunta de B~ . Entonces
(x,y) N Sy ¢, de donde (p,y) # ¢ . Pero (p,y) es
disyunta de AT y de B~, por lo tanto debe existir un
conjunto C, que contiene a (pyy) « En el orden lineal
de M, C6 es el sucesor inmediato de Ax Y lo llamare
mos CI « Ahora para cada & , elegimos y fijamos algin
punto k6 € C6 « Entonces siempre que A, n'§x id,
existe un Unico k; € C; s el sucesor inmediato de A, .
En tal oaso , sea I, = [—p,kI ) donde p € AN §x %

si AN §k =@, sea Iy = @ . Definimos J, similarmen
te para las cotas inferiores estrictas de AA (usando 1la
misma coleccidn de puntos k, € Cé) . Bntonces para cala

A sea U, =J, UA, UI, y similarmente para cada ¢ ,

sea Vp = Jp U Bp U Ip . Cada U, y cada Vp es clara—

mente un conjunto avierto convexo que contiene a Ax y
‘ Bp respectivamente . De esta manera U = U TR
V=U Vp son conjuntos abiertos gque contienen a Bl T

Como ningiin A, interseca a ningin Bp y el uso del mis-
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mo k6 desde el principio , implica que ningin Jp 6

Ip podrd intersecar ningln Ty 6 I, 5 es olaro que
ningin Uk podr4 intersecar ningln Vp . Luego UNV=¢g
y por lo tanto X es '1‘5 « Como los puntos de X son

claramente cerrados , X es T1 sy Y por lo tanto es com—-

pletamente normal .

Corolario
Bl espacio topoldgico X con la topolo-
glia del orden es normal , regular , de Tychonoff , de

Hausdorff , T2 1/2 y To .

Demostracidén

s clara .

Estudiamos ahora la compacidad del espacio topold-

gico X mediante el siguiente teorema .

TEOREMA 2.7

El espacio topoldgico X ocon la topologia
del orden , es compacto 8i y solo si el orden es comple-
to .

Demostracidn

La condicidn e necesaria , porque si

AcX ysi A no tiene extremo suparior , entonces 1los
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conjuntos PA = } xl x<Al y Sp = | xI x> pt para
AeA y p una cota superior de A , oubren X , pero
ellos no contienen un sqbrecubrimiento finito « Para pro
bar la suficiencia , necesitamos solamente considerar ,
para cualquier cubrimiento abierto C de X , el conjun
to S de aquellos elementos y € X para los cuales
‘ [_é,y) (donde a = inf X) puede ser cubierto por un nime
ro finito de elementos de C « Si A= Sup S y si
AeUeC, entonces Uc S . Entonces existe , &a me-
nos que A = Sup S , un intervalo (x,y) € U tal que
A E (x,y) « Luego (A,y) = ¢ s Dpuestoque A = Sup S .
.. Pero esto significa que y € S , 1lo cual es imposible .

.. Por lo tanto S = X .

Pasamos ahora a estudiar la conexidad del espacio

topolbégico X , con la topologfa del orden .

11 DEFINICION 2.8

Se dice qua X contiens dos puntos con-

| secutivos si alglin intervalo (a,b) , a<b, en X

i« es vacfo .

8i X oontiene dos puntos consecutivos a y b,
tt.entonces X puede ser separado por !x’ rSad ¥y por

i x' x> b}t . Similarmente si X contiend un conjunto
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acotado A sin extremo superior , el conjunto de las co-
tas superiores de A y su complemento , separan a X .

Tenemos por lo tanto el siguiente teorema .

TEOREMA 2.9

El espacio topoldgico X es conexo , sola-
mente si no contiene puntos consecutivos y si todo subcon-

junto acotado tiene extremo superior .

Nota

Estas condiciones son , en efecto , sufi-
cientes y a menudo se resumen en el Axioma de Cortaduras
de Dédekind , que dice : " Si A y B son subconjuntos
de X, no vacfos , disyuntos , cuya unién es X y si
todo punto de A es menor que todo punto de B , enton-
ces existe el Sup A yel InfB y SupA=1InfB" .U

saremos esta versidn para demostrar el Teorema 2.9 .

Demostracidn
Supongamos que U y V son conjun—-
tos abiertos , no vacios , disyuntos y cuya unibn es X
Yy supongamos que U contiene un punto u que es menor que
algin punto ve V. Sea E 1la componente convexa de U

que contiene a u ysea A =E Ulxe X'x <ut . Si
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B=X-A, entonces veB yasiel Axioma de cortadu-
ra de Dedekind , garantiza la existencia de un punto
p=SupA=TInfB. Si pe A, entonces pek y asi
pe U, luego existen puntos x y y tales que

p € (x,5) con (x,y5)€cEc U. Perocomo p = Sup A ,
se tiene que (p,y) = @, 1lo cual es imposible , puesto
que ¥y no puede ser un sucesor inmediato de p . Por lo
tanto p é A + Por un argumento similar , se puede ver

que P ¢ B, 1lo cual nos da la contradiccidén deseada .

DEFINICION 2.10
Sea X un espacic topoldgico conexo y
T1 o Un punto de cortadura de X es un punto p € X

tal que X - }p} es no conexo « Si p no es un punto

de cortadura de X , 1lo llamaremos un punto de »no corta-
dura « Un corte de X es un conjunto ip, U, V { donde
p es un punto de la cortadura de X , y U y V desco
nectan X - ip t, es decir, donde U y V son sub-
conjuntos de X , no vacios , abiertos , disyuntos y
cuya unién es X — §p } o
Nota
Si el espacio topldgico X con la topologia

del orden es conexo , entonces cualquier punto P € X
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es un punto de cortadura , puesto que X - {pil estd se

parado por Pp ={x € x! x<ipt .y por Sp =} X E Xlx > Die

También es claro que si el espacio topoldgico X
es conexo 4 entonces X es completo . Ademds si X no

tiene puntos consecutivos , entonces todo intervalo es un

conjunto conexo en X .

En lo que sigue , estudiamos , combinadas , las
trascendentales propiedades de compacidad y conexidad , pa
ra as{ generar la nocidn de continuo , 1la cual da como re
sultado una coleccién bastante grande de teoremas intere-
santes « Como es de suponer , nosotros estudiaremos aque
llos teoremas que conduzcan a un resultado importante so-

bre la topologia del orden .

DEFINICION 2.11

Un continuo es un espacio topoldgico ,

compacto 4, oconexo y de Hausdorff .

DEFINICION 2.12

Un conjunto A se llama un conjunto di-
rigido si y solo si hay una relacién < sobre A que
satisface

i) A<\ paracada A EA
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i X Sk S X s
11) Si 1- M y 5 3 entonces Xl XB

iii) Si Al, X2 € A entonces hay alglin k3 € A
con kl < k3 y X2 > X3 .
La relacién < se llama , a veces , una direccidn sobre
A .
Una red en un conjunto X es una funcién PiA - X,
donde A es algin conjunto dirigido . ®¥1 punto P(A) se

nota x, y usualmente se habla de " 1a red (xx) xegat

ode " la red (xx) " i no hay confusién .

DEFINICION 2.13
Sea (xx) una red en un espacio X . Di-

remos que (xx) tiene un punto de adherencia x s8i y solo

si para cada vecindad U de x y para cada ko € A , exis

te algin A > Xo tal que x, € U .

TEOREMA 2.14

Sea le A€ It una coleccidn de continuos
en un espacio topoldgico X dirigido por inclusién . En-
tonces K, es un continuo .

Demostracidn
La interseccidn es un subconjunto ce-

rrado de cada *Kx y por lo tanto es compacta . Suponga-
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mos que se pueden encontrar conjuntos H y K cerrados ,
disyuntos y tales que [ K, = H UK ,"z28B , yEK . Pa~
ra cualquier Ao fijo , X se pusde reemplazar por KX ’
y cada X, por K, [l K, , sin afectar la intersecciéno,
asi que podemos suponer que X es compacto y de Hausdorff.
Entonces H y K son cerrados en X Yy pueden ser separa—

dos por conjuntos U y V en X . Para cada

kK, , K, gUUV,

A
puesto que si no fuera asi U [l B ¥ Y n Ky desooheo‘
tarfan KX « De esta manera podemos tomar X, € Kk_(U U V).
El resultado es una red (xx) que tiene un punto de adhe-
rencia z en X , por la compacidad « Ahora si W es
cualquier vecindad de z ¥y Kx estd dado , entonces para
ck 4 x; €W . Por lo tanto W (1K, # 0 para

p Y
cada vecindad W de z , asf 2 €K, =K, , para cada

algin KX

A « Entonces 3z £ [l K, €U UV . Pero UU V es enton-
oes una vecindad do 2z , que no contiene a (xk) sy Dpor la
esoogencia de los Xy o Esto es una contradiccién . Por

lo tanto , [ X, debe ser conexo .

LEMA 2.15

Si K es un continuo y {p, Uy V{ es un corte

de K entonces UU ipty VU tp t son conexos (y
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también continuos) .

Demostracidn
Basta probar el Lema para UUipi.

Sea f 1la funcidn definida sobre K por

x i xeUUiptl
by (x) =

p s1 xeV
Entonces f envia K sobre UUilpt y £ es continua
sobre cada uno de los conjuntos cerrados UUjpt ¥y
VUipt, asique f es continua « Lusgo UUjp; es
la imagen , por medio de una funcidn continua , de un
espacio conexo y 4 por lo tanto , es conexo . Cono
UUtpt=K-V, UUilpt es coerrado en K y por lo

tanto compacto « Luego U U j}p } es continuo

LEMA 2.16
Si K es un continuo y jp, Uy V} es un corte
de K , entonces tanto U como V contienen un punto de

no-cortadura de K o

Demostracidn

Supongamos que cada punto x € U es

un punto de cortadura que induce un corte 1 x, Ux’ in de
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K. 8i U y V_ intersecan V Ujpt s ellos desconeoc-
tan VUi pi lo cual es imposible por el lema anterior .
Asi alguno de ellos , digamos Ux , esti contenido en U,
Ahora Ux Ut x } es un continuo para cada x € U por el
lema anterior . Como U U ix ll x € U { es un conjunto

dirigido por inclusibn , [l (Ux Ui xy ) es un continuo
xeU

no vacio contenido en U . (Por el Teorema 2.14) o Toma

ms qge€ N (U Utxt) . Entonces U €U ysi
gy -

re U , entonces U, no contiene a g (ei no , Ugaiod
V_ cortarfan a Vq Utqt y lo desconectarian) . Enton-

ces Ur Ui r{ no contiene a q « Pero esto contradice el

hecho de que q € N (Ux § R T
xe U

DEFINICION 2.17

Un punto de cortadura p en un espacio co
nexo X separa a de ‘b si y solo si existe un corte
tpy Uy Vioonm aeU y beV. Elconjunto que consta
de a, b y de todos los puntos p que separan a de b

se nota E(a,b) . 1l orden de separacién de E(a,b) se

define 3 pl<f P, si y solo si P, = P, 6 p, separa



TEOREMA 2.18
El orden de separacidén sobre E(a,b) es un

orden total .

Demostracién
Es flcil ver que es un orden parcial .

Veamos la condicidn de orden total « Para cada D E E(a,b)

sea } py Ub, Vpg un corte de X tal que a € Up y
beV .
P

Si r, s son puntos distintos de E(a,c)-1 a,b }
entonces s € Ui 6§ se€ Vr R T Vr entonces r se

para a de s, yasi r < s . Por lo tanto supongamos

que s €U . Ahora V, Ujr } es conexo (Lema 2.15) ¥y

- estd contenido en la unién de Vs y Us , asi que debe

. estar contenido en uno de éstos . Como b € Vr Ui,

debemos tener entonces V_ Uirt €V, . hhoru TEV
asi que s separa a de r ,' es decir s <r . Esto
completa la prueba de que < es un orden total sobres
E(a,b) &

B8 natural preguntarnos , en este punto , si exis

te alguna conexidn entre la topologia del orden de E(a,b)

. ¥y su topologia inducida por el espacio X .
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TEOREMA 2.19

a) Si BE(a,b) tiene mis de dos puntos , su

topologia del orden es méds dédbil que su topologia inducida.. .

b) Si K es un continuo con dos puntos de no-cortadura
a y b, entonces K = E(a,b) v la topologia sobre K

es la topologia del orden .

Demostracidn
a) s suficiente notar que , para
p € E(a,b) 1los conjuntos U, N E(a,b) ¥y LS N E(a,b)
(con la notacidn del teorema anterior) son abiertos en
E(a,b) y

Up N E(a,b) = tq EE(a,b)' qQ <pi
v, NB(a,b) = lae E(a,b)| q> pi
v) S .neik ¥ P # 8s'Y P # b , entonces dado cual-
quier corte i{p, Uy V{ de K, porel Lema 2.16 , tan
to U como V contienen a uno de los puntos a, & D,
De esta manera p € E(a,b) y asi E(a,b) = K .
De (a) , 1la topologia del orden es mis débil que
la topologia de K « Supongamos , reciprocamente , que

U es un abiertoen K y pe U . Primero tomemos p % a

¥ 'p f b + Mostraremos que U contiene algin intervalo
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(ry 8) =t q & kl r< Q< st que contiene a p . Si esto
no oourriera , entonces siempre que p & (r, s) , el in-
tervalo cerrado [r, 5_7 = }qe€ Kl r <q £ 8} cortaria

a K-U. Pero los conjuntos ‘[_r, q;7|1 (K - U) forna-
rfan entonces una familia de subconjuntos cerrados de K
oon la propiedad de la interseccidn finita (cada [ff, q;7
es cerrado en K por la parte (a)) . Luego su intersec-
0ién (en el espacio compacto K) serfa no-vacfa . Pero
peU y Nit/fr, 8] ‘ pe (ry 8)t = tpt , 1o cual
nos lleva a una contradiccién « Si p=a y p / b O

si p / a y p=Db, el argumento es similar .

En lo que sigue , daremos algunos contraejemplos
para probar que nuestro espacio topoldégico X , deja de

oumplir propiedades como la de ser l-contable , metacom
pacto etec »

En las proposiciones siguientes , cuando digamos
el espacio topoldgico X , debemos entender que se trata

del espacio topoldgico X , ocon la topologia del orden .

PROPOSICION 2.20

El espacio topoldégico X , no es , en

general , l-contable .
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Demostracidn

Consideremos como X el espacio topo-

18gico de los ordinales [Tb,£}7; que consta del conjunto
de todos los ordinales menores o iguales que (), donde (9!
es el primer ordinal no contable , dotado de la topologia
del orden . Los conjuntos de la forma

(A, 0 +1) = (A, p.7 = ¢ x| < x <p+ 14
forman una base para esta topologia .

En el espacio ordinal Zfb,137', el conjunto
tQt es un conjunto cerrado y no es un conjunto Gg o En
efecto ¢ {1t es cerra’o puesto que su complemento
Zfb’jl)f es un conjunto abierto 3§ y no es un conjunto Ga’
puesto que para cualquier coleccidn contable iGi! de

conjuntos abiertos que contienen (9] sy Dodemos hallar una

coleccidn de elementos de la base de la forma

()\i’ "()'JE Gi L]
para cada i . El extremo superior de los Ai es un ordi
nal £ menor que £ , puestd que cada ki y © equivalen

temente , cada Zfb, Ai) es contable y la unidn contable

de conjuntos contables es contable « Por lo taﬁto

No, 2 (3074 101
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En resimen , el espacio ordinal [Tb,f;7 no es l-conta-
ble , puesto que el punto QL no tiene una base local con-
table , ya que () es un punto limite del conjunto

(A, Q) , pero no es el punto limite de ninguna sucesidn

de puntos de (A, Q) .

PROPOSICION 2.21
El espacio topolégico X no es , en ge

neral , perfectamente normal .

Demostracién

Como la topologia del orden satisface

todos los axiomas de separacién , el espacio [/ 0,Q7
ol x
es completamente normal « Pero [Tb,fl/ no es perfecta-

mente normal , puesto que el conjunto cerrado ! ! no

es un G6 =

PROPOSICION 2.22

El espacio topoldgico X no es , en ge
neral metacompacto , ni paracompacto .
Demostracién
Todo subconjunto de / 0, O/ tiene

un extremo inferior , (su primer elemento) y todo subcon

junto de 1{73,!}J7 tiene un extremo superior . Por lo
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tanto [O, _QJ es un espacio topoldégico completo , y de

esta manera es compacto .

Bl subespacio /0,Q ) de /0,27, no es com
pacto , puesto que la coleccidn i Zfb, X)l A<} es
un cubrimiento abierto que no tiene subrecubrimiento fini-
to (puesto que ) es un ordinal 1imite) . Como [/ 0,Q07
es compacto , se sigue que es contablemente compacto .
Luego toda sucesién en / 0, Q) tiene un punto de acumu-
lacidn en Zfb, Q/ . Pero Q no puede ser un punto de a
cumulacibén de ninguna sucesién de / 0,Q ) Asf , toda
sucesidn de Zib, Q ) tiene un punto de acumulacidn en
Zfb, Q) , 1lo cual significa que [Tb, Q) es contable-
mente compacto . Como ui. espacio es compacto si y solo si
es contablemente compacto y metacompacto y como Zrb, f))
es contablemente compacto pero no compacto , se concluye

‘que Zfb, f)) no es ni metacompacto ni paracompacto .

PROPOSICION 2.23

51 espacio topolbégico X , no es necesa

riamente de Lindelsof , ni O=compacto .

Demostracidn

Como todo espacio de Lindelof y T3
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es paracompacto , entonces X = Zfb, N) no es de Lin-

delof Y por lo tanto no es OU=coupacto .

PROPOSICION 2.24
El espacio topoldgico X , no es necesa-

riamente contablemente compacto .

Demostracidn
Si expandimos la topologia del orden a
Zfb, w) ) , definiendo como abiertos a todos los ordina-
les n) , tenemos , esencialmente , wuna suma infinita ,
contable , de copias de [Tb, (@) ) . Este nuevo espacio no
es (como [rb, Q1)) metacompacto , y , ademds , no es
contablemente compacto , puesto que los sumandos forman un

cubrimiento contable sin ningin subrecubrimiento finito .

PROPOSICION 2.25
Bl espacio topoldgico X , no es necesa-

riamente completo .

Demostracidn
Tomamos como X el conjunto de los
hiperreales B~ s, con la topologia del orden . Veamos que

R no es completo . En efecto , consideremos el conjunto

de los nimeros naturales INc R . Vemos que N es acota-
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do superiormente en R , porque algln infinito é (don-
de € es algln infinitesimal) es una cota superior . Aho

ra , si existiera A tal que Lim n = A, entonces A
n- o

debe ser infinito , es decir , A ¢ R (por propiedad ar-
quimediana) « Luego n < A, para todo n natural . Pe
ro sea a > O un real cualquiera , entonces n < A - a ,

para todo ne€ N y A =a # X, pues R es un cuerpo j

esto es A no puede ser extremo superior de W (absurdo).

PROPOSICION 2.26

El espacio topoldgico X , no es necesa

riamente separable .

Demostracidn

Tomemos X = R, como antes , y vea-

mos que R no es separable . En efecto ¢t sea x€ R y
€ > 0 un infinitesimal . Consideremos la coleccidn

d(x, x +e)lxe R 1
Tenemos que si x f Yys con x, y€ R, entonoces

(x, x+€) N (y, y+€) =@ 3

por lo tanto , tenemos que !(x, X + E), x € R} es una

coleccidn no-contable de intervalos disyuntos dos a dos .
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Ahora si B fuera separable , podriamos tomar

D= dK' K € N} un subconjunto denso y numerable de

~ ~
R. Como U (x, x+€) € R, entonces existiria un

dn(x) en D tal que dn(x) € (x, x +.e) y dn(x) »

dn(y) ’ para' b d f y « Por lo tanto , el conjunto

} dn(x)' x € Ri es contable (absurdo) .

Nota Editorial

En el préximo nfimero del Boletin se publi

card una secuela del presente articulo escrita por el mis

mo autor .
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