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ALGUNOS RESULTADOS SOBRE LA GEOMETRIA
DE UN DOMINIO CONVEXO DEL PLANO
Maria Viotoria GUTIERREZ

INTRODUCCION

Dadd un domino D del plano , convexo para
una métrica riemanniana dada (en el sentido de que entre
dos puntos cualesquiera de D existe una y solo una geod§
sica contenida en f)/, nos proponemos en el presente tra
bajo , por una parte , dar una descripcidn de la varie-
dad de las geodésicas de D y , por otra , usar esta va
riedad para dar una estimacién de la métrica , bvajo la
forma de una desigualdad , en términos de la longitud de

las geoddsicas entre los puntos del borde de D .

La primera parte oontiene los preliminares necesa-—
rios para el desarrollo del trabajo sobre los fibrados tan
gente 'y, - cotangente y unitario asociados a una variedad
riemanniana , &s{ como sobre la forma de Liouville defini-

da sobre dichos espacios .

La segunda parte oontiene la desoripoién de la va-
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riedad de las geodésiéas sobre D y finaliza con una ex-
presién para el volumen del fibrado unitario de D en tér
minos de la longitud de las geodésicas entre los puntos
del borde , olave en la demostracién de la estimacién que

constituye la tercera parte del presente articulo .

I. PRELIMINARES

I.1. EL FIBRADO TANGENTE TM y suDual T M .

I olol‘o

Sea M una variedad de dimensién n , TM

su fibrado tangente , esto es ,

donde TxM es el espacio vectorial de vectores tangentes
a M en el punto x . Notaremos py la proyeceibn
Py * ™ M.,

TM estd provisto de una estruoctura natural de di-
mensién 2n « En efecto , sea (¥') un sistema de ooorde
nadas del punto x en M . Y sea (5335 la base canbnioa
de T M asooiada a (xi) . Todo v.: T M puede esoridbir

se como una oombinacién lineal de los © _ , i.e.
% |
ox
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n {
vs= L XJ )

=1 3

donde Xi = Dx1 (v) ’ xi considerada como la i—ééima pro

yeoccidn xi t M > R. Otra notacidn que usaremos para los

x! sers dei . (xi, x') es llamado el sistema de coor—

denadas canbnicas .

Podemos considerar , entonces , el fibrado tangen

te a la variedad TM , es decir , el doble fibrado tan-
gente TTM . TTM estd fibrado de dos maneras diferentes

sobre TM j; esta doble fibracibdn verifica el siguiente

diagrama conmutativo

donde Tpu es la aplicacién tangente de Py *

En coordenadas locales candnicas un elemento

1, Yi, Ki) y donde

X g TV(TM) se escribe (xi, X

Py () = (x5 XY
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Tp, (K)= (<}, YY) ¥

i ; i
% = DX"(X) & bien , dmX -

I'l'z.

Para cada x € M, oonsideremos T;M el espacio

dual de TxM « Sea
"™ = U 'r; M.
xeM
T™M es llamado el fibrado cotangente de M .
Sea (xi) como antes , un sistema de coordenadas

del punto xeM . Y ( —?-i_) la base candnioca de TxM \
ex

Llamaremos (dxi) la base dual de T; M, i.e.

i, e
dx (—) = &
exd ij

Todo elemento J3 de T; M se esoribe entonces oomo una

combinacién lineal de los dx* , o8 decir ,

A=t ot

i
De la definioidn de la base dual tenemos que ,B;i- B ( -!-i-).
ox

Notaremos p; ld proyetoidn p; tTH SN

De manera seme jante al fibrado tangente , el fi-

brado ootangente estf provisto de una estruotura natural
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de variedad de dimensidén 2n . Un sistema de coordenadas
canbénicas seri dado por : (11,131) donde: L. ests deri-

nido como antes .

Su fibrado tangente , T M y verifica el eiguien

te diagrama conmutativo @

La expresidn local de un elemento A € T M en
coordenadas candnicas es entonces : (xi,j3i, Xi, Yi) ’
donde

ppy (A)= (5, )
77, (A) = (F, xP)

i i i i
o= dpmyx , Y= d g BT

T.2. FORMA DE LIOUVILLE SOBRE T M Y TM .

l.2.1.

Sobre_el fibrado cotangente T™M existe u

na l-forma oandnica definida por
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o (A)=rpy~(a) (Tp, (A)) .
La expresidn de O en coordenadas locales es @

o = pd axd
i

sea o €T TM, (xt, 8, xt, ) suld coordenadas locales.

Por definicibn ,

o« (a)=(chdaxd) (£ xt=2
j i

ex

g pd xd
J

Bn efecto , en coordenadas locales ,

vy (A ) = (4B

a8 i i
TPM ( A ) - ( x ’ x )
lo cual escrito como combinacién lineal de las bases respeg

tivas nos da

pTa-M ( A ) Y gﬂa dxj

Tpy ((A) = Ext .
i ox

O es llamada la forma de Liouville sobre T~M « Su easori-

tura local muestra que Ad es no-degenerada « Su diferen-
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cial , d A, es una forma cerrada no-degenerada . Kn e-
fecto , en coordenadas locales d O se escribe 1@

aa= zapt L adt

i

d o define entonces una estructura simpléctica sobre T M

. n
Yy , en consecuencia , una forma volumen (a d') . (ver

Godbillon (4)) .«

T.2.2.
Consideremos ahora (M, 8) una variedad
riemanniana . Puestd que g es una 2-forma no-degenera

da , g induce un isomorfismo de fibrados entre TM y su

dual T M 3
e b
™ - ™M
Py 4 ! Py

definido por

P (V) - S(V, ')
Notaremos # el isomorfismo inverso «

Estos isomorfismos permiten transportar los obje-
tos definidos naturalmente sobre TM § en partioular ,

la forma de Liouville O : Sea dg- p o y ©l1 pull-back,
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de O por o .(1) Entonces , por definicién de pull-baoc ,

para X€ 'rv('rn) Entonces
o, (v)(m) = o (e(v)) (T p(x)
= Py (T P(X)) (Tp, (T p(X)) (def. do )
(Ppye T P) (X) (T(py. ) (X)) .

Las aplicaciones ¢ y T ¢ verifican el siguiente diagra

ma conmutativo

T e v
TTM - T N
Py $ l Pp™x
p ~
™ - TN
Pu { $ pl
id
M - M
En particular ,
Ppy TP 7P C Py

pl' P= px
Entonces
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De acuerdo a la definicidn de p tenemos finalmente

Te2ede

dg (v) (%) = g(pgy (X ) , Ty (X))

Expresidn local en coordenadas candnicas

(xi, x) ¢ Sea

n
g= I g, ax' @ axd
i,j=1
74 e
y sea Vv E Tx M, v= ¢ X —3. [Entonces ,
i=1 8x
T§2.4¢
n
o (v) = ¢ gij xt axd
& 1,m

Su diferencial , d C{g s 8e escribe en coordenadas loca-

les @
$-2.5.
n f . n & :
d o(g (v) = & 6y xKFaxtaaxd + = 8, ax* A dxd
TR - A A ) i,3=1

ex

Como en el caso del fibrado cotangente , d(ig de
fine una estructura simpléctica sobre TM y , en conse-

cuencia , (d(l(g)n es una forma volumen .

I.3. EL FIBRADO UNITARIO UM

Sea (M,g) una variedad
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riemanniana « A la métrica g ‘se asocia la funcidn de

energia Eg sobre

$341.

E1l fibrado

f.3.2'

UM tiene entonces

2n—~1 encajada en

Bl espacio
u es el nGcleo de

Bs decir ,

I'03030

TM definida por

Eg(v) = g(v,v)

unitario UM estd definido por

=1
UM = E 1
)

una estructura de variedad de dimensién

m . (2)

1

vectorial tangente a UM en un punto

la diferencial de Eg en el punto u .

T, UM = Ker (d Eg(u))

En coordenadas locales 4y un veotor

es tangente a UM
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103040

n g ’ n
dB (E)= L —%x*x’r‘%zz € x*xd a0
’ 1,Jyk=1 ox 1,J3=1 J

Notaremos también d‘ la restriococién de la forma
de Liouville a UM . Ademds , ocomo la forma
ds A (a d‘ )*! es no-degenerada define , por tanto , u

na forma volumen sobre UM .

Por otra parte , la métrica ‘g induce una métri-
ca g sobre TM "y , pussto que UN estd encajado en
T™M , sobre UM . En coordenadas locales (xi, xt) i B

se escribe @

I.3. 5.

i i J i J
€= I g ,dx @ dx' + L g . dX & dX
$udi 2 T

A esta métrica g se puede asociar de manera cand
nica una 2n-1 forma volumen sobre UN . Se demuestra
que dicha forma volumen es igual a ¢

I.3.6.

p i d‘ A (a (L‘L n—-1
(n-1)

Y la medida asociada es @
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I.3.7.
-1
o, A (@ o P
(n-1) |

(Ver Berger (2)) .

I.4. VOLUMEN DE UM

n
Consideremos la fibracién UM - M .
La fibra 1;\_1(1) = UxM es isomorfa a la esfera Sn-l .

Sea O 1la medida candnioca de la esfera . Entonces ,

1.4.1.

S £apP = [ f£4d0 ® d
UM P M Pe
donde pg es la forma volumen de (M, g) y f € c® (M) .

En particular 4 si M es una variedad compacta ,
UM es tambiédn una variedad compacta y de acuerdo al Teore

ma de Fubini tenemos 3

1.4.2.

Vol (UM, g ) = ad
0 &) ﬁ(snfl ) a4,

e Vo1 (8*1) vo1 (¥, g) .

1) Dada una aplicacién f + M - N, M y N
variedades diferenciables , y O una n-forma diferen-

ciable sobre N , el pull-back de O por f o imagen
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reciproca de o por f es la n-forma diferenciable

£ 0( sobre M definida por 3

£ (x) (X)) Xypeeey X)) =

o (£(x))(T£(X)) TE(X,)yeeey TE(X))
para x € M y Xl, X2,..., Xn e T™ .

2) Se dice que una variedad M estd encajada en
una variedad N si existe una aplicacidn Q t M - N

(encajamiento) , tal que

i) ¢ es diferenciable y su diferencial es inyec-—

tiva .

ii) ¢ es un homeomorfismo de M en Q(M) .

IT. LA VARIEDAD DE LAS GEODESICAS SOBRE UN ABIERTO CONVEXO

D DEL PLANO .

IT.1l. DESCRIPCION DE LA VARIEDAD DE GEODESICAS .

II.1l.1.

Sea D un dominio acotado del plano , tal
que su frontera I es una ourva regular , parametrizada

por la longitud de arco euclidiana .

Supongamos que existe un abierto V que contiene
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D y una métrica riemanniana g deriffdalsobie” OV tal
que D es estriotamente convexo con relacidn a dicha mé-
trica , es decir , que dos puntos cualesquiera de D
pueden ser unidos por una y solo una geodésica contenida
en D . En particular , si los dos puntos pertenecen a
la frontera T , digamos .fe (s), 1(s)) ¥y (E;(t),T(t))g
con (s,t) e [0, 1/ x/0,L/, donde L es la longi
tud de I , existe una y solo una geodésica K(s, t) que
pasa por estos dos puntos y ningin otro punto de T per-

tenece a K(s, t) .

IT.1l.2.

Llamemos C el conjunto de geodésicas o-
rientadas de D . Debido a las propiedades de convexidad
de 3', C se reduce al conjunto de geodésicas orienta-
das entre los puntos del borde , es decir , toda geodé-
sica r de C puede $er proplongada de manera ftinica a
una geoddsica que corta el borde de D . Admitimos las

geodésicas reduoidas a un punto del borde .

El oonjunto C tiene una estructura de variedad
de dimensidén 2 . En efecto , la aplicacidén Jr C>0x D
qQue a cada r € C asocia la pareja de puntos (pr, qr)

en los cuales r ocorta el borde de D , es una biyecoidn.
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Basta considerar sobre C 1la estructura de variedad pro-
ducto inducida por W « Entonces , si s, t, son las co
ordenadas de At qi respectivamente , 1la pareja

(s, t) da las coordenadas de r .

II.1.3.

Una segunda parametrizacibén de C estd da-
da de la siguiente manera t Sea r € C . Puesto que T
es una geodésica , r estd completamente determinada por
sus condiciones iniciales 4 esto es , el punto de parti-
da p Yy el vector v tangente a la geoddsica en dicho
punto « Sea 8 1la coordenada de p en la parametriza-
cibn de T y sea © el &ngulo entre v y la tangente a

T en el punto p .

figo 1
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Entonces , (s, ©) es un sistema de coordenadas de la ge—
odésica re C, €€ (0, n) , salvo para las geodésicas

constantes . En consecuencia , existe un difeomorfismo s

Tx (0, 1) ~ Tx P - Diagonal

II.1.4.

Sea C la subvariedad de UD "definida de
la manera siguiente ¢ para cada p €T , consideramos
los vectores unitarios tangentes en el punto p y dirigi-

dos hacia T .

figo 2

De acuerdo ocon II.l.3., 3 puede ser identifioa-
da oon la variedad C de las geodésicas , excepto por

las geodésicas constantes , es deoir ,
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¢ = Tx7p - Diagonal

21. 345,

La Proyeccién = t UD - C .

~

Dado v € UD , sea T, la geodésica orientada que
pasa por v , esto es , la Unica geodésica que tiene a v
como condicidn inicial . Entonces , la aplicacidén
ntUD - 5 que a Vv hace corresponder el vector tangen

te a T, perteneciente a C , es una submersiédn .

e o

fige 3

En efectc , sean Y fijo ,

voeUuD y u == (vo) y u €UD.

Sea A = d(m, n) 1la distanoia de m a n . Entonces,

existe una veoindad V de u, en 0 tal que
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'ﬂ'zeId_v
(¢]

donde G estd definida por @

A
o

- ’
Gxo(u) esp Xo u .

Aqui exp’ Ao u significa el vector tangente a la geodési
ca con condicién inicial u para el valor Xo del pardme

tro ’ ioec, ru()\o) .
Es evidente que @

i) N (uo) o
o

ii) an (vo) * da, (uo) = Id
o]

La segunda condicibn implica la suryectividad de dn(vo) R
Tenemos entonces , una aplicacibn suryectiva ocon diferen—
cial suryeotiva , es decir , una submersidén suryeotiva .
De ahf el nombre de proyeccidn que hemos dado a la aplica-

0ibén n .

II.2. CALCULO DE LA FORMA DE LIOUVILLE SOBRE § .

IT.1.2.
Sea veUD enel punto x de D . Lla-

memos , como antes , r la geodésica ouyo vector tangen
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te en el punto x es v . Entonces , de acuerdo con
I.2.5. , la expresidén en coordenadas candnicas de la di-

ferencial de la forma de Liouville para el valor de v es:

11.2.2.

2 og K i j 2 i j

ao (v) = ¢ kj X (v) dx” a ax? + ¢ aX" A dx
ij,k=1 i i,3=1

ex

Consideremos un sistema de coordenadas ortogonales
(xi) en una vecindad de x , de tal suerte que se tenga
8y " O,1f3e Sea di el &ngulo entre v y el vec-
tor tangente a la xi-curva en 21l punto x . Entonces v
tiene por coordenadas

l,. 1
(x', =%, (g,)" /2 (x) cos A . (8‘22)— /Z(x)cos a,)
y el valor de d dg (v) serd s
II.2.3.
1

1/2
d dg (v) = —(gll) sen dld dl A dx- -

iy
(822) /2 sen dz a dz A ax?

1/ 1/2

2 o(g,,)

0(822) 008 da‘_ 11 cos dl dxl A ax?.
1 ox

ex

89



igualdad que se obtiehe a partir de II.2.2. cambiando

1
xi por (gii)_ /2 cos (Xi, ¥ axt por

1
2 e(gii)" /2

L h

1
cos didxh - (gii)- /2 sen did di
h=1 ox

Ahora bien , de acuerdo al Teorema de Liouville ,
(Ver Besse , (1)) , 1la forma d dg es invariante a lo

largo de una geodésica . Esto implica que
d (Xg (v) = d dg (r (v)) para todo v € UD .

Supongamos que I , el borde de D , esté parame
trizado por la longitud de arco 8 Yy que (xi(s)) son
las coordenadas del punto p € T tal que =n(v) € Up-ﬁ .
Entonces , puesto que el campo de vectores a lo largo de
una geodésica es paralelo y el transporte paralelo preser

va los é&ngulos , tenemos 3

II.2.4.
: 1 1
4, (x(v) = - (gn) /2 gon of, 45 a o, A a6 -
1
(8,,) /2 sen O, d d,

1
- (811) /2 gen d = a d + (322) /2 sen d d} A‘du
Sea © el &ngulo formado por el vector unitario tangente
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| 2
al borde I , de coordenadas (xl(s), xz(s), %f-, %5_) ;
@

y u(v) .

oo

fig. 4

Entonces ,
TT 2454
1/ 1 1 2
2 dx N /2 dx
008 © = (gn) cos dl 5% + (g22) cos dz P ¥

II.2.6.

1o dxt
senede-(gn) tsend1 ‘érddl 4

1 2
(322) /2 gon o, %;L ad,

Reemplazando II.2.6. en II.2.4. s8e obtiene la
expresidn de la forma de Liouville sobre ] Yy o por i-

-

dentificacién de G oon C , sobre la variedad de las
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geodésicas

IT.247.
?gddg(n(v))--senede Ads , ¥y

lql- s¢en © 4 & A ds, ¢ € (O,n) , s € fO,L 7

es la forma volumen correspondiente .

IT.3« VOLUMEN DE UD

II.3.1.
Ya en la seccién I.4. habfamos encontrado
una expresién para el volumen del fibrado unitario en tér-
minos del volumen de la variedad y del volumen de la fibra

gh~t ; ®iendo n 1la dimensién de la variedad .

Un argumento similar , en el caso de D s nos
da otra férmula para el volumen de UD utilizando ahora ’
no la fibracidén de UD sobre D , sino la proyeccién del
fibrado unitario sobre la variedad de las geodésicas ¢
wi g, '

De acuerdo al teorema de Fubini para las submeﬁf-

siones (ver Dieudonné (3)) tenemos ¢

92



II.3.2.
Vol (U'D')-U{)'O(g A dO(g - {:‘(—1{ )o(g)lql
n b o

= [ ([ dt ) sen& A ds
C r

= [ A©, 8) sen 64 & A ds

Q

donde A(®, 8) es la longitud de la geoddsica r

III. UNA ESTIMACION DE LA METRICA SOBRE D .

IIT.1.

Sean D, Iy g, ocon las mismas condiciones
«««de convexidad dadas en la seccién II.l.l. Se trata aqui
((cde dar una estimacidn de la métrica sobre D s, conocidas
... las distancias entre los puntos de T ¥ el borde de D .

111Precisemos un poco .

Supongamos que I estd parametrizada por la longi
**1tud de arco s y que L es su longitud . Sea K(s, t)

1l1la geoddsica que une los dos puntos del borde

(B:(s)y1(s)) yAB (1), 1(t) , ¥ sea A(s, t)
ii7la distanocia entre estps puntos « Podemos suponer , sin

111pérdida de generalidad , que la métrica -g es conforme
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a la métrica candnica go y ©s decir , que existe una

funcibén positiva @ de clase C® tal que
2
g=9¢%g,
y en este caso A(s, t) es igual a 3

ITI.2.

1
g ds ds = (ax°® + dyz) /2, (x,Y)e D
K(s, t)

Conocida entonces la funcién A ¢t Y x ! - R, se
pretende estimar la métrica g sobre D, ‘ 0, lo que es e-
quivalente , 1la funcién @ . Un primer resultado es el si
guiente ¢

IIT.3. Lema «

Sea g una métrica conforme a la mé-
trica suolidiana , g = ¢2280 y definida sobre una parte D

del plano « Untonces ,
l'graa_ 2112 = g2 [l graa  £lI2
grad, £lI7 g gr g ¥
para cualquier funcién diferenciable f definida sobre D .

Verificacibn
Puesto que g es no-degenerada , in

duce un isomorfismo entre TmD Y T;I) para todo me D .
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Existe entonces un campo de vectores , ,‘gradg f , tal que

para todo me D .
g( gradg £)(m) = df(m)

Sea (dx, dy) 1la base candnica de T? \D « En

Xy Y/

esta base , df y g se escriben respectivamente :

of ef
df = o dx + E—i dy
III.4I
: i j ¢ 2
g= L g . dx axJ, X = X, X_ = y
: 5 54
i,j=1

2
donde g, = #°= 8,5, 8, = 0= ¢, -

Sea (si— , —) 1la base dual de (dx, dy) ; en-

oy
tonces
S(Sradg £y 327')' ar ( 557')= %ﬁ
III.5.
glgrad_ f, %-) - df (55_ g _3_5_ :

3i ponemos grad f = ?1 las o~

e
8x 92 oy

cuaciones III.5 se convierten en @

8 9 * 81 92" ox
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IIT.6.

of
810 1 * 8o 12 = oy

o bien ,
2 of
e Qo i,
2 ef
¢ "

Por otra parte ,

IIT.7.
2 2 2
I gradg 4 llg = 8, ?1 + 855 qz
1 ef\2 1 8f\2
- = ( 3;) + —= ( 339

?2 2

?

de donde el resultado se obtiene inmediatamente .

En particular , esta relacidn es cierta para la fun

cibn longitud de las geodésicas , A(s, t) = [ g ds .
K(B, t)

Si la funcién A(s, t) es conocida s Dpodemos es-
tablecer una estimacién de la métrica g sobre D en tér

minos del gradiente de A , dada por el teorema siguiente:

IIT.8, Teorema .
Bajo las mismas condiciones de

convexidad dadas en II.l.1. a D, I, y g, tenemos t
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1 I 2
e a ¢ a0
4n Pﬁ Er g Gn 8

donde dd; es la medida correspondiente a la métrica g .

Area (5)5

Demostracibn
En secciones anteriores hemos enoon-
trado expresiones para el volumen del fibrado unitario ,
las férmulas II.3.3. y I.4.2. , utilizando la submer-—
gién UD - C Yy la fibracién UM - M , respectivamente.

A partir de estas dos férmulas obtenemos

IIT.9.

Area (D) = 2—3;—- J Mo, 8) sen & d& A ds
C

donde 2n es el volumen de la esfera S1 .

Entonces , s8i L es la longitud de la ocurva T ,

ITI.10.

L =
2n Area (D) =J [ A6, 8) sen & d0 A ds
()

Una integracién por partes juega un papel determi-

nante

III.1l1. - :
2n Area (D) = f (e, 8)(~cos @) '3 +
0
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n
? | g%‘ A(6, 8) cos & d© ds
0

O St

El primer término de la integral es nulo pues A(8, 8) » 0

cuando 8-> n, &€ 20 .

Por otra parte , puesto que (Ver Helgasson (5))

-:—:\ (9, s) = Ccos ©

para € y 8 como se muestran en la figura § , 1la ecua

cién III.1ll

fig. 5§

ge transforma en ¢

ITI.12

Ln o)
2n Area (D) jfx-e-(e, 8) d8 ds
00

Volvemos ahora a la otra parametrizacibn de
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C=0pxI desorita en II.l.2. , es decir , cada geo-
désica r estd determinada por una pareja (s, t) en
P x '+« BEntonces , si hacemos el cambio de variable

s =18, ©&=6(t),

Yy %% es el jacobiano de la transformacidén . TII.12 se

convierte en
ITT.13.

27 Area (D) = g% (t, 8) %%(t, s) dt das

ot
Ot

Ol - ol \2 aN \2
-2 00 ( et )+ as )T at ds .
de donde ,
I1T.14.

Ot

L
e 1. 2
Area (D) < —Z;- g 'lgrado A !L dt ds

o bien , de acuerdo con el lema III.3.

III.15.

F =N
FI"-‘
O =t
ot

Area (D) < | gradg k”i ¢2 dt ds

Si ponemos dO"8 = ¢2dt ds, dO"g es precisamente la medi-

da asociada a la métrica g , 1o cual finaliza la demos-
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tracibén del teorema .
ITI.1l6.
Es bueno notar el carécter geom8trico e in-
trinseco de la estimacidn dada por el teorema , ya que
los elementos que intervienen : 4érea , gradiente , nor-

ma , medida , no dependen sino de la métrica g .

Desafortunadamente , esta estimacidn no puede ser
generalizada para n > 2 . En efecto , supongamos que
sea cierta para una métrica g sobre un dominio D de

E“ acotado por una hipersuperficie regular I . Es decir,

vol (D, g) < 2n ff I grad ) ”2 ds A dt
donde ds A dt es la forma volumen sobre I'xI' asociada a
la métrica g . Sea g’ = kg . Entonces ,
n
Vol (0,g’) = k /2 Vo1 (D, g)

I A Il a I graa 2l
grad l gra & g

g’ g’
n-1 n-1
ds = k"3 ds , dt’ =k 5 4t
[f” grad vl as? A at? =
Par g’ g’
n-1
k 2 ff 'lgrad A ll ds A dt
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Luego la férmula es homogénea lnicamente en el caso

121": n-l, j.ee n = 2

IIT.17.

Para finalizar , si recordamos que
area (D) = [f g% &b
D
La férmula III.8  puede ser escrita :
Nl @) 2= Il Il graa |l |
l|¢ lLe(D) _ng ' grado I o” L2 (rxr)
1o cual nos da de manera explicita la estimacidn de la mé-
trica en términos de la funcidén A .
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