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EL COMPLETADO DE UN CONJUNTO ORDENADO

Victor MEJIA

El propbsito del presente artficulo es mostrar ,
cono a partir de un conjunto totalmente ordenado F ,
con dos puntos por lo menos , podemos llegar a obtener
un conjunto X toﬁalmente ordenado y completo , y lue
go dotarlo de 1la topologia del orden , para que de es-~
ta manera satisfaga todas las propiedades , vistas en
ZTZ;7 de los espacios topolbgicos completos (con 1a to

pologia del orden) .

Al conjunte X 1lo llamaremos el completado del
conjunto F . Estudiaremos algunas de las propiedades
més sobresalientes de X y la relacidn que estas pro-
piedades guardan con los oonceptos topolégicos ya ocno-

oidos .

Sea F un conjunto totalmente ordenado (por <)

oon dos elementos por lo menocs . Sea IF° la familia
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de todos los suboconjuntos de F. que sean acotados supe-
riormente . Tenemos entonces que F puede sumergirse

en Fo s en el sentido de que si a € F entonces

tal e F_.

DEFINICION 1.

Sean C1 ¥y 02 elementos arbitrarios

de Fo « Si ocualquier cota superior de Cl~ es también

cota superior de C2 s diremos que 02 < c1 .

DEFINICION 2.

Sean C1 ¥y 02 elementos arbitrarios

de F_ . Diremos que Cl es equivalente a 02 Y nota

remos Cl ~ 02 8i y solo si Cl < 02 Yy 02 X C1 .

TEOREMA 3.

La relacién ~ es una relacién de equivalen
oia .
Podemos formar el conjunte F./‘! 9 Qque denota-
remos por X , es decir , X = l"./~ .

De nueve , aquf podemos deoir que F estd su-
mergide en X . En efecto t Si a & F entonces

tat € F_, luege [1at_J € X, (como de costumbre ,
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[-3 a.!_] indica la clase de equivalencia del elemento

tal ) , yademds si a, be F con a< b entonces
[ var/< [ivi ] .
Ahora en X podemos introducir un orden <, de

la siguiente manera : Dados [Cl afe [02 o Ry

definimos
['cl_7_< [C, 7 siysolosi € < C,

Es claro que la relacidn <y estd bien defini-

da y que establece un orden total en X .

TEOREMA 4.

Todo subconjunto no vacfo de X acotado su-

periormente tiene extremo superior .

Demostracidn @

Sea Sc X, S no vacio y acotado

superiormente . Tenemos que S = Q[Co(Ji eI ?
deoir , cada elemento de S es una clase de equivalen-

oia « Como S es acotado superiormente , existe

[CJEX tal que [C(J < [CJ sy para todo e I.

Sea C = U C,. Tenemos que C_ € F_ , y afirma-
eI % R

mos que [Oo J = Sup S . En efecto 3 1)
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[ch f[Co_] y& que Cq < Co» para todo a, ¥
2) Si existe [C’ 7 € X tal que [C* _7 68 una 00—
ta superior de i [Coch xe I’ entonces C« < ¢,
para todo o « Es deocir , oualquier oota superior

M de c* es cota superior de ch s Dara todo « pues,
M es mayor que todos los elementos de C« para todo
Qs ¥ por lo tanto sy M es mayor que todos los ele:pe_r_x_
tos de Oo e Luego M es una cota superior de co ’

y asf{ tenemos que Co < C* ¢ oonoclufimos que

[e, T <[C"T -

DEFINICION 5.
El conjunto X = F°/~ se llama el com-
pletado de F .
Es importante notar que X es consistente (con

respecto al orden) con F, es deoir , a< b si y

solo Bi [lafj:[l_b!].

TEOREMA 6.
Sea B un suboconjunto de X , no vacfo y

acotado inferiormente , entorces B tiene extremo i._r_l_

ferior .

106



Demostracidn

Sea A = jaceX t a es una cota infe
rior de B} . Se tiene que A # ¢ Y A es acotado supe
riormente , 1luego el Sup A existe . Llamemos Sup A = «.
Afirmamos que o= Inf B . En efecto : supongamos que «
no es cota inferior de B 3 entonces existe b e B tal
que b ¢ a y por el Lema 1.1 , existe a € A tal que
b <a < . Pero a es cota inferiorde B y be B,
por lo tanto a < b (absurdo) « Por lo tanto , o es
cota inferior de B . Ahora si ¢ es cota inferior de
B, entonces c & A, 1luego c < O Por lo tanto «

es la mayor de las cotas inferiores . De esta manera ,
concluimos que o = Inf B .

Ahora si S € X y no es acotado superiormente es-
cribiremos que Sup S = @ Yy si S no es acotado infe-
riormente escribiremos que Inf S = -— . Es inmediato

el siguiente

Corolario

£l completado X de F , es un conjunto
completo .

Nuestro propbsito inmediato , es demostrar que X
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es el conjunto completo mds pequeno , que contiene a I .
Con este fin , enunciamcs dos Lemas , el primero de los

cuales es obvio y , por lo tanto , no damos la demostra

Sea iF)‘l una coleccidn de conjuntos to-

AeE A
talmente ordenados y tal que F)\g ¥ y cada F)‘ es

completo , entonces [l F, es completo .
AE A

LEMA 8.

Sea x en X , entonces existe S c¢ F, ocon
S acotado superiormente en X y tal que x = [SJ.
Ademés , como se puede considerar a S como un conjun-
to de puntos de X , es decir , S = }[ L_y;],y‘e S,

tenemos que Sup S = x = [3_7 .

Demostracidn

i) Notemos que S es acotado supe-
riormente en X por X = [8_7 e En efecto ¢t 8i M
es cota superior de S (en X) entonces y <M, para
todo ye S, 1luego tyt <S8, para todo y€ S , es

to es [iyljf[s_] para todo y € S . As{ que
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By 7,
ii) Supongamos que [TJ (con T c F) es cota
superior de S , o0 sea S « [’I‘J y esto es

[ } y;J_<_ [TJ para todo y € S, o sea toda cota su

perior de T es cota superior de tyt, para cualquier
yeS . Asf , toda cota superior de T es cota supe-
rior de S y por lo tanto [8_7 < [TJ - Luego
Sup S = x = [SJ .

Concluimos por lo tanto que para cualquier a en
X, existe Sc F tal que a=SupS=/5S/ . Este
hecho lo utilizaremos en la demostracibén del siguiente

teorema :

TEOREMA 9.

El conjunto X obtenido a partir de F es

el conjunto completo més peque;xo que contiene a F .

Demostracién
Supongamos que Fl es un conjunto
completo tal que Fc F c X (se puede tomar de esta

forma por el Lema 7) . Vamos a demostrar que Fl =X .
Basta ver que X c Fl . Sea a € X, entonces existe

SCcF tal que a - [SJ = Sup S (en X ). Supongamos
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que a ¢ F, - Como S ¢ ]F‘1 y Fl es completp , enton
ces Sup S existe y esta en Fl . Sea b= Sup S (en
]Fl) . Entonces b E Fl Yy como Fl_c_ X, entonces b € X,
luego existe un subconjunto T de F , acotado superior—

mente y tal que Db = [’I‘J = Sup S « Ahora , para todo

y € S se tiene que
[}yijfz__TJ-SupS,luego [SJ_<[T_7.
Por otra parte , sea M € F una cota superior de

S, entonces s8i M no es cota superior de T , existe

z €T tal que M 2z . Entonces tenemos

[sT <Ly T [ 428 ] <[]

Pero [/ tMi_J € Fc F,, luego VAR S OVA- F, . Como
Sup S = [TJ en Fl y entonces [T_] es la menor de

las cotas superiores de S en Fl y ademids tenemos que
[SMQJ es cota superior de S con [/ iMi_/ <[T_7,

lo cual es absurdo .

Estudiamos ahora 1a "adherencia" de cualquier sudb
conjunto S de X « Como no se ha dotado a X de ningu-
na topologia (en particular , de la topologfa del orden,
que es la que nos interesa) , debemos dar una definicidn

adecuada de '"adherencia" , basindonos en los conceptos
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de que disponemos . La definicidén de manera natural ,
debe ser consistente con el concepto de adherencia o clau
sura en espacios topoldgicos , en el sentido de que di-
cha definicidn debe satisfacer todas las propiedadss prin

cipales que caracterizan a la adherencia .

DEFINICION 10.

Sea S un subconjunto de X . Definamos

s°=sU tswalacst uimes | Bc s}y

En esta definicidn , s® se llamarad la adherencia de S .
También es claro que en la definicién de S° debemos con
siderar todos aquellos subconjuntos A y B de S para
los ocuales Inf B y Sup A existen , es decir aquellos
subconjuntos no vacios de S , acotados superiormente o
inferiormente . En seguida enunciamos un teorema , en
el cual se estudian todas lasg propiedades de la adheren-

oia s° y de un conjunto S .

TEOREMA 11.

Sea S c X . Entonces la adherencia s® de

S goza de las siguientes propiedades .

1) scs°
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2) S es completo si y solo si S = g° .
3) s® es completo .

4) s® es el conjunto completo mis peque;o que con

tiene a S , es decir ,
s =NiF | F es completo y F 2 Sj.
5) Si Ac B entonces A° c B®, donde
A y BcX.
6) (s°)% s .

7) Si A y B son subconjuntos de X , enton-

ces (A UB)® =2a°uUB°®.

c
8) §°-9 -
9) si s c X y S es acotado superiormente , en

tonces S° tiene méximo .

Demostracién

1) Es claro .

2) Supongamos que S es completo ; Dbasta ver
que 8° €cS. Sea x€E s°® , entonces x € S &6 axiste
A c S, no vacfo y acotado superiormente tal que x=Sup A,
6 , existe B c S, no vacio y acotado inferiormente tal

que x = Inf B. Si x€ S, queda demostrado . Si
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x=SupA, 6, 81 x=1Inf B, como S es completo ,

se tiene que x & S .

Ahora supongamos que S = g® ysea AcS, A no
vacio y acotado superiormente , entonces A cX y A es
acotado superiormente en X , por lo tanto Sup A = b
existe con b en X . Pero como A cC S, entonces
Sup A € g® y por tanto Sup A € S . Luego S es comple

to .
Nétese que , dado 2) s la adherencia de X es

X , puesto que X es completo .

3) s® es completo . En efecto : seca A g S ,
donde A es acotado superiormente en X . Por defini-
cién de s° s una cota superior debe pertenecer a g° i
Entonces A =BU CUD , donde BcS, y C es un con
junto formado por algunos puntos que son extremos superio-—
res de subconjuntos de S , y D es un conjunto formado
por algunos puntos que son extremcs inferiores de subcon-
juntos de S . Consideremos el caso general en el cual
B / ? o / q y.% D / q e« Tenemos que B, C y D
son acotados superiormente en S° (y por lo tanto en x),
luego Sup B, SupC y Sup D existen, y , ademéds ,
Sup A es igual a uno de los valores SupB &6 SupC &

Sup D « Estuadiamos cada caso t
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i) si Sup A = Sup B entonces Sup A E‘S°

ii) Supongamos que Sup A = Sup C 3 como

C =¢{Sup E IE_C_S} sy B8ea entonces

M=UIE | SupEect, entonces M €8,
M % ? y M es acotado superiormente , porque si 2z € M

entonces 2z &€ E para algin E € S , entonces

z < Sup E < Sup C , por lo tanto Sup C es una
cota superior de M . Se deduce que Sup M existe y a-
firmamos que Sup M = Sup C . Para demostrar esta altima
afirmacidn , solo nos resta mostrar que Sup C es la me
noyr de las cotas superiores de M j3 para esto , sea y
tal que y > x para todo x en M 3 pero x € E para
algin E € M , entonces y > a para todo a € E , en-
tonces y > Sup E , cualquiera sea E e M, entonces
y> c, para todo ¢ € C 4, luego Yy > Sup C 3§ por lo

tanto Sup A = Sup C = Sup M € Sha

iii) Supongamos que Sup A = Sup D . Sea x € D y
x % S , entonces existe Dx €S con x = Inf Dx « En-

tonces ocurren los siguientes casos

a) Si todo elemento de D_ es una oota superior

de D, entonces x = Sup D = Inf Dx sy oOoOn Dx cS, en-
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tonces

Sup D = Inf Dx € g°

b S1i no exist )
) ’ Xiste yx € Dx tal que yx no es co

ta superior de D .
Sea N = }yx € Dx xe Dy} .

Tenemos Nc S, N % Q Y N es acotado superior-
mente por Sup D, por lo tanto Sup N existe y afirma-
mos que Sup N = Sup D . En efecto : sea yx &N, el
trario , entonces yx € Dx y yx no es cota superior de

D entonces yxf Sup D .

Ahora supongamos que 2z > yx para todo. y_ € N .
Si se cumple que Sup D > z , entonces existe x en D
tal qua 2z < x < Sup D . Para dicho x, existe Yy € D
y yx no es cota superior de D y x = Inf Dx « Tene-
mos entonces Y > x> z , lo cual contradice la hipote
sis 2z > y  para todo Y, E N . Por lo tanto debemos te

X

ner + Sup D < %z . De esto concluimos que
Sup A = Sup D = Sup N € s°
Asi queda demostrado que s® es completo .

Las demostraciones de los demds apartes del teore-

ma se de jan al lector .
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SEPARABILIDAD
Antes de introducir el concepto de

separabilidad , hablamos rdpidamente del concepto de 11
mite de una sucesidn de elementos de X , puesto que en
el estudio de la separabilidad , utilizaremos el concep
to de sucesién . Empezamos pues , dando la definicién

de 1limite de una sucesidn creciente .

DEFINICION 12.

Sea a A, € eso < 8 <« «es UNaA suUCE-
1< 2 e n .

sién oreciente y acotada de elementos de X . Diremos

que la sucesibn | an} converge si existe a, € X tal

que a < a , para todo n, y si a < b para todo

n , entonces ao < b .

El elemento a  se llama el limite de la suoce-

8idn a, } ¥ se nota

a = Lim a
n - @

Nota

Si t an! es una sucesidn creciente y acota-

da , entonces Lim a existe . En efecto , s8i to
n - ®
®
mamos S = U lanl y entonces ScX, y S es a-
n=1
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cotado superiormente , luego Sup S existe . Ks claro

que
Sup S = Lim a
n - o
De manera an&loga se define Lim a_ , para su-

n
n > @®

cesiones 1 an! decrecientes y acotadas , 1las cuales

también convergen .

DEFINICION 13.

Se dice que un conjunto totalmente orde-
nado F es separable si existe un subconjunto D de F,

numerable y denso en F .

Hasta ahora hemos visto , que dado F se puede
hallar su completado X , en el cual se satisface la
completez . Sin necesidad de construir el completado X
de F , podemos hacer que en F se satisfaga la comple
tez , 8i se le agregan a F las condiciones de separa-

bilidad y la convergencia de toda sucesidn decreciente

(o ocreciente) y acotada .

Para demostrar esta afirmacidn necesitamos prime-

ro un lema .

LEMA 14.

Sea S c F', ocontable y acotado superiormente,
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Si toda sucesidn creciente y acotada de elementos de F

converge , entonces existe Sup S .
Demostracidén

Sea S-{Snlkelﬂl.

Supongamos que S no tiene miximo (si no , el

méximo de S es igual al Sup S) .

Sea

sl-;xes|x> st A Q. Sea s yES
Ahora

32 =} XE S1 | x> s, ¥y x> ®n(1) i ¥ ¢
Sea

sn(z) € 32 Y sea

S3 =}xX € S | X > 8,y y x> en(z)lz / ?

2

Sea 8n(3) € S3 Y continuamos el proceso indefinidamen
te , entonces obtenemos una sucesibén i sn(k)' K 0 Que
es crecients y acotada superiormente , entonces por hi

pdtesis existe Lim s {4 g 8 . Evidentemente
R ik o

8 > L para todo n , 1luego s es cota superior de

Si t es cota superior de S , se tiene que
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t > sn(k) sy para todo k , asi que

t> le S =S .
N k - @ n(k)

Esto comprueba que . Sup S .

TEOREMA 15.

Sea F un conjunto totalmente ordenado y
separable y S ¢ F acotado superiormente . Si toda su-
cesidén creciente y acotada de elementos de F converge,

entonces existe Sup S .

Demostracién
Supongamos que D = idni new °°
denso en F . Supongamos que S no tiene méximo (si no,

el méximo de S es igual al Sup S) .

Dado a &€ S , existe b&E S con a«< b . Ahora
como b €& S, existe c €& S5 tal que b« ¢ . Conside-
ramos el intervalo abierto (a,c) 3 se tiene que (a,c)
e8 una vecindad de b , por tanto existe un da €D
tal que d_e (a,0) . El conjunto S_={d_ | ae sy
@3 contable y acotado superiormente , entonces por Le-

m& 14 , existe

- -Ao
Sup So Sup.jd‘ l a & S}
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Se tiene que A > da > a para todo a € S . Lue-
go M\ es cota superior de S . Por otra parte , si y
es una cota superior de S , entonces Yy> ¢, para to
do ceS5, yasi y> d_, para todo aE€ S, esto es

y > Sup !d& I a € S{ = Sup S° = A . Por lo tanto

SupS = A .

TEOREMA 16

Sea F +totalmente ordenado . Entonces to-

da sucesidén 1} an! de elementos de F contiene una sub

sucesidén mondtona .

Demostracidn
Supongamos que anf no contiene
ninguna subsucesidén creciente . Entonces hay un primer
indice k tal que ak+j < a_ para todo j > 1 . Hace-

mos a - ak y consideramos todos los términos
!

a ees « De nuevo , ocomo | an' no ocon-

y 8 »
n1+1 n1+2

tiene subsucesiones corecientes hay un primer indice

k> 1 tal que A HA k+ ] < . * k para cada j > 1.

1 1
Hacemos TRl Yy consideremos los térmi-
2 1
nos an2+1 ’ an2+2 9y eee 4 para determinar ah3 y 6tc o
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La subsucesidn infinita i a s8 8 ,... j o8
1 ™M™
decreciente .
TEOREMA 17.

Sea 8 wun subconjunto de X , entonces

Demostracidn
Veamos primero que §'g N, Sea
peS, entonces peS & peS’, 8i peES y esté
probado « Si pe S’ y pf¢g S, entonces siempre se-

r4 verdadero uno de los siguientes casos

1) T=(-w,p) NSfF &
i1) Ve (p, @) NS4
Supongamos que ocurre el caso i) $ para el caso

ii) se procede de manera andloga .

Como T { ¢ » sea q € T, entonces q < p y
QES. Sea A = zrh,p _7 NS « Se tiene que A cC S y
Afdgy (qenr).

El conjuntc A es acotado superiormente (por p),

luego Sup A existe y Sup A <p . Si Sup A = p,

queda probado . Si Sup A = o< p entonces no existe
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ningn punto x en S tal que o< x< p (+) « Porque
si existiera x en S con A <x< p, entonces

Q< C <X ¢P luego x € (a,p) N Sc A y asi se tendria
x en A ocon x> of= Sup A, 1lo cual es absurdo . Sea
O=(x, ®») . Entonces pe O (pues p> o) y como
O es abierto y p es un punto de acumulacién , O tie
ne puntos x de S distintos de p , por fanto estos
puntos x tienen que ser mayores que p [/ ver (-r)J §
Sea B-(p,m).ﬂS entonces ngs yv Sdilhe R
firmamos que p = Inf B . En efecto t p es cota ihfe;
rior de B y s8i & es otra cota inferior de Br con
> p, entonces para todo x en B, x : 5 . Consi
deremos el abierto O1 = (€, 8) . Como x<p<b,
se tiene que p € Ol sy por tanto 01 debe contener
buntos de S distintos de p . Sea v E 01 1S ocon
v/p, entonces <€ v<d y vVES .. Pero o< v<ep
no ocurre / ver (+) 7/, luego v > p , por tanto

ve (p, ®) y veEe S} entonces veB oon vc b,
lo cual es absurdo , pues O es cota inferior de B .,
Conclufmos por tanto que p = Inf B . Resumiendo tene-
mosque 0o pES & p=SupA, donde AYg, AcS
Y A es acotado superiormente & p = Inf B, donde

B / ¢ 9y BCcS y B es acotado inferiormente . En
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: . e
cualquier caso se tiene que p e S .

Ahora vemos que S° < S . Seaivpug s¢ y entonces
peS, &6 p=SupA, paraalgin AcS, A¥ ¢ y aco
tado superiormente , 6 , p = Inf B, para algin B c S,
B f ¢ y acotado inferiormente . Si p e S, entonces
P E §oi s P = Sup A, tomemos cualquier conjunto a-
bierto O que contenga a p 3 como O es la unidén de
intérvalos abiertos disyuntos , existe un intervalo a-
bierto contenido en O y tal que p € 0 § luego basta
estudiar el caso cuando O es de la forma (c,d) con
p en (c,d) . Sea entonces (c,d) un intervalo arbi-
trario tal que p € (c,d). Afirmamos que existe x € A
tal que x> ¢, porque si para todo x & A , 8e tiene
que x < o , entonces o seria una cota superior de A
y © <p = Sup A (absurde) . Por lo tanto , existe x
en A tal que x> o . Como x € A entonces X < p«< 4,
luego x € (c,d) N A c (¢,d) 1 S . Por lo tanto cual-
quier abierto que contenga a p , contiene puntos de S

distintos de p .

Ademis de estas propiedades que satisface el com-
pletado X , oumple también todas las propiedades topoléd

gicas estudiadas en el articulo "Ciertos tdépicos de la
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topologia del orden" , porque como lo habiamos dicho an-
tes , hemos supuesto que X estad dado de la topologia
del orden .

En lo que sigue , que es una especie de apéndioce,
dotamos a X de una propiedad adicional que es muy pare-
cida a la propiedad de densidad . Utilizando esta propie
dad demostramos que X no es numerable Yy conéluimos este
articulo , viendo la relacidén que existe entre X (dota
do de esta propiedad) y los nfimeros reales .

Supongamos entonces , que X satisface la propie
dad adicional 3

(P) Si a,be X con a < b, entonces existe
c € X tal que

ac<c<be.

TEOREMA 18.

La propiedad anterior (P) es equivalente a
(P.1) Para todo a € X, tenemos que
Supjx e X I X< &y} =a.

Demostracidn

(P) =» (P.1) . En efecto s Sea

a8 € X y consideremos el conjunto A = {x € X l x< al .
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Tenemos que A es acotado superiormente , luego Sup A
existe , y afirmamos que Sup A = a . Fn efecto : i)
a es cota superior de A y ii) si b es otra cota su
perior de A con b ¢ a, existe c &€ X tal que
bcocaj como ©c <«<a, entonces ce A y c> b,
lo cual es absurdo , pues b es cota superior de A .

Por lo tanto tenemos que b> a y asi a = Sup A .

Veamos ahora que (P.1) == (P) . Sean a,b e X

con a<b.

Consideremos el conjunto B =t x € X l X ¢« bt 3
entonces a&€ B y Sup B= Db . Si para todo c¢c € B se
tuviera que ¢ < a , entonces a seria cota supcrior
de B, 1lo cual es absurdo , pues b es8 la menor cots
superior « Por lo tanto , existe un c¢c € B tal que

a8 ¢C ycomo b=SupB y Db ¢ B, entonces c¢c < b ,

es decir , existe ¢ € X tal que a< c< Db .

TEOREMA 19.

La propiedad (P) es equivalente a 13
(P.2) Para todo a € X, tenemos que

Inf;xsl'a« Xj =a.
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Demostracién

Andloga a la del Teorema anterior .

TEOREMA 20.
Sean I1 = [al,blj ’ I2 = [32 ’ b2_7,...
una sucesidn de intervalos cerrados tal que

I,>I,> Iy ceee (con 8, b, € X)

2

entonces existe un punto comin a todo intervalo Ii .

Demostracidn

Como I, o 12 313 5 «se 4 entonces

815 525 5350~o, y, ceese b Sb2—<b1.

Afirmamos que a < bn para todo my, n € W . Por
que si m > n , entonces LIRS bm-f bn Yei m<n en
tonces a < a < b . Agf{ cada b_ e8 una cota supe-

m- n n n
rior para A =} 81y 85, 2y, eseyl o luego Sup A exis
te . Sea p = Sup A, entonces p < bn s, para todo
n € N, puesto que cada bn es una cota superior para
A y p es la menor de las ocotas superiores . Ademés
a <P, para todo ne€ N, puestoque p es una cota
superior para A = ial, 32, 83, eseyg } o Luego para to-
do ne N, tenemos que a <P« bn s por lo tanto

P E In - [an, an . Se concluye asi que p es un pun
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to comin a todo intervalo .

TEOKEMA 21.
Supongamos que X goza de la propiedad (P).

Entonces X no es numerable .

Demostracidn
Sea A = [—a,b_7 cX, con a,beg X

Yy 8 ¢b .

Supongamos que A eg nurerable . Enumeramos los
elementos de A como A =} X190 X9 X3y cce 9 o Cons-
truimos una sucesidn de intervalos asi : como a <b,
existe ¢ tal que 8¢ c< b y existe d tal que

a¢ Cc d<¢ b e Consideramos los tres subintervalos ce-

rrados de [Th,b _7
L petd % ya A [ d,0 /] (1)

Se tiene que x, mo puede peftenecer a los tres subinter

valos « (Si x ee uno de los puntos extremos entonces

1

pertenece a dos intervalos) .

Sea I,'= [Tkl, b1_7 uno de los intervalos de (1)
i d
tal que X, ¢ I1 « Como &) < bl , existe °, ¥ 4

tal que 8 < 0 < dl < b1 .
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Consideramos los tres subintervalos cerrados de
I, = [8, b/
2
Loy 0] £ of a5l oo Ly, v/ i

Similarmente sea I, uno de los intervalos de (2) con la
propiedad de que x, i 12 « Continuamos de esta manera , Yy

asi obtenemos una sucesién de intervalos cerrados .
L 3
Ilj 123 13 b (3)
tal que x # In s para todo ne N.

Pero per el Teorema anterior , existe Yy € [—a,b_7 tal
que y pertenece a todo intervalo de (3) . Como

YE A= !xl, Xy X3y ooy { , entonces y = x s Dpara al
gan m . Pero por nuestra construccidn y = xn f Im lo
cual contradice el hecho de que y pertenece a todo inter-
valo de (3) . Luego A no es numerable , Yy por consi-

guiente X no es numerable .

Para finalizar este articulo veamos qué relacibén po-
demos establecer entre X Yy el cuerpo R de los nimeros
reales . Se puede ver que hay una correspondencia uno a
uno entre X y R, 8i X no es acotado superior ni in-

feriormente y si lo dotamos de la condicidén de separabili-
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dad y de la propiedad (P) s Vvistas anteriormente .

Para probar esta ultima afirmacibén , tomamos
a,b € X arbitrarios con a< b y sea !xni un conjunto
contable denso en [Th,b;7 .
Sean xk entre a y b con subindice minimo .
1
xk2 entre x v b con subindice minimo .
1
xk entre a y x con subindice minimo
k
3 1
etc .

En seguida establecemos la siguiente corresponden-

cia

b P s 1

i A

‘kl 2
;3_ :

’1(2 4

iy D

*x 4

etoc. a o] X b
g s
R J N L] L] L L x
l \v \‘i 1\ B J v/ l B
0 1 i 1 v w3 1
4 2 4
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Establecemos asi una funcién @ 1} x | ~ racio-
nales con denominador 2n Q es mondtona . Ahora

sea C E [fh,b;7 s © arbitrario § como } xnt es denso

en [_é,b_7' existe una subsucesidn !xsi creciente y
n
tal que X - o entonces Q?(xs )i es una sucesién
n n

creciente y acotada 4, luego converge . Llamemos

?(o) = Lim q(x8 ;

n -+ o n

El valor ?(c) estd bien definido , porque si lxt t
n

es otra sucesidén creciente tal que X - c , entonces,
n

Lim Q(xs ) = Lim q(xt ) = q(c) . De lo contrario ,
n - ® n n -+ ® n

Lim (x )=v y Lim (P(xt ) =w con vgw en
n- ® ®n n - o n

tonces entre v y W existe un racional con denomina-

dor 2" s 1lo cual es absurdo . Si existe un tal racio-

nal , digamos z ’ tal que vVe-—S— < w y esto
et 2n
significa que existe x, E x 1 tal que
i

Xg < X < X, o, para todo O ! todo tn « Como

x =*o y x =0, entonces x =o y asf{
n n i

Q(o) - q(xki) es Unico por la construccién de ¢ .
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Ahora sea } xn! denso en X . Al elemento x, le

asociamos O , al elemento x, le asociamos 1 , al me-
nor X tal que X, > X, le asociamos 2 , al mayor X

tal que xr < xl le asociamos -1 y asi sucesivamente ,

entonces hemos establecido una correspondencia uno a uno
entre X y R. Porque s8i a y b estdn en X con
a ¢ b entonces existe una gucesidén } X, } creciente

n

cre

tal que Lim x_ = a Yy existe una sucesidn j x, i e
n

n->ao n

ciente tal que Lim xt il

s entonces
n-o n

Lim x, ?(xs ) = ?(a) ER ¥y Lim (P(xt ) = ?(b) € Re.
n-® n n. n- n

Como a < b, exiate X, E}x i tal que a < X, < b
i i

y Q(xk ) = —EE donde r es un entero y n un natu-
i 2

ral . Tenemos entonces que ?(a) < —55 < ?(b) y asi
2

?(&) < ?(b) sy luego Q es ‘1 ~-1.
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