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CORCHETE DE LIE DE DOS CAMPOS VECTORIALES Y SU
INTERPRETACTON GEOMETRICA

Gilma RODRIGUKZ DE VILLAMARIN

En el presentes articulo se dan sucesivamente los
conceptos necesarios para llegar a definir el Corchete de
Lie de dos campos de vectores y obtener su interpretacidén

geométrica .

VARIEDAD DIFERIENCIABLE s

Una variedad topoldgica M , de

dimensién n , es un espacio topolégico de Hausdorff don-

de cada punto poseo una vecindad abierta homeomorfa a un a

bierto de Rn .

ﬂ : f(u)
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Para cada punto m de M , se llama carta local alrededor
de m a la pareja (U,¢) donde 17 es la vecindad abierta

de m y ¢3U‘* ¢(U) es el homeomorfismo local correspon—-
diente .

Dos cartas locales (U,d) y (V,W) alredsdor de
un punto m de M se dicen compatibles Ca’, si

¢oql'1x puwnv) >gwnv) , y,
IP0¢-1 s g(unv) - y(u N v)

son homeomorfismos de clase C

Una coleccién de cartas locales A= '(U1’¢1)| tat
de una variedad topolégica M se llama atlas , si cumple
las siguientes propiedades @

i) La coleccién de abiertos tU b g forma

un recubrimiento de M : M = U Ui
iel
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ii) Dos cartas locales cualesquiera de A son

compatibles CO .

Un atlas A s8e dice maximal , 8i contiene a to-

da carta compatible con las del atlas .

La pareja (M,A) define una variedad diferencia
ble n dimensional de clase ¢®. La estructura diferen-
oiable sobre M estd dada por el atlas A , el cual se o

mite usualmente refiriéndose sdlo a la variedad M .

Dadas (M,A) y (N,A’) dos variedades diferen-
oiables de dimensién n y m respectivamente , una apli
cacién continua f : M » N ge dice diferenciable de cla-
se C® si para toda oarta (U,f) de A y (V,Ill) de A’

con £X(V)Nu ¥ § , 1la aplicacién

Pefo gt g(£2(v) nv) - ¥(v)

es diferenciable de clase Cm

giflv) v)




Es deocir , la diferenciabilidad de la aplicacidédn f se
tiene , 8i pasando localmente por las cartas , se tiene
la diferenciabilidad de la aplicacidn quq¢-1 entre

los abiertos correspondientes de r" y ol

ESPACIO TANGENTE 3
Consideremos una variedad difersnciable

M yunpunto m de M . Se notard con F(M,m) al con-
junto de las funciones de valor real diferenciables ¢P

en una vecindad del punto m .

Uin vector tangente a M en el punto @= , nota-
do X(m) es una forma lineal sobre el &lgebra de las fun

ciones F(M,m) que satisface la siguiente condicidn ¢
X(m)(£+g) = X(m)(f) - g(m) + £{m) - X(m)(g)
donde f,g € F(M,m)

El conjunto de los vectores tangentes a la varis
dad M en el punto m , constituye un espacio vectorial
de dimensién n , 1llamado sspacio tangents y notado TRM,

oon las operaociones i

1) (X(m) + ¥(m))(£) = xX(&)(£) + T(m)(£) § f & FP(M,m)

i1) (a X(m))(f) = a+X(m)(f) 3 ae R
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En lo que sigue se considerarirn vectores tangentes
determinados por ourvas en la variedad M .

Una ourvea ( en una variedad M es una aplica-

o

¢idn diferenciable C de un intervalo real en M .

Une ourva O determina una forma lineal (1¢(t)
gue como se veri s un vector tangente a M en el punto
m = {(t) definida por

C‘(*(t) s F(M,m) - R

£ = o (%) (£) = (£ou()’ (%)

4 m=( (t) >

B i AL P b

(1) (X*(t) es una forma linea) , pues dados

a,be R y f,g € F(M,m) se cumple @

o, (t) (atsbg) = a i (t) (£)+> o (¢) (g)

En efecto 3
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o (¢) (af+bg) = ((af+bg)e )’ (t)
= a(fed )’ (t) + v(god )’ (t)
= a0 () (£) + bed_(t) (g)
(2) d’(t) es un vector tangente pues dados

f,g € F(M,m) se oumple 1

((£-g)od()’ (¢)

((fod)+( go))’ (t)
(£e0()? (£) - (o) (t) + (£foo)(t) (go0()’ (%)

o, () (£)-g(m) + £(m) o_(t) (g)

o, (¢) (£-¢)

]

Consideremos ahora el conjunto T(M) de todos

los vectores tangentes a la variedad M: T(M) = U Tm(M)
meM

y la proyeccidn canénica : x s T(M) - M

X(m) > m

A partir del atlas A = i (U, ¢i)'151 de la variedad M y

llamando 8, al isomorfismo que existe entre cada espacio

vectorial n-dimensional T (M) y Bn, se puede definir u
m =

na topologia y una estructura diferenciable en T(M) « Se

oonsideran las biyecciones 1
8% e Y o i ™
i i i

X(m) > (m,g (X(m)))
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y se toman como abiertos para la topologfa de T(M) a las
reuniones de imigenes reciprocas de abiertos de Ui x R".
Cada carta local (Ui’ ¢1) de M induoe una carta local

(n-I(Ui), pi) de T(M) donde °, ©8 el homeomorfismo

0, 1 x_l(Ui) - ¢.(U) x r"
Xm = (g, (m), g (x(@))
Se obtisne el atlas A’ =i (n—l(Ui), pi)!iEI con el cual

T(M) es una variedad diferenciable 2n dimensional de

clase C%,

CAMPQO DE VECTORES ¢
Un campo de vectores X de clase c®

sobre una variedad M , es una aplicacidn diferenciable
Xt M->T(M) de clase C®, que a cada punto m de M
le asigna un vector tangente X(m) del espacio tangentse
T (H)

Xt M - T(M =U r17m(m)
meM

m > X(m) ¢t F(M,m) =R
£ > X(m)(£) = (X£)(m)
Luego si X es un oampo de veotores , para toda funcibdn
diferenciable f € F(N,m) do clase C® ge determina una

nueva funcidn diferenciable Xf & F(M,m) de olase C°
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definida naturalmente por : (Xf)(m) = X(m)(f) y que sa-

tisface las condiciones
(1) X(af+bg) = a X(f) + b X(g) 3 a,b € R
(2) X(feg) = f Xg + g Xf

De esta manera se puede reconocer un campo de vectores
por su accidn sobre los elementos de F(M,m) . Por cum-
plir las propiedades (1) y (2) se dice que X es una

derivacibén del algebra F(M,m) .

Los siguientes hechos serén usados posteriormen-

te .
Dada O una curva diferenciable C® en la va-

riedad M , es decir , una aplicacidn e de un interva
lo real I en la variedad M, si 0e I , y O (0) = m,
se puede demostrar

(a) Si (X*(O) =0, es decir si el vector tan-
gente a M en el punto m = o (0) es el vector nulo sy ©n
tonces la siguiente funcidn L(m) define un vector tan-

gente a la variedad M en el punto m = (0 ) :

L(m) ¢+ F(My,m) - R
£ > L(m)(£f) = (£o0()” (0)
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Basta verificar que la funcién L(m) es una derivacién

del &lgebra F(M,m)

(1) L(m)(af + vg) = a L(m)(f) + b L(m)(g) 3 a,b e R
(2)  L(m)(f-2) = L(m)(f)-g(m) + £(m)L(m)(g)

Se mostrard (2) y se deja al lector verificar (1) .

Verificar (2) es equivalente a verificar la identidad
((£+8) e A )?(0) = (fo ) (0)-g(m) + £(m)+(god )’ (0)

En efecto t ((f+g)o O ) (t) = / ((fegod ) (t)
= [d, (¢)(£-8)_]"

L (2)
= /( £0()? (t)+(go)(t) + (£ )(t) (g0 )? (¢) 7°*
= [ (£fo()? (%) (god) (t)_7 ' + [ (fod) (t)+(god)’ (t) 7/
= (fod)” (t)*(god()(t) + (£fod()? (t)*(god()’ () +

+ (£60()? (£)+(got)? (t) + (£o() (t)-(god)?” (%)
= LA, () (£)_7 %« g(d (1)) + 2 A_ (£)(£)+(go)? (1) +

+ £(d (8))-LA_(2) (8) )

Para t =0, se tiene A (0) = m , y, d*(O)- 0, y

entonces @

LA (0X£-g) 7" = [A_(0)£)_/’g(m) + £(m) - [A_(0)&)_T"

la cual es equivalente a la identidad propuesta .
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(v) Consideremos la ocurva /3 definida para niime-

ros positivos del intervalo I por : Jf3 (t2) - o (t) .

Si a(B3(t)) es el vector tangente determinado
por la curva 3 en el punto 3 (t) , el vector tangente
L(m) definido en la parte (a) por la curva « en el pun

to m= O (0) oumple la relacidn :

L(m) = 2 1im L8(B (v)

t »0"

//B

In [0 o)
Ee decir , para toda f € F (M,m) se cumple ¢

L(m)(£) = 2 1im LB () ()
t -0

El veotor tangente L(m) determinado por la ocurva O en

el punto m = O (0) estd dado por :
L(n)(£) » (£o ) (0) s fe&F(Nn)

Por otrs parte el vector tmgonfo a(f (t)) determinado
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Basta verificar que la funcidn L(m) es una derivacién

del &lgebra F(M,m)

(1) L(m)(af + bg) = a L(m)(f) + b L(m)(g) 3 a,b e R
(2)  L(m)(f£:g) = L(m)(£)-g(m) + £(m)<L(m)(g)

Se mostrard (2) y se deja al lector verificar (1) .

Verificar (2) es equivalente a verificar la identidad

((£eg8) 0 A )" (0) = (fo )”(0)-g(m) + £(m)+(go )’ (0)

En efecto : ((feg)o o )’ (t) = [((f~g)°d P (t) _7’
= [d_(¥)(£-g) ]
L (2)

= [ ( £00() (t)+(gc0)(t) + (£ ) (t) (go)?® (¢) 7°*
= [ (£a0()? (£)+ (o) (£)_7* + [ (£od) (t)+(god)? (¢) _7*
= (£o0()” (£)*(go0() (t) + (fod()? (t)=(god)’ (t) +

+ (fod)? (£)2(go0)’ (£) + (fo() (t)<(goQ)” (%)
=LA, (£)(£)_7 % g(d (£)) + 2 d_ (£)(£)(go)? (t) +

+ £(d (¢))-LA_(2) (&) _/

Para t =0, se tiene O (0) = m , y, d*(0)=0, y

entonces @

LA (0Xt-8) 7" = [A_(0)£)_/’g(m) + £(m) - [A_(0) &)/’

la cual es equivalente a la identidad propuesta .
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(v) Consideremos la ourva /3 definida para niime-

ros positivos del intervalo I por : J3 (¢2) = o (t) .

Si G(B (t)) es el vector tangente determinado
por 1la curva 3 en el punto 3 (t) , el vector tangente
L(m) definido en la parte (a) por la curva ( en el pun

to m= 0 (0) oumple la relacién :

L(m) = 2 1im G(B (t))
t =0

G(B(t)) B
L(m)

~

m=0 (o)

T s

d/ /B
0 R

o
In [0 ,)

Ee decir , para toda f & F (Mym) se cumple :

L(m)(£) = 2 1fm G(B ())(¢)
t-+0

El vector tangente L(m) determinado por la ocurva O en

ol punto m = O (0) estd dado por :
L(m)(£) = (£ 0 ) (0) sy £e&Pn)

Por otrs parte el vector tmgonio a(f (t)) determinadeo
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por la curva f3 en el punto f3(t) estd dudo por
G(B (£))(£) = (£o3Y (1) = B_(t) (£) 5 £ & F(¥,m)
Se desea demostrar entonces gque :

(fo( )?(0) = 2 « 14im L(£oB3) (1)
t -0

lo cual se deduce fécilmente del hecho de gue o = 3o ¢

donde N
g:1 - II’I[O,+<D)

t > g(t) = t°
y por lo tanto @’(t) = 2t 3 @”(t) =2, @’(0)=0, F»(C)=2

En efecto
(fod( )” (+) = / ((£of3) o @)’ ()7’
= [(£oB3Y (#(1)) - ¢ (¢)_T?
= (£o3)(£(t)) « #'(+) + (foB) (4(t)) -@7(t)

Tomando limite cuando t -0

(£00( )” (0) = 2 «1im  (fof3) (%)
t-0

CURVAS INTEGRALES s
Si X es un campo de vectores Cm

sobre una variedad M , una curva integral  que parte

197



de m en M, es una curva en M , definida sobre un in

tervalo real I que contiene al cero , tal que

i) o (0) = m
ii) d*(t) =X(o( (¢)) , para todo t € I

La existencia y unicidad de curvas integrales en
intervalos comunes de definicién , es consecuencia de los
correspondientes teoremas sobre soluciones de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias en ]Rn. Basta tomar en
cada punto de la variedad M , 1la carta local correspon-
diente y reducirse al caso de un conjunto abierto de 3,
Se enuncia sin demostrar el teorema correspondiente
TEOREMA :

Dado X un campo de vectores ¢® gobre una varie
dad M , para todo punto x de M , existe una variedad
abierta U de x , un nimero positive € y una fGnica a-

plicacién @ diferenciable C& 1

gd: (-€,) xU = M

(t’m) > ¢ (t’m)

tal que

(1) Para todo real t fijo del intervalo (-#,s) , ¢t
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es un difeomorfismo de 1 sobre su imagen ¢t(U) §
g+ U - g, (V)
m > ¢ (m) =g (t,n)

(ii) Para todo punto m fijo de U, ¢m es una

curva en M tal que 1

i) ¢ (0) =m

11) X(m) = X(¢m(0)) cs el vector tangente deter-

minado por la curva ¢m en el punto m .

({1i) Para reales s y t , tales que
8+ te (- e,6), y para los cuales ¢S(x), ¢t(x)

esténen U, 8i x€ U, se cumple : ¢s o ¢t = ¢s+t

Es decir a un campo de vectores X en una variedad M , se
encuentra asociado un grupo local de difeomorfismos a un pa

rémetro : |} ¢t! s @ (- determinado por la aplicacién
’
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diferenciable C%: [ 3 (-e,€) x U - M, 1la cual es lla

mada germen del grupo .

CORCHETE DE LIE ENTRE DOS CAMPOS DE VECTORES 3

Dados dos campos de vectores X y Y de clase

® X ; TERY
C sobre una variedad M , es posible definir un nuevo

campo de vectores [X, Y_7 llamado el Corchete de Lie en

tre X y Y de la manera siguiente
[ Xy Y /(f) = X(Y£) - Y(X£) 3 £ € F(M,m)

El Corchete de Lie es una derivacidn que ademas
satisface las siguientes propiedades , 1lo cual es facil-

mente comprobable
[X, YJ"[Yv XJ
[X,[Y, ZJJ*[Yy L%, XJJ*[Z)[X’ YJJ'O

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL CORCHETE DE LIE :

Sean X y Y dos campos de vectores c®  so-

bre una variedad M .

Dado un punto m de M , en una cierta vecin-
dad U de m los campos de vectcres ¢ X, Y, - X, - Y,

definen cada uno de acuerdo al teorema enunciado anterior-
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mente , un germen de un grupo de difeomorfismos a un pa-

rdmetro notados respectivamente ¢1, ¢2, ¢3, ¢A :

¢i : (-4e) xU - M

(i =1, 2, 39 4)

(t, x) > ¢i(t x)

aplicando sucesivamente las partes (i) y (i1) del teo-

rema anterior se tiene :

(1) Para m fijo , es posible seguir la curva in-
tegral ¢1m de X que parte de m , por un tiempo ¢©C ,
hasta llegar a un punto n , donde ¢ es un nimero posi-
tivo suficientemente peque;o para gue ¢lc (m) = n perte-

nezca a la vecindad U

,//x<m> \y

J //
g P
W™ \ﬁ\\n i Am)
29735 1GC /
/
/g
// Im R
__( T ) - RN o
£ 0 cC €

(2) Para n fijo , se sigue ahora la curva
integral ¢2n de Y que parte de n , hasta llegar a

un punto p , en el tiempo o¢ § es posible encontrar el
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mismo nimero positivo ¢ , de tal manera que tanto

ns= ¢1°‘(m) como @, (n) = p pertenezcan ambos a la ve-—

cindad U .

(3) Para p fijo, se sigue la curva integral
¢3p de -X que parte de p , por el tiempo © hasta
llegar a un punto q § oomo antes es posible encontrar el

mismo nimero positivo ¢ de tal manera que tante n , oo

mo p Yy también ¢30 (p) = ¢ pertenezcan a U
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(4) Finalmente para q fijo , se sigue la our-
va integral ¢4q de =Y que parte de q por el tiempo ¢
hasta llegar a un punto r § como antes existe este numero
positivo ¢ para el ouél n, P, q Yy finalmente

¢

(Q) =T pertenecen a U .

4c

R

S b 7
_E E
Podria pensarse que el punto r coincide con el punto m ,

" paralelogramc es cerrade " , 1lo cual no

o sea que el

" mide '

es cierto . El corchete la separacidn entre T
Yy m, en el sentido de que es posible encontirar una cur-
va ,B que parta de m Yy pase por Tr , la cual tenga por
vector tangente en el punto m precisamente a fo, Y_7(m)
y éste se obtiene como el limite de los vectores tangentes

determinados por la curva /3 en los puntos entre r y m

Es decir

L% Y(m) = 1m SB_ (%)
t =0
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La forma de encontrar una curva /3 que cumpla
las condiciones descritas , estd sugerida por los resul-
tados (a) y (b) obtenidcs al iniciar el articulo .

Se debe buscar una curva ( definida en un intervalo X
que contenga al cero tal que O (0) = a , d* (0) =0 y
con vector tangente L(m) en el punto m definido por
L(m)(f) = (foo( )” (0) para f € F(Mym) . Entonces se pue
de definir la curva 3 por f3 (t2) = o (t) con vector

tangente G(3(t)) en el punto 3 (t) para la cual se tie

ne

L(m) = 2 « 1i{m Y o(fB (t))
t -0

Si entonces se cumple que (fod( )” (0) = 2. [X, Y__7(m) (£)

para f € F(M,m) se tendria el resultado deseado , o sea:
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LX 1 (m) = s 0(B(t)

vt -0

Kl proceso siguiente estd pues orientaic a buscar
la ourva (U anteriormente desorita . Para éllo se definen

las funciones h h h aobre una vesindad de (U,O) an

2' 73

B2 con valores en M de la siguiente manera 1

1'

h ¢ (t,o) > ¢2n (t)
h, o (t,0) > ¢;p (t)

hy (t,0) > ¢4q (t)

. , : s ; w
Fetas aplicaciones son diferenciables C puvs
sou composicién de los difeomortismos de grupo a un pardme

tro y las curvas de los campos de vactores X, Y, - X, - Y.

(1) n (t0) = ¢, (4, (m)

En efecto
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oy (5 (m)) = &, (n)
La accidédn de la aplicacién h1 consiste en aplicar a m

el difeomorfismo ¢1° obteniendo el punto n §- de allf

avanza por la curva ¢2n que pasa por n hasta el punto

B, () = b (4,0)

(2) By (t,0) = @3,(F, (# (m))

En efecto

Byy (B, (B () = B3, (8,, ()
v ¢3t(P) - ¢3p(t) - hz(too)

La accién de la aplicacién h, oonsiste en aplicar & m,
el difeomorfismo ¢1° obteniendo el punto n y luego el
difeomorfismo ¢2° obteniendo el punto p 3 de allf , se

avanza por la curva ¢3p que pasa por p hasta el punto
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¢3p (t) = b, (ty0) .

(3) h3 (t,O) -~ ¢4t (¢3°(¢2° (¢1° (m))))

En efecto 3

Bpv W3 (B, (B, (m)))) =
Py 3, By ()
= f,, (B3, (@)
= 8, (@ =6, (£) = by (t,0)

La aocibén de 1la aplicacién h3 consiste en aplicar a m ,
el difeomorfismo ¢1° obteniendo el punto n , luego el
difeomorfismo ¢2° obteniendo el punto p , luego el di-
feomorfismo ¢30 obteniendo el punto q , ¥y finalmente
se avanza por la ourva ¢4q que pasa por q hasta obte-

ner el punto ¢4q (t) = hy (t,0)

Los siguientes hechos son inmediatos y serén usa-
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dos posteriormente

(1) h, (O,t) = h, (t,¢) (0 <t <o)

LA
=}
N’

(2) h, (0,t) = h, (t,t) (0 <t
Demostremos por e jemplo (2)
hy, (0,8) = ¢y (B, (B, (m))=B,, (g . (m) = n (t,8)
(3) b, (fo h])(ﬂ,t) - Xf (hl (0,¢))
(4) v (fo h)=Yfoh

(%) nl (fo he) = - X fo hz

6H )] - - g
(6) b, (fo hy) Y fo h,
bemostremos por ejemplo (4)

Fussto qua  h, (t,0) = ¢2 (t) , entonces para todo
en

f = “(M,m) sa cumple la idantidad @
(fo h )(t,0) = (fo &, )(t)

luego “l (to hl)(t,o) - (fo ¢2n)’ (t)

(x0) (g, (¥))

(Y£) (h, (t,0))

(Yfo hl)(t,o)

con lo cual D, (fo hl) - Yfo h1
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Se puede ahora definir la curva ,. como sigues
s (-e, ) - M
t > A (t) = ny(t,t)
Es decir
a (t) = by (t,t)

- By Wy By, By, (0)))

q

b N

N LA N
N i P
WL

- // n
¥y

+—+ prnt——
o - it o - e R

O es una curva diferenciable c® para la cual se cumple

i) o (0) = m

En efecto : O (0) = hy (0, 0)
- ¢4o(¢30(¢20 ¢10(m)))) = M

i1) o _{0) =0
En efecto , para todo f & F(M,m) veamos que 1
o, (0) (£) = (fod) (0) = 0
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Aplioando la igualdad O (t) = hy (tyt) y sucesi

vamente la regla de la ocadena se obtiene

(fod )* (0) = D, (fo hJ)(O,O) + D, (fo hy)(0,0)

L (6)
= (Y f0 14)(0,0) + D, (fo h;)(0,0)

1 (1)
= (=Y fo hy)(0,0)+ /D, (fo b,)(0,0)+

+ D, (fo n,)(0,0)_7

L(5)
- - Yf (m)+(-X fo hz)(0,0)+02 (fo h2)(0,0)

L (2)
= - Yf (m)-Kf(m)+ Z—Dl(fo h,)(0,0) +

o Dz(fo hl)(0,0)_7

(4) Y (3)

!
= -~ Yf (m)-Xf(m)+Yf(m)+Xf(m) = O

Finalmente se define la curva [} por s

j3(t2) = o (t) para t= /O, o_7 , para la

cual s8e cumple ¢
1) S(0) = m

En efecto 3+ B (0) « A (0) = m
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11) B (c?) = »

——t — >

_et‘c“ ot cée€
En efeoto 1 j3(02) = A (c) = h$(n,o) - ¢4°(q) -r
111) (fod )” (0) = 2 /X,Y J(m)¢

Aplicando 1la igualdad (foO( )(t)=(fo hj)(t,t)

Yy sucesivamente la regla de la cadena se obtiene 1

(fYKX)"(O)-Dll(ro hB)(O,O)#anl(fo hj)(0,0)§D22(fo hj)(0,0)
(») (B) (c)

4(6) $(6)
(A) Dll(fo h3)(0,0) = Dl(—Y fo hj)(0,0) = YYf(m)

L (6)
(B) 2, (fo by)(0,0) = 2, (-Y fo h3)(0,0)

L (1)

= 2 /D (-Y foh,)(0,0) +

+ D, (=Y fo h,)(0,0) 7
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(5) ¥y (2)
!

2 XY f(m)+2 szl(—Y fo h )(0,0) +

+ D, (Y fo h,)(0,0)_7

(4) y (3)

[}
= 2XY f(m)=2 YY f(m)-2 X Y f(m)

-2YY £(m)

(C) Aplicando la igualdad (1) Y la regla de la cadena

se obticne
Dz(fo h3)(0,t) = Dl(fo hz)(t,t) + D2(fo hz)(t,t)

Yy por lo tanto 3
D,,(fo h3)(0,0) = Dll(fo h2)(0,0)+2D21(fo h2)(0,0) +

+ D,,(fo h,)(0,0)

4 (5)

=D, [ (-X fo h,)(0,0) 7 +
+2 D, /[ (=X fo h2)(0,0)_7 +
+ D, (fo b,)(0,0)

(4) y (2)

!
= X X f(m)+2 szl(-x fo h,)(0,0) +

+ D2(-X fo hl)(o,o)_74D22(fo h2)(0,0)
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(4) y (3)

'
= XX f(m)-2Y X f(m)-X X f(m) +D22(fo h2)(0,0)

(p)

(D) Aplicando la igualdad (2) y la regla de la cadena se
obtiene 1 D2(fo hz)(O,t)-Dl(fo hl)(t,t)+D2(fo hl)(t,t) y

por lo tanto

D22(fo hz)(0,0) - Dll(fo hl)(o,o)+2 D21(fo hl)(0,0) +
+ Dzz(fo hl)(O,U)

e Y Y f(m)+2 XY £(m)+ X X £(m)
(c) Asfi que 1t
Dzz(fo hj)(0,0) =YY f(m)-2 Y X £(m)+2 X Y f(m)
Y finalmente 3

(fod )” (0) =2 (XY f(m)- 2 Y X £(m))

=2 /X, Y/ (mf
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