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CORCHETE DE LIE DE DOS CAMPOS VECTORIALES Y SU

INTERPRETAC10N GEOMETHICA

GUma RODRIGUr~Z DE VILLAMARIN

En e1 presents articulo ae dan auoe sivame n t e 108

conceptoB neceeario8 par~ llegar a definir e1 Corchete de

Lie de dOB oampos de vectores y obtener eu interpretacion

ge ome t r i c a •

VARIEDAD DIFERENCIABLE •
Una variedad topo1ogica M, de

dimension n, 6S un eepacio topologico de Hausdorff don-

de oada punto poaeo una vecindad abierta homeomorfa a un a

biorto de En.

~ (U )



Para cada punto m de M se llama carta local alredador

da mala paraja (U,¢) donde ry 8S la vecindad abierta

da m y ¢rU ~ ¢(U) as e1 homeomorfismo local oorrespon-

dienta •

Dos cartaa locales (U,¢) y (V,W) alradedor de

un punto m de M ae dicen compatibles

¢o~-lr o/(Un V) ~ ¢(U n V), y,

'¥<>¢ -1 I ¢(U n V) ~ '¥(Un V)

son homeomorfiemos de 01as8 COO

;r--_.
/

COO, ai

4~ljf(V)

V
Una ooLeooi on de cartas Looa lee A- I (U1'~ 1) I ieI

de una variedad topo16gica M sa llama atlas, sl oumple

.las siguientes propiedade., r

i) La oo Le octSn de abiertoB IU1 I leI

un recubrimiento de M I M - U Utel 1
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1i) D08 cartas locales cualeaquiera 49 A Bon

campaU blee C(l).

Un ~tlas A 88 dice ma~imal si contiene a to-

de.oarta oompatible oon las del atlas •

La pareja (M,A) define una variedad diferencia

ble n dimensional de clase C<l>. La eatruotura diferen-

oiable sabre M est' dada por el atlas A, el aual S6 0

mite ueualmente refiri~ndose solo a la variedad M.

Dadae (M,A) Y (N,A') daB variedadee diferen-

oiablea de dimenai6n n y m respeotivamente, una apl!

caci6n continua f 1M'" N S6 di ce dife'renciable de oIil,-

ae e(l) a1 para toda oarta (U,~) de A y (v,,). de A'
con la apliaaoi6n

Vc.fo¢-l I ¢(f-1(V) 11 u) ... ~(V)

es diferenciable de class COO

1I( -1Tofo"

r( V)
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Es deoir, 1& diferenoiabilidad de 1a ap1ioaoion f sa

tiene, 8i paeando looalmanta por las oartas, se tiene

La diferenoiabilidad de la aplLcac i Sn ljT~f~~-l entre
" ,

108 abiertos oorrespondientes ds En y Em.

ESPACIO TANGENTE •
Consideremos una variedad difarenciabla

M Y un punto m de M. Sa notar~ oon F(M9m) al oon-

junto de las funcionea de valor real diferenciables ('\ (I)
V

en una veoindad del punto m °

Un vector 'tt.meente a. M en e I punta ;D, nota-

do X(m) as una forma lin~&l sobra e1 algebra de las fun

c i.ones F(Msm) que sa tLsf'ece lit. siguiente cond i ciSn

X(m)(rog) • X(m)(f). gem) + f(II). X(m)(g)

donde f,g E F(M,m)

E1 oonjunto de los veotor-ea tangentea a La vari.!-

dad M en 81 punto m, oonstituye un espacio vectorial

de dimension n , llamado eepaoio tangents y notado T M,
III

oon las operaoionea a

1) (X(II)'" J(Ii) )(i) 0. X(~) (r) + T(rn) (t) * s :« F(M,m)

11) (a X(II» (r) • a ° X(m) (r) a e :R
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En 10 qua ei gue ae ooneiderarAn vectores tange nt e e

detarminadoa por ourvas en 1a variedad M.

Una ourva d. en una variedad }II e s una ap l i ca-

oion difarenciabla e(]) de un intervalo real en M ..

Una. curv a c( de te rmd na una. forma lineal «. (t)
'1';,

que como i:'\8 vera ee un ve ot or- talJgente a M en el punta

m '" d. (t) definida po r' 8

// moe( (t)

~ ~~

.r>/d
t 1R

/
f

----------

a,b e :R

eX (t) aa una forma Li neu l ,
1-

r,g E F(M9m) se oumple •
pues dadoil

y

En efeoto I
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q (t)(af+bg) • «af+bg) 0 q)' (t )...
= a(foQ )'(t) + b(goQ )t(t)

• a·q (t) (f) + b·q (t) (g)... ...
q (t) es un vector tangente puea dadoa...

f,g e F(M,m) se oumple I

« (t) (fog) • «f.g)oex')' (t)...
((f cd ) o( god»' (t)

• (fc;CO' (t)'(goex') (t) + (foq)(tr(goq)'(t)

- ex' (t) (f)'g(m) + f(m) Q (t) (g)~ ...

ConeideremoBahora el oonjunto T(M) de todoe

los vectores tangentes a 111.variedad Ma T(M) - U Tm(M)
meM

Y 111.proyeocion canonioa a x a T(M) ~ M

X(II) >-t II

A partir del atlas A·, (U., ¢. >:"1I de la variedad M r
1 1 e

llamando g 11.1ieomorfismo que existe entre oada espscio
m

vectorial n-dimensional T (M) Y En t ae puede definir um -
ns topologia y una 8struotura diferenoiable en T(M) • s.
oonsideran las biyecciones I

n~ U. x :R
1
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y S9 toman como abiertos para La topolog':l8de T(M) a las

reuniones de 1magenes rec:lprooaa de abierto8 de U. x En •
1

Cada oarta looal (Ui, ¢i) de M induoe una oarta local

(n-l(Ui), Pi) de T(M) donde Pi 9S e1 homeomorfismo I

-+ ¢i(Ui)X:Rft

>-+ (¢. (m), g (X(m»)
1 II

Se obti.ene e1 atlaa A'. t h-l(U
i
), ~\)I iEI con 01 ouaI

T(M) a8 una variadad diferenciable 2n dimensional de
01a89 COO.

CAMPO DE VECTORES a
Un oampo de v9ctores X de alssa COO

sobre una variedad M 9S una 8.plicacion diferenciable

X I M -+ T(M) de 01as9 C(J) , qua a eada punta m de M

Ie asigna un veotor tangente X(m) del sspacio tangents

T (M)
II

X I M -+ T(M) • U T (M)
IlEM Dl

II >+ X(m) I F(M,m) -+ E

t >-+ X ( m)( f) • (xr )(m')

Lue«o a1 X .8 un oampo de veotore., para toda tunoi6n

diterenoiable f e F(M,Il) ds 01aS8 ce 88 determina una

n~Ta tunoi6n diferenoiable Xf & F(M,II) de 01a8e C(J)
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defin1da naturalmente por I (Xf)(m) '"X(m)(f) y que sa-

tisface la8 condiciones I

X(af+bg) • a X(f) + b X(g) a,b E :R

(2) X(f-g). f Xg + g Xf

De esta manera se puede reconocer un campo de vectorss

por su accion sobre los elementos de F(M,m). Par cum-

plir las propiadades (1) y (2) se dice que X as una

derivacion del algebra F(M,m) •

Los si.guientes hechos ser-anusados posteriorman-

te •
Dada q una curva diferenciable eCD en La va-

riedad M, as decir , una ap Li cac icn COO de un anterva

10 real I an La variedad M, si 0 E I , y q (0) ... m,

se puade demostrar r

(a) Si ct (0) = 0 , as decir a1 a1 vector tan-...
gente a M en el punto m ...ct (0) as e1 vector nulo , en
tonces la siguiente func10n L(m) define un vector tan-

gente a la variadad M en e1 punta m.q(O)r

L(m) I F(M,m) ~ E

f >-+ L(II) (f) • (fod)" (0)
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Basta verificar que la funcion L(m) es una derivaci6n

del algebra F(M,m)

(1) L(m) (af + bg) a a L(m) (f) + b L(m) (g) , a,b E It

Sa mostrara (2) y se deja a1 lector verificar (1) 0

Verificar (2) es equivalente a verificar 1a identidad I

((r 0 g) 0 0' )" (0) '" (r 00' )" (0) 0 g (m) + f (m) 0 (g 00' )" (0 )

En efecto I «fog)o 0' )"(t) = L«f.g)od)' (t) J'
E L"d (t)(fog)J'

! (2) ...

..L( f od )' (t) 0 ( god )( t) + (r00' )( t ). (god)' (t) J '
- [(fod)' (t)·(god) (t)J' + [(fod) (t)·(god)' (t) J'
• (fod)"(t)·(god)(t) + (fod)' (t)"(god)' ( ) +

+ (r 00' ), (t) ..(goc( )' (t) + (f 0 c() (t)· (g 0\0 " (t )

• La (t)(f)J'. g(a (t) + 2 0' (t)(f).(gcd)' (t) +... ....
+ f (0' (t)). [0' ...( t ) (g) J'

Para t. 0 , se tiene 0' (0) • m, Y, 0' (0),., 0, y...
entonceB I

1& oual es equiva1ente a 1a identidad propuesta •

195



(b) Consideremos 1a ourva fl definida para nume-

roe positivos del intervalo I por: j3 (t2) • d' (t) •

Si o(fl (t» 8S e1 veotor ta.rigente determinado

por la curva ./3 en 81 purrt o j3 (t) , eI veotor tangente

L(m) definido en 1a parte (a) par la ourva d en e1 pu~

to m - q (0) oump1e la re1aci6n :

L(m) • 2 lim O(j3 (t»
t ...0+ .------

G(.B(t))

L(m)

-
1R

11\'[0,(0)
~8 deo1r, para toda f E F (M,m) 8. cumple I

L(a) (t) • 2 11m 0(./3(tHer)
t ...o·

In veator 'angent. L(.) determinado por 1a ourva c( en

.'1 rJl10 II. ex CO) .atl. dado por I

, f.r(M,.)



Basta verificar que la funcion L(m) es una derivacion

del algebra F(M,m)

(1) L(m)(af + bg) '" a L(m)(f) + b L(m)(g) , a, b E :R

Semostrara (2) y se deja a1 lector verificar (1) •

Verificar (2) es equivalents a verificar la identidad I

En e f'e c t o I «f.g)o q )"(t.) = L«fog)oQ)' (t) J'
II: La ...(t)( feg) J'

t (2)

..L( foCO' (t)·(goq)(t) + (foq)(t)·(goq)' (t)J'

• L(foa)' (t)·(goQ) (t)J' + [(foq) (t)·(goa)' (t) J'
.. (fod)"(t)·(god)(t) + (fod)' (t)"(goq)' (t) +

+ (fod)' (t)·(goa)' (t) + (foa) (t)·(goCO"(t)

• Ld (t)(f)J'. g(d (t» + 2 0' (t)(f).(gDd)' (t) +• •
+ fed (t»·Ld ...(t) (g) J'

Para t. 0, se tiene q (0) • m, Y, 0' ...(0),. 0, y

entonoes I

La. (O)(f.g)J' .. LQ (O)(f)J'g(m) + f(m) • La. (0) ~)J'... ... ...
la oual es equivalente a la identidad propuesta •
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(b) Consideremo8 180ourva P definida para num.-

ros posl tiVOB del intervalo I por: j3 (t2) • eX (t) •

81 G(f3 (t) es e1 veotor tangente determinado

por 180curve. j3 en e1 punto j3 (t) , eI veotor tangente

L(m) def1nido en 180 parte (a) por 180 curva d en e1 pu~

to m· Q (0) oumple 180ra1aci6n :

Lea) • 2 lim G(j3 (t)
t ...0+ .------

1I\'[o.co)
~. deoir, para toda f e F (M,m)

G(.B(t))

L(m)

1R

8. cumplli C

.1 veo~or tangente Le.) d.terminado por 1& ourva « en

_1 ~to a.« (C) ••t' dado por I
, f.,(M,.)



por La curva 13 en e I punta j3(t) esta Judo POT' I

0(13 (t))(f) • (fo13)'(t) • f3 (t) (f)... f E F(N:,m)

Sa desea damostrar entoncas que :

(foU )"(0) • 2 - lim (foj3)' (t)
t ~ 0+

10 cual se deduce f'cilments del hecho de que d - f3 0 ¢
donde I

¢ I I -+ I n LO, + oo )

y por 10 tanto ¢'(t) =0 2tJ ¢"(t) -2, ¢'(O).O, ¢"(O)-2

En efecto I

(foO:)" (t) • L«fo]3) 0 ¢)'(t)J'

·L(foj3 ), (¢(t » • ¢' (t )J'

• (fo]3)"(¢(t»)·¢-'{t) + (fo]3)'(¢-(t»)·¢"(t)

Tomando limite cuando t -+ 0+

(foU)" (0) • 2 -lim (fo]3)'(t)
t -+ 0+

CURVAS INTEGRAU'S I

CD3i X es un campo de vectores C

sobre una variedad M una ourva integral U que parte
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de m en M es una ourva en M, definida sobre un in

tervalo real I que contiene al oero, tal que a

i) q (0) '" m

eX (t) "'X (q (t»
'!'

para todo t E .1

La exi stenc i a y un i cidad de curv as integrales en

intervalos comunes de definicion, es consecuencia de 108

correspondientes teoremas sobre soluciones de sistemas de

ecuaciones diferenciales ordinarias en n
:ffi. Basta tamar en

cada punto de la va:tiedad M, la carta local correspon-

diente y reducirse a.I caso de un canjunto abierto de En.

Se enuncia sin demostrar el teorema correspondiente I

TEOREMA
Dado X un campo de vectores (I)C sobre una varie

dad M, para todo punto x de M, existe una variedad

abierta U de x, un nUmero positivo e ~ .y una un i oa 8,-

pLicac i Sn ¢ diferenciable cCll a

....M

(t,m) ~ ¢ (t,m)

tal que I

(1) Para todo real t fijo del intervalo (-ei,_e~ , ¢"
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es un difeomorfismo de TJ 80bre eu imagen ¢t(U} I

¢t : U .... ¢t (u)

m >+ ¢t (m) - ¢ (t,m)

(i'~) Para todo punta m fijo de U , ¢m e8 una
curva en M tal que I

i) ¢ (0) ""mm

ii) X(m). X(¢ (0)) cs el vector tangente deter-m
minado par la curva ¢m en e1 punta m.

(i~ii) Para realee s y t , tales que

s + t E (- E,.'e) , y para loe cualee ¢s(X)' ¢t(X)
estan en 'li, ai x E U , se cumple s ¢s a ¢t - ¢a+t

0t;f

~
m=,0 (0

M m

-E o E

E8 decir a un oampo de vectores X en una variedad M, 88

enouentra asociado un grupo local de difeomorfismos a un p~

rAmetro I I¢t f t e (-el,~) determinado par la aplicaci6n'
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diferenciable e(l) I ¢ I (-e,e) X U -.M, la cual as 11a

mada germen del grupo •

CORCHETE DE LIE ENTRE DOS CAMPOS DE VECTORES I

Dados daB oampos de vectores X y Yde olase

CeI) sabre una variedad M as posible definir un nuevo

campo de vactores ~X, Y-7 llamado al Corohete de Lie en

tre X Y I de 1a manera siguiente I

~X, y-7(f) • X(Yf) - Y(Xf) f E F(M,m)

El Corchete de Lie 8S una derivaoion que ademas

satisface las siguientas propiedades, 10 cual 9S faci1-

mante comprobable I

~X, YJ • - LY, XJ
~X, LY, ZJJ + LY, LZ" XJJ + LZ, LX, YJJ. 0

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL CORCHETE DE LIE :

Sean X Y Y dos campos de vectores C~ 80-

bra una variedad M.

Dado un punta m de M, en una cierta veoin-

dad U de m los campos de v6ctores I X, I, - X, - I,

definen cada uno de aouerdo al teorema enunciado anterior-

200



mente, un germen de un grupo de difeomorfiamos a un pa-

rametro notados reapectivamente 01' 02' ¢3' 04 I

¢. : (-E,E) x U
1

-+ M
Ci - 1, 2, 3, 4)

(t, x) ~ ¢ (t x )
1

aplicando auceaivamente las partes (i) y (ii) del teo-

rema anterior ae tiene

(1) Para m fijo, es posib1e ee gu ir la curva in-

tegral rI. de)'JIm X que parte de m por un tiempo c ,

hasta llegar a un punto n, donde 0 ea un numero posi-

tivo auficientemente pequeno para ~ue ¢lC (m) = n perte-

nezca a 1a vecindad U.

(2) Para n fijo se aigue ahora 1a curva

integral rI. de Y qua parte de)l'2n n , hasta llegar a

un punto p, en el tiampo 0" as posible enoontrar e1
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mismo namero positivo c, de tal m&nera que tanto

n • ¢1~! (m) oomo ¢20 (n) • p pertenezcan ambos a la ve -

cindad U.

0 c
( l

- E E

(3) Para p fijo , S8 sigue lacurva integral

d de -X que parte de p, por e1 tiempo 0 hasta)113p

11egar a un punta q, oomo antes ea posib1e enoontrar e1

mismo numero positivo 9 de tal manera que tanto n, 00

rna p y tambien ¢3~ (p) • q pertenezcan a U

X(m)

m
M

-E
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(4) Finalmente para q fijo se sigue la our-

va integral ¢4q de -Y que parte de q por el tiempo c

hasta 11egar a un punta r, como antes exists este nUmero

positivo 0 para e1 oual n, p, q y ~ina1mente

= r pertenecen aU.

( ~ c) lR
-E £

rodria pensarse que el punta r ooincide con a1 punto m

o sea qua al II para1elogramo es cerrado ", 10 oual no

8S oierto. El oorohete II mide" la separac ion entre r

y m, en e1 sentido de que ss posible enoontrar una our-

va ~ que parta de m y pase por r, 1a cual tenga por

veotor tangente en el punto m precisamente a ~X, Y-!(m)

y este Be obtiene oomo el limite de 108 v8otoree tangentes

determinados par 1a curva ~ en lOB puntas entre r y •

Ee deoir I

li.. j3 (t)
t ...O~ ...
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q

I

r I~ pf!!' Y] (m )t x (m)
m

\ n

J3
1R----+- - I )

-E 0 C E

La fO~la de encontrar una curva p que cumpla

las condiciones descritas, esta sugerida por los resul-

tad05 (a) Y (b) obtenidos al iniciar el articulo •

Se debe buscar una curva d definida en un intervalo I

que contenga a1 aero tal que d (0) • ~ ,ct (0) • °... Y

con vector tangente L(m) en e1 punto m dofinido por

L(m)(f) • (fod)" (0) para f E F(M,m) • Entonces ss pu~

de definir 1a curva P por P (t2) • d (t) can vector

tangents G(P(t» en el punto .f3 (t) para La cua I se tie

ne I

L(m) • 2 • lim G(.f3(t»
t ...0+

Si entonees se cumple qua (fod)" (0) • 2· LX, yJ(m)(r)
para f E F(M,m) se tendr!a a1 resu1tado daseado , 0 sea:
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Ifm U (j3 ( t))
t - o·

10":1 p r oceao s t gu t e n t.e est! ~.1I1tlfJ or l e n t auc a b u ec a r

11\ ou rv e \.. an t e r i o rme n t e dl18orlta. Para ~110 S6 d e f'Lr.e n

laa funotonua hi' h2, h) Bobre un_ veoindad de (0,0) en

Ji2 oon valor-es en M d. 18. a iguLe n t.e ma.ner-a I

hI I ( t ,0) >-0 02n ( t)

h
2 • ( t,o) >-0 ~ ~~,( t)

h) • (t, 0) ~ 04q (t)

l<:ttLflR ap l ioao t oue e Bon di f'e re nci a b Le a r,CD pUu8

eOll oomp o a io i Sn de 108 d Lf'e om o r fi emo e de g rup o a un pi\rarn~

tro y las cu rv a.s ria lOB oamp oe d e ve o t o r-es X, Y, - X, - Y.

hl{,t,o) • ~ (d (m)')It'2t yJ 10

En efRoto I
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¢2t(¢10(m)) - ¢2t(n)

- ¢2n(T) - h1(t,o)

La acci6n de 1a ap1icaci6n hI oonsists en ap1ioar a m

e1 difeomorfismo ¢lO obteniendo el punto n J. de all!

avanza por 1a curva ¢2n que pasa por n hasta 81 punto

¢2n(t) - h1(t,o)

(2) h2(t,o) - ¢3t(¢2C(¢10(m)))

q
03p(t)=h2(t,C)
---p

m
/

/
V'
n

En efeoto I

¢3t(¢20(¢lO(m))) - ¢3t(¢20(n))

• ¢3t(P) • ¢3p(t) • h2(t,o)

La aooi6n ds 1a ap1ioaci6n h2 oonsists en ap1ioar a a,

81 difsomorfismo ¢10 obteniendo e1 punta n y 1uego el
difeomorfi8mo d obteniendo e1 punto p de all! , 8e~20
avanza por 1a ourva ¢3p que pa8a por p ha8ta s1 punto
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En efecto I

¢4t (~3c (~2C (¢lC (m»» •

• ¢4t (~30 (~20 (n»)

..¢4t (9130(p»

• 914t (q) - ¢4q (t) - b3 (t,o)

q

r

04q(t):h3(tc
:/

t/
n

p--
m

La aooi6n de 1a ap1ioaci6n b3 oonsiste en ap1ioar am,

e1 difeomorfiBmo ¢10 obteniendo e1 punta n, 1uego e1

difeomorfismo ~20 obteniendo e1 punto p, 1uego e1 di-

feomorfiBmo ~30 obteniendo e1 punta q, y fina1mente

Be avanza por la ourva ~4q que pasa por q basta obte-

ner e1 punta ~4q (t) • b3 (t,o)

Loe eiguiente8 bechoB 'Bon 1nmediatoB 7 aer'n UBa-



h.3 (U, v) • h2 (f., e ) (0 < " ~ 0)

(0 < t ~ 0)

Oema.trem08 par ejew~lo (2) •
h
2 (o , t) - v.43 0 (~2 t(¢lL (m) ) ) -¢4' t (~It (.» - hl (t,t)

(J) I) (fo hI) (0, t ) - Xf (h 1 (0, t))
2-

(4 ) I) ( fo hi) - Y f h
1 o 1

( 'j) n (fa tl2) ,. - X fo h,
I ~

( b) Il (fo hi) Y fo h)1

!JHm08t,rern08 po r' 6Jem",10 (4) •

f'lJ"alo 4"0 hi (1,,0) - \i\~n(t) , e n t onoe a panol t od o

f'" t.(M,m} 9~ oumple La t de n t id ad I

• (Yr)(¢2n(t»

• (Yf)(hl (t,o»
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Se puede ahora definir 1a curva q, aomo aiguel

q I (- e, e) .... M

Es deair I

q (t) = h3 (t,t)

• ¢4t (¢3t (¢2t (¢It (m»))),

q

\~~

c> /
m

-:I/ri

p

n

- E. - C 0 1: C E.
(( I I , t

q es una curva diferenoiab1e CDC para la cual S8 cumple I

i) «(0) - 11

En efeoto I «(0). h) (0, 0)
~ ¢40(¢30(¢20'¢10(m»» • m

ii) « CO). 0•
En efeoto , para todo f e F(M,m) veamos que I

d ...(0) (t) - (to<t), (0) • 0
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Ap110ando 1. 19ua1dad ~ (t) - h) (t,t) 7 .uoes!

vamente 1a regla de la oadena S8 obttene t

(foq)' (0) - D1 (fo hj)(O,O) • D2 (fo h)(O,O)
J; (6)
- (-1 fo b3)(0,0) + D2 (fo h3)(0,0)

! (1)
• (-1 fo h3)(O,0)+ ~Dl(fO h2)(0,0)+

• D2 (fo h2)(0,0)-!

! (5)
• - Yf (~)+(-~ fo h2)(0,O)~D2 (fo h2)(0,0)

! (2)

- - Yf (m)-Xf(rn).~D1 (fo hl)(O,O) +

+ D2(fO hl)(O,O)-!

(4) Y (3)
L
- - Yf (m)-Xf(m)+Yf(m)+~f(m) - 0

F''i na Ime n te 88 define La ou r-v a .f3 por I

f3 (t2) • q (t) para t e ~O, oJ, para 1&

eual se cumple I

i) .f3 (0) - m

En efeoto I ./3 (0) • q (0) ••
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--+----' I

-E-e a'teE:

~n efeoto' j3 (02) .. a (0) • h)(CI,o) • ¢ (q). r) 40
i11) (fad)" (0) • 2 LX.,yJ(m)f

y 8uc8sivamente la regia de la cadena B8 obtiene I

(fo~)~ (0)-D11(ro h3)(O,0)+2D21(fo h})(O,O)+D22(fO h3)(O,O)
(~) (B) (C)

~(6)

(A) D11(fo h3)(O,0) • D1(-Y fo h3)(O,O) • YYf(m)

1 (6)

(B) 2D21(fo h3)(O,O) • 2D2(-T fo h3)(O,O)
1 (1)

• 2 ~Dl(-Y fa h2)(O,O) +

+ D2(-Y fa h2)(O,O)-!
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�
• 2 X Y f(m)+2 ~D1(-Y fo h1)(O,O) +

+ D2(-Y fo hI)(O,O)-l

(4) r (3)

.l.
• 2 X Y f(m)-2 Y Y f(m)-2 X Y f(m)
• - 2 Y Y f(m)

(c) Aplicando la igualdaj (1) y la regIa de la cadena
. se obtione t

y por 10 tanto I

D22(fO h3)(O,O) = D11(fo h2)(O,O)+2D21(fO h2)(O,O) +
+ D22(fo h2)(O,O)

� (5)

• D1 ~(-X fo h2)(O,O) -l +

+2 D2 ~(-X fo h2)(O,O)-! +

+ D22(fO h2)(O,O)

(4) s (2)
�
• X X f(m)+2 ~DI(-X fo h1)(O,O) +

+ D2(-X fo hI)(O,O)J+D22(fo h2)(O,O)
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•

(D)

(D) Aplioando la 19ualdad (2) y la regla de 1a cadena s.
obtlene I D2(fO h2)(O,t)-Dl(fO hl)(t,t)+D2(fO h1)(t,t) y

por 10 tanto •

D22(fO h2)(O,O) - D1l(fo hl)(O,O)+2 D21(fO h1)(O,0) +

+ D22(fo h1)(0,O)

• Y Y f(m)+2 X Y r(m). X X rem)

(C) Ad que I

Y flnalmente •

(fo d)" (0) - 2 (X Y r(m)- 2 y X r(m»
• 2 ~X, Y-! (m)f
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