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SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL
HIPERGEOMETRICA

Gladys VilLamarin

El propdsito de este articulo es dar a co
nocer detalladamente las dos soluciones que for
man un conjunto fundamental para la ecuacidn di
ferencial hipergeométrica y expresar algunas
funciones utilizando esta serie. Esta ecuacidn
diferencial es de gran interés tedrico. Comen-
zaré haciendo una brevisima introduccidn histd-

rica.

El estudio de funciones especiales, uno
de los temas apasionantes en el desarrollo de
las ecuaciones diferenciales de la segunda mi-
tad del siglo XIX, se origind en la necesidad
de dar solucidn por medio de series de poten-

cias a ecuaciones diferenciales ordinarias. Es
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tas funciones especiales fueron introducidas
por Gauss en un escrito famoso de 1812 sobre se

ries hipergeométricas.

La ecuacidn diferencial hipergeométrica

x(1-x)y" + (y-(a+B+1)x)y' - aBy = O

y la serie solucidn

. a*B a(a+1)B(B+1), 2
F(a,B,y;x) =1 + G s v v M LD
o(a+1)...(a+n)B(R+1)...(B+n) Xn+1+'.. Se Pl X

12...(n+1)y(y+1) ... (y+n)

denominada serie hipergeométrica por Gauss ya
habia sido estudiada por Euler. Gauss anotd

que para valores especiales de a,B y Y la se-
rie inducia casi todas las funciones trascen-
dentales, las funciones de Bessel y las esfé-

ricas entre otras.

Para demostrar algunas propiedades de la

serie, Gauss establecid la famosa relacidn

CELr P (y)IT ey -aB)
F(a,B,751) = r ) T(y-8)

A Gauss también se debe la demostracidn de 1la

convergencia de la serie,
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ECUACION DIFERENCIAL Y SERIE HIPERGEOMETRICA.

Se observa una ecuacidn diferencial de 1la

forma:

2
(x2+ax+b)4Y 4 (cx+d)é--‘i + ey =0 (1)
dx? dx

a,b,c,d,e reales.

Para lograr el objetivo planteado se con-
sideran dos raices reales y diferentes x,, x,

de la ecuacidn de segundo grado.

ax? + bx + ¢ = 0.
Considerando lo anterior, la ecuacidn (1)

toma la forma:
(x-x,)(x-x,)y" + (ex+d)y' + ey = 0O (2)

Se transforma luego la variable independiente
de tal forma que el coeficiente de Y" sea 0 pa-
ra X =0y X = 1. Con este propdésito se intro
duce una nueva variable zZ, relacionada con X,

X, y X, por medio de la ecuacidn

x = x; - zbxjox,) !,
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O sed
_ X X
£ X,-1, C X,-%,.
dy _ dy , dz _ _ dy , 1
H%" H% dx ~ H% it (3)
ary , dy o
dx? dz? (xl-xz)2
Ahora
X - %X, % - E(X3-%2)
X - X, = X1-Xz2 - z(X1-X2) = (x1-x2X1-2) (5)

Se reemplazan(3), (#) y (5) en (2), para obtener

2
Z(1—Z)d Y [cX1+d _ cz]%ﬂ - ey =0 (6)

2 = z
dz X,~ Xy
y se emplean las substituciones

SﬁLii =y, ¢ = a+B+l, e =aB, z =X

X1~ X2

Con esto (6) toma la forma:

2
x(1—x)g—l [Y—(a+8+1)x]gﬁ - aBy

X2 dx (7

i
o

conocida en la literatura como -"ecuacidn diferen

cial hipergeométrica", la cual depende de los
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pardmetros o, B y Y.

La solucidén de esta ecuacidn diferencial
es una serie de potencias de X, que recibe el

nombre de serie hipergeométrica.

Utilizando el método de Frobenius, esbozo

a continuacidén la solucidn de (7).

Sea = ' o ; )
y = ) a.xPtt, gtt= ) a.(p+i)xPHt
i L T4
=0 £=0
(8)
grhosi ] a.(p+4’)(p+x;—1)xp”"2
L UL
£=0
Reemplazando (8) en (7) se obtiene:
(x-x2) § oclv.(p+4')(p+4’—1)xp“’“2
£=0
’ l— oo +'
+ [y-(a+B+1)x] a{(p+4)xp*L 1w a{xp t-o

£4=0 £=0

El menor exponente de X para este desarrollo es

-1
p-1 y el coeficiente de xP es,

p(p—i)aO toypa,
el cual es igual a 0.

Sin perder generalidad se puede suponer



apuntes 47

a. # 0, obteniendo la siguiente ecuacidén cuadrd

0
tica para pP:

p(p-1) + yp = 0 » p(p-1+Yy) = 0.

Las dos raices de esta ecuacidn son:

Para p= 0, y,y' y y" tiene la siguiente forma:

oo Lo o]

4 o - -
y= Yax“, 'y =} a. ot o ym =} a.i(i-1)xt?
L "4 L UL N3
=0 4=1 L=2 (9)

Se reemplaza (9) en (7) para obtener el tér

ya, - aBag= 0

Si y # 0, entonces,

es el coeficiente de X.

Para obtener el coeficiente de x? procede-

mos asi:
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20,+ 2ya, - (0t+8+1)a1 - aBa, = 0
2(1+y)a, = (%+1)(B+1)0,
(a+1)(B+1)  _ a(a+1)B(B+1)ao’

A, =
27 2.(y+D) " 12 y(H+1)

Y # -1.

Siguiendo la misma técnica para el coefi-

: _ n+1 :
ciente de X se obtiene:

(n+1)na +1-n(n—1)an+y(n+1)an+1-(a+8+1)nan -aBan = Q

] ) - =z 10 - - o
(nﬁ;)(y+n,an+1 (a+n)(8+n)an 6, Y #0,-1,-2,...,-1

b _ (%+n) (B+n)
n+1 ~ (n+1)(Y+n) n

_ (atn)(atn-1)(B+n)(B+n-1) i,
n+l ~ n+1)n(y+n)(y+n-1) n-1"°"""

o(a+1)...(a+n)B(B+1)...(B+n) &
1.2...(n+1)Y(Y+1)...(y+n) 0

Se puede dar a a, el valor 1, para obtener la

serie

asf o(a+1)B(B+1) 2
1+ T3 Txy+nd). * +

a(a+1)...(a+n)B(B+1)...(B+n)
1.2...(n+1)y(y+1) ... (y+n)

n+1
X 4. .
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Solucidn particular de la ecuacidn (7),
conocida como la "Serie hipergeométrica' y que
se nota F(o,B,Y;X). Esta serie es convergente
para |Xl < 1, hecho que se comprueba fdcilmen-
te utilizando el criterio del cociente, ademds
es uniformemente convergente y derivable térmi

no a término en este mismo intervalo.

Una solucidn particular de (7) es iy =

F(a,B,y;X) para Yy # 0, Y ¢ Z .

Expongo a continuacidén dos procedimientos
para obtener la segunda solucidn particular de

(7)o

Para el primero se procede asi:

En (8) se toma p = 1 - ¥y

grouifoapx (V4 g

oz/é(l-yu')x&-Y J
0 L

0

ner~ 8

Y .
y" = J (it1-yv) -y xY
£=0
reemplazando estas expresiones en (7) se obtie-

ne:

o ‘ o ’
) a, (1+4-7) ()Y - a.(1+£-y)(i-y)x&"Y+1
LTy ol

£=0 £=0

4

) o [e) i
+y ) (1-\(+4L)0¢L,xbY - (a+B+1) ) (1-y+4’)a&.x1
4=0 £=0 4

=Y+4
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© .
aB ) aixl'Y+* £ 9.

4=0

Se puede observar que el menor exponente de X es
1-y. Como todos los coeficientes de las poten-

cias de X son cero, podemos obtener los o, asi:

a, [(2-v)(1-y) + y(2-v)] + a [(1-y)y -

- (a+8+1)(1—y)—a8]

(1-y)[(at+B+1)-y] +aB o

ot Sk (2-y)(T-y+y) 0
_ (a+1-y)(B+1-Y)
bt 1(2-v) %

oA 82 2- .
Tomando el coeficiente de X Y se obtiene:

a, [(3-y)(2=y)+y(3-y) ] -a, [(2-y) (1-y)+(2-y) (a+B+1) +aB]

- 12 A-y)+(2-y)(atB+1)+Ba]

. (3=Y)(2-Y+Y) :
. (a+1-y)(B+1-y) (a+2-y) (B+2-Y)
$ 1.2.(2-Y)(3-Y)
Observando la ley de formacidn de los o
se ve que el coeficiente ap es
. (a+1-y)(a+2-Y)...(a+n-y) (B+1-y)(B+2-y)..(B+n-y) -

n 1.2... n(2-y)(3-y)...(n+1-y) ’
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Y # 2,3,...

Se puede considerar o -= 1 obteniendo pa

ra Yy la serie convergente

o LAY, (a+1-y)(B+1-7Y)
y X (1 + N EEC)

(a+1-y)(a+2-y)(B+1-y)(B+2-Y) B iy )
1.2.(2-y)(3-v)

. 1-

Asi que Yy, = X YF(a+1—y, B+1-vy, 2-y3;X).

Un segundo método para obtener la solu-
cidén anterior es el siguiente.

Se introduce una nueva funcidén w y se em
plea la substucidn

y = X
se calculan y', Yy" y se reemplazan estos valo
res en (7):
4 -
y' = x Yw'+(1-y)x Yw :

2(1-y)x Ywr+x P Y - y(1-v)xY " w.

n

y"
La ecuacidn diferencial que resulta es

xl_Yx(i-x)w" + xl-y[y—(8+a+1)x + 2§1-y)(1—x)]w' +
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+ XY -0y (1-y)x " = (aB+1) (1-y)-y(1-7)x +y(1-y) |w
Simplificando se obtiene:
x(1-x)w" + [2-y-(a+B-2y+3)x]Jw' - (a+1-y)(B+l-y)w = 0,

ecuacidén diferencial hipergeométrica en los pa-

rémetros o+l-y , B+1-Y y 2 - Y.

Si a. = 1 su solucidn en serie es
1~y
X Flati-y, B+1-y, 2-y; Xx)

La solucidn tiene sentido completo si
2-y es diferente de cero, o de un entero nega-

tivo.

Resumiendo: la ecuacidén diferencial hi-

pergeométrica tiene dos soluciones particulares

F(a,B,Ysx)

Yy
yz * xi-YF(a+1-Y’ B+1°Y: Q*Y;X,),

que forman un conjunto fundamental de solucio-

nes.,
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REPRESENTACION DE ALGUNAS FUNCIONES UTILIZANDO
LA SERIE HIPERGEOMETRICA.

Por medio de la serie hipergeométrica que
contiene los pardmetros a, B y Y se pueden ex-
presar algunas funciones elementales, dando va-

lores especiales a estos parametros.

A continuacidn doy algunos ejemplos:

Ejemplo 1. Sea a = Yy, entonces

F(a,B,y;x) = Fla,B,as;x) = 1+ ? X +
+ 9_(_8_"-._1_)_ x2 ...+ B(B“f‘l)..ss'ﬂ’l—l)xn T
o w7t
_ 1
T (1-x)B

Ejemplo 2. Sia =8 =1y vy =2

2 n
s X X X _ 1
F(1,1,2,X) -1+-2—+§—+...+m+...-iln1—_i

Ejemplo 3. Con a=1 y Yy =B se obtiene

#(1,8,8:x) = 1 . XMy s T%Y

La misma funcién se obtiene para B = 1,
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Ejemplo 4. Haciendo a =1, B =1, Yy = 2 y sus

tituyendo X por -X se obtiene:

2
F(1,1,25-0) = 1 - 3 4 2= +..4(-1)" 2o 4.,
T
1 x* x° x n X
—I(X-T+§-—~u—'+...+(—1) e +...)
£
:__’_"_(_)’%_1_1 , X €(-1,1) - {o0}.

Ejemplo 5. si « =-%:=B, Yy = % , y, se reemplaza

L ik PORPEAA X2 Sx AyFmat ., 1.3.5 . ..6
F(Z:5:55%°) = Lt gt oqs X toqgg X+
, 1.3.5... (2n-1) n
U 24,6, . .(2n)(2n+1) T
1 x? 123 Js.r 1.%5 .
A R R TR ey ™ Yot
R 1.3.5...(2n-1) x2"+1 ..

2.4.6...(2n)(2n+1)

are spuy x € (-1,1) - {o}.

Ejemplo 6. Es importante anotar que la serie

" noo. »
F(a,B,Y;X) se interrumpe en X si a & B son
iguales al entero negativo =-n , y en este caso

es un polinomio en X.
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(-n)B (-n)(-n+1)B(B+1) 2
F(VLBB, X)—l‘f'lB (- )123(6_'_17 (—X)'f

, (M) (n41) (n+2)B(B+1) (B+2)

3
1.2.3 B(B+1)(B+2) (=) +...+

(—n)(—n+1)..\—n+(n—1))6(8+1)..(B+n—1),_x)n
n! B(B+1)...(B+n-1) )

nin-1) i n(n-1)(n-2)
2! 34

oot (1B

=1+ nx + - ot T

1"

n(n-1) %2 3 nin-1)(n-2) o8

1 + nx + 5T 31

n
o X = (14x)

EjemBlo 7. La solucidén de la ecuacidn diferen-

cial de Legendre se puede expresar en la forma

F(n+1, -n, 1; 151).

La ecuacidn diferencial de Legendre

]
(1-x?) g—% - 2x %% + n(n+l)y = 0 ,
X

se transforma en una ecuacidn diferencial hiper

geométrica mediante la substitucidn
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N

F

i
y

Qu
b3
N

Reemplazando estos valores en la ecuacidn ini-
cial se llega a la ecuacidn diferencial hiper-

geométrica
z(1—z)gii + (1_22)§£ + n(n+l)y = 0
dz? dz

donde o = n+1, B = -n, vy = 1.

La solucidn a esta ecuacidn es
F(n+1, -n, 13z) = F(n+1, -n, 1; =~}

Ejemplo 8. £im x F(a,B,g; AL ) = sen x
CASEELS 2 2 Lo
OL,8“>°°

Luan(aB,Q, W)—umx(1-__°‘i—~x2+

a, B &, B0 1.2.3.0.8
4, (ot1)B(B+1) Ay a(a+1)(a+2)6(8+1)(8+2) £..)
1.2.3.4,5. a%p* 1.2.3.%4.5.6.7 o3B3 ik
2 4 6 3 5 7
X X X /Y X X X
= X(l - -3—2 5! - '7—!—"' ..-)‘X"B’T + 5—'.— - -7-—!- +...= 4en X.
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