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SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL
HIPER6EOMETRICA

El proposito de este articulo es dar a c~
nocer detalladamente las dos soluciones que fo£
man un conjunto fundamental para la ecuacion di
ferencial hipergeometrica y expresar algunas
funciones utilizando esta serie. Esta ecuacion
diferencial es de gran interes teorico. Comen-
zare haciendo una brevlsima introduccion histo-
rica.

El es~udio de funciones especiales, uno
de los temas apasionantes en el desarrollo de
las ecuaciones diferenciales de la segunda mi-
tad del siglo XIX, se origino en la necesidad
de dar solucion por media de series de poten-
cias a ecuaciones diferenciales ardinarias. Es
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tas funciones especiales fueron introducidas
por Gauss en un escrito famoso de 1812 sobre se
ries hipergeom~tricas.

La ecuaci6n diferencial hipergeom~trica

X(1-X)y" + (y-(a+S+1)X)y' - aSy = 0

y la serie soluci6n

F(a,8,Y;x) + .. ,

+ 0.(0.+1)...(a+I1)S(S+1)...(S+I1) 11+1 donde Ixl < 1,
1-2 ...(11+1)y(y+1)...(Y+I1) X + ...

denominada serie hipergeometrica por Gauss ya
habia sido estudiada por Euler. Gauss ano tc
que para valores especiales de a,S y y la se-
rie inducia casi todas las funciones trascen-
dentales, las funciones de Bessel y las esfe-
ricas entre otras.

Para demostrar algunas propiedades de la
serie, Gauss estableci6 la famosa relaci6n

F f(y)f(y-a-8)
(a,8,y;1) = f(l-alr(y-BJ

A Gauss tambi~n sedebe la demostraci6n de la
convergencia de.la serie.
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ECUACION DIFERENCIAL Y SERlE HIPERGEOMETRICA.

5e observa una ecuacion diferencial de la
formCl.:

( 1)

a,b,~,d,e reales.

Para lograr e1 objetivo p1anteado se con-
sideran dos raices rea1es y diferentes Xl' X2
de la ecuacion de segundo grado.

ax2 + bx + c. = o.

Considerando 10 anterior, la ecuacion (1)
toma la forma:

(2)

5e transforma luego la variable independiente
de tal fDrma que el coeficiente de y" sea 0 pa-
ra X = a y x = 1. Con este proposito se intro
duce una nueva variable z, relacionada con X,

por medio de la ecuacion
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0 sea
Xl X

Z ::
Xl - X2 X1-X2,

dtj M dz M 1
ax = ax ::

Xl - X2

~ 6 1
=

dx2 dz2 (X
l
-X2)2

Ahora
X - Xl :: - Z(Xl-X2)

( 3 )

( 4 )

Z ( X 1 - X2) :: (X 1 - X2 X 1- Z ) ( 5 )

Se reemplazan(3), (4) y (5) en (2), para obtener

y se emplean las substituciones

c.xl+d :: y, c.:: a+S+l,
Xl - X2

e :: as, Z :: X

Con esto (6) toma la forma:

X(1_X)d
2
tj [y-(a+S+l)X]~ - aStj :: 0
dX2 dx

( 7 )

conocida en la literatura como '''ecuaci6n diferen
cial hipergeometrica", la cual depende de los
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parametros a, S y y.

La solucion de esta ecuacion diferencia1
es una serie de potencias de x, que recibe e1
nombre de serie hipergeom~trica.

Uti1izando e1 m~todo de Frobenius, esbozo
a continuacion la solucion de (7).

Sea
00\' p+iY = I a.x ,
·'-0 .{..{.=

y' =

( 8 )

y" =

Reemp1azando (8) en (7) se obtiene:

00

(x_x2) L a.(p+.i.)(p+i-1)xP+i-2
i=o .{.

00 • 00

+ [y-(a+S+1)X] L a.(p+i)xP+.{.-1- as L a.xp+i = 0
i=o .{. i=O .{.

E1 mehor exponente de X para este desarrollo es
p-1p-1 Y e1 coeficiente de xes,

p(p-1)a + ypao 0

e1 cua1 es igual a O.

Sin perder generalidad se pued suponer
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ao 1 o , obteniendo la siguiente ecuacion cuadra

tica para P :

p(p-l) + yp = 0 ..,. p(p-l+y) = o .

Las dos ralces de esta ecuacion son:

= 0 y P2 = 1 - Y

Para Pl= 0, 1j,1j' Y IJ" tiene la siguiente forma:

Ij =
00

\' ,,[-1
Ij I = L a .Lx ,

,,[=1 .(.
fj" =

00

\' .(.) ,,[-2L a ..{. .{.-1 x
,,[=2 .{. (9)

Se reemplaza (9) en (7) para obtener el ter
mino

Si Y 1 0, entonces,

es el coeficiente de X.

Para obtener el coeficiente de x2 procede-
mas aSl:
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a - (at1)(St1) a
l
= a(a+1)S(fh1)a

2- 2.{ytl) 1.2.y(yt1) 0'

y t -1.

Siguiendo la misma tecnica para el coefi-
. d Xnt1 b·Clente e se 0 tlene:

(ntl)na l-n(n-l)a ty(ntl)a l-(atStl)na - asan = ant n nt n

(ntl)(ytn)a l-(Cttn)(Stn)a= 0, y 10,-1,-2, ... ,-nnt n

antl =
(atn)(Stn)
(ntl)(Ytn) a n

= (atn)(atn-l)(Stn)(Stn-1)
(ntl)n(ytn)(ytn-l) an __1=···=

a(at1) ...(atl1)fHStl) ...(Stn)
= no1.2 ...(nt1)y(ytl) ...(ytn)

Se puede dar a ao el valor 1, para obtener la
serie

1 a"S a(at1)S(Stl) x2 t ...
t l'Y X t 1. 2-;y ( Yt1)

. . .t
a(at1) ...(atn)S(Stl) ...(Stn)
1.2 ...(l1tl)y(ytl)...(ytl1)

n+l
X +...
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Solucion particular de la ecuacion (7),
conocida como la "Serie hipergeometriGa" y que
se nota F(a,I3.,y;x). Esta ser~e es convergente
para Ixl < 1, hecho que se comprueba facilmen-
te utilizando el criteria del cociente, ademas
es uniformemente convergente y derivable termi
no a termino en este rnismo intervalo.

Una solucion particular de (7) es Y1 =
F(a,S,y;x) para y 1 0" y f Z-.

Expongo a continuaci6n dos procedirnientos
para obtener la segunda solucion particular de

Para el prirnero se procede as!:
En (8) se toma p = 1 - Y

tj =
00

\' (l-y+-L)
L a.x ,. -<--<-=0

tj'
00

~ a. O-y+i)x.:L-y

i=o -<-

00

s" = L (i+l_y)(i_y)Xi-y-1 ,
i=o

reemplazando estas expresiones en (7) se obtie-
ne:

co 00

L a.(l+i-y)(i-y)xi-y - L a.(1+i_y)(i_y)xi-y+1 +
L=-O -<- - i=O -<-

00 i y . 00 • l-y+i
+ y I (l-Y+i)a.x - - (0.+13+1) I (1-y+-<-)a.x

i=O -<- i=O-<-
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00

Q \' i-yti
a~ L a.x = O.. .<.

.<.=0

Se puede observar que el menor exponente de X es
i-y. Como todos los coeficientes de las poten-
cias de X son cero, podemos obtener los a. as!:

.<.

a
1
[(2-y)(1-y) t y(2-y)] t ao[(i-y)y-

- (atBti)(l-y)-aS] = 0 •

a = (atl-y)(Stl-y) a
1 1(2-y) 0

Tomando el coeficiente de x2-y se obtiene:

= j(2-y)(1-y)t(2-y)(atStl)tSal a
az (3~Y)(2-YtY) 1

(atl-y)(Sti-y)(at2-y)(St2-y)

1.2. (2-y)(3-'O

Observando la ley de formaci6n de los
se ve que el coeficiente an es
(ati-y)(at2-y) ... (atn-y)(Stl-y)(St2-y) .. (8tn-y)a = aon 1.2 ... n(2-y)(3-y) •.• (n,+1-y)

a·.<.
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y 1 2,3, ...

Se puede considerar ao'= 1 obteniendo p~
ra y la serie convergente

x1-Y(1 + (a+l-y)(S+l-y) X
1.(2-y)

+ (a+l-y)(a+2-y)(S+1-y)(S+2-y) 2
X + ... )

1.2.(2-y)(3-y)

y =

l-yAsi que Y2 = X F(a+l-y, S+l-y, 2-y;x).

Un segundo metodo para obtener la solu-
cion anterior es el siguiente.

Se introduce una nueva funcion W y se em
plea la substucion

l-yY = X W,

se calculan y', y" y se reemplazan estos valo
res en (7):

y" -y l-y= ~(l-y)X W'+x w"

La ecuacion diferencial que result a es
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Simplificando se obtiene:

x(1~x)w" + [2-y-(0+8-2y+3)X]W' - (0+1-Y)(8+1-y)W = 0,

ecuacion diferencial hipergeometrica en los pa-
rametros 0+1 - Y , 8+1- y y 2 - y.

Si 00 = 1 su solucion en serie es

l-yX F(a+l-y, 8+~-y, 2-y; x )

La $olucion tiene sentido completo si
2-y es diferente de cero, 0 de un entero nega-
tivo.

Resurpiendo: la ecuacion diferencial hi-
pergeometrica tiene dos soluciones particulares

1J1 = F(a,8,y;x)

y

que forman un conjunto fundamental de so ucio-
nes.



REPRESENTACION DE ALGUNAS FUNCIONES UTILIZANDO
LA SERlE HIPERGEOMETRICA.

Por medio de la serie hipergeometrica que
contiene los parametros a, B y y se pueden ex-
presar algunas funciones elementales, dando va-
lores especiales a estos parametros.

A continua cion doy algunos ejemplos:

Ej.emplo 1. Sea a = y, entonces

F(a,8,YiX) = F(a,B,aiX) = 1+ ~ X +

13(8+1)
+ 1. 2
1= (1-x)8

Ejemplo 2~ Si a = 8 = 1 Y Y = 2

X x2 xn
f (1 ,1 ,2; X) = 1 + '2 + 3 + ...+ n+i +... =

1 1-.tn -.x r-x

Ejemplo 3. Con a= 1 y Y = 8 se obtiene

F(1,8,8;x) 2 n+l _ 1
= 1 +X+X + ... +x + ... - 1-x

La misma funcion se obtiene para 8 = 1,
Y = a
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FU,S,S;X) = F(a,l,Ct;x).

Ejemplo 4. Haciendo a = 1, S = 1, Y = 2 Y sus
tituyendo x por -x se obtiene:

FO,1,2;-X) _ ~ + x2 n xn
= 1 2 3 + ... +(-1) n+l + ...

1 x2 X 3 x" n xn+1
= X (x- ~ + 3 -~ +... +(-1) n+1 +... )

X e:(-1,1) - {O},

Ejemplo 5. Si
x par x2

1
a = 2 = S, Y

3
= "2 , y, se reernplaza

= 1 + X
2

1.3 x" + 1.3.5 X6 +...2.3 + 2.4.5 2.4.6.7

1.3.5 (2n-l) x2n
•.. + 2.4.6 (2n)( 2n+l) + ..•

1 ( x3 1.3 5 1.3.5 7
= X X+ ~ + 2.1.+.5 x + 2.L~.6.7 x + ...

1.3.5 ... (2n-1) 2n+l )
... + ()() X + ...2.4.6 ... 2n 2n+l

= aJtc. .6en x
x x c (-1,1) - {O}.

Ejemplo 6. Es irnportante anotar que la serie
F(a,S,y;x) se interrurnpe en Xn si Ct 6 B son
iguales al entero negativo -n
es un polinornio en X.

y en est c so
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= 1 (-n)8 ( ) (-n)(-n+l)8(8+1)( )2F<-n,8,8;-x) + T:l3 -X +1.2.8(8+1) -x +

(-n)(-n+l)(-n+2)B(B+l)(8+2) 3
+ 1.2.3 6(6+1)(8+2) (-x) T ••.+

(-n)(-n+l) ..~-n+(n-l»B(6+1) ..(S+n-l)(_X)n
n! B(8+1) ...(B+n-1)

= n(n-l) 2
1 + nx + 2! x +
... + (_l)nXn(_l)n =

n(n-l)(n-2)
3 !

= 1 + nx + n(n-l) x2 n(n-l)(n-2) x3 +...
2! + 3 !

n(1+ x) .

Ejemplo 7. La solucion de la ecuacion diferen-
cial de Legendre se puede expresar en la forma

i-XF(n+l, -n, 1; --2-).

La ecuacion diferencial de Legendre

se transforma en una ecuacion diferencial hipe~
geometrica mediante la substitucion

x = 1 - 2z

=dl1 • ti z __ ~ ~J{az crx- 2az
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Reemplazando estos valores en la ecuacion ini-
cial se llega a la ecuacion diferencial hiper-
geometrica

Z(l-Z)~ + (1-2Z)~ + n(n+1)y = a
dz2 dz

donde a = n+1, S = -n, y = 1.

La solucion a esta ecuaci6n es

F(n+1, -n, l;z) = F(n+1, -n, 1; 1;:<).

2

Ejemplo 8. f~m x F(a,S,~; - ~as
a,S~oo

= .6e.n. x

~ x (1 _ a.S x2 +
Q 1.2.3.a.Sa,l-'~

a(a+1)S(S+1) x4 _ a(a+1)(a+2)S(S+1)(S+2) 6
+ 1.2.3.4.5. a~S: 1.2.3.4.5.6.7 ci3s3 x + ..• )

~':
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