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EL METODO DE ARQUIMEDES

Jests Hernando Pérez

St INTRODUCCION.

Indagar por las fuentes que condujeron al
Cilculo Diferencial e Integral significa entre
ctras cosas responder a la pregunta de cudl fue
el aporte de los pensadores de la antigua Gre-
cia al desarrollo de esta importante rama de la
matemdtica. Es indudable que en los trabajos
de aquellos primeros cientificos aparecieron al
gunas de las ideas que posteriormente pasaron a
formar parte de las teorias cldsicas sobre la
integracién y la derivacidn de funciones. Diga
mos como minimo que fueron ellos quienes plan-
tearon algunos de los problemas cuyas soluciones
se logran solamente con los métodos del Cdlculo
Diferencial e Integral, como es el caso de la de
terminacidn de longitudes, &reas, vollmenes y

centros de gravedad.
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Asi por ejemplo el gran cientifico Arqui
medes, sobresale dentro de los “matemdticos de
la antigua Grecia como alguien‘que enfrentd pro
blemas cuyas soluciones, si bien constituyen
hoy en dia simples ejemplos en los cursos ele-
mentales de Cidlculo, en su época estaban en las
fronteras de la investigacidn. Este ingenioso
matemdtico, logrd determinar adreas, vollmenes y
centros de gravedad de figuras, mediante proce-
dimientos nada triviales; que aunque no se pare
cen mucho a los métodos utilizados hoy en dia,

estdn indudablemente relacionados.

En esta exposicidn haremos una presenta-
cidén de los trabajos de Arquimedes que se rela-
cionan en alguna forma con los problemas del
Cdlculo; sin la pretencidn naturalmente, de ago
tar todo lo que se pueda decir sobre este asun--
to. Para que la exposicidn sea de todas formas
lo méds completa posible, haremos antes un resu-
men de la evolucidn de algunas ideas de impor-
tancia para comprender el pensamiento arquime-

diano.

§2. EUDOXIO DE CNIDO.

No cabe duda de que el descubrimiento de
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la inconmensurabilidad por los pitagdricos, plan
teé uno de los més grandes problemas a los mate-
miticos de la antigua Grecia. Este impase, sig
nificaba como lo muestra muy claramente el his-
toriador Asger Aaboe (*) el derrumbe de la teo-
ria de la semejanza de figuras cuyo desarrollo
se iniciaba. Igualmente se derrumbaba toda la
teoria de las magnitudes, pues la medicidn se
basaba justamente en la conmensurabilidad. Para
comprender el significado del aporte de Eudoxio,
vale la pena retomar aqui algunos aspectos de
la manera como evoluciond la teoria de la seme
janza que fue reestablecida por este matemdtico

de la escuela platdnica.

Analicemos por ejemplo el siguiente teore

ma:

"Si se. traza una recta paralela a uno de los la
dos de un tridngulo, cortari a los otros dos

proporcionalmente™.

Una demostracidn al estilo pitagdrico de

este teorema seria la siguiente:

(*) Matemiticas: Episodios histéricos desde Babilonia

hasta Ptolomeo. Editorial Norma.
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Supongamos que el segmento DE es paralelo al la
do AC del tridngulo AABC. Como cualquier par de
magnitudes son conmensurables, podemos determi-

nar un segmento XY de tal manera que AD = m XV

= AF + FG +... y DB = nXV =DH + AT +... ;
donde los puntos F,G,...3 H,I,... son tales
que

Tracemos ahora por cada uno de estos puntos,
paralelas al lado AC y llamemos F',G',... ;
H',I',... los puntos de corte de estas parale-
las con el lado BC. Construyamos finalmente
por estos Gltimos puntos, paralelas al lado AB.

Los tridngulos que resultan AF'F"C, AG'G"F',...;

AH'H"E, AI'I"H',... son todos congruentes y en
consecuencia los segmentos CF', F'G' o3 EH',
H'T',... son congruentes, lo cual quiere decir

que CE = mXV y EB = nXY lo cual prueba el teo-

rema.
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Esta prueba resulta incompleta, una vez que se
descubre la existencia de magnitudes que no son
conmensurables. Veamos pues la demostracidn
dada por Eudoxio y que aparece en el libro VI

de Euclides.

Ante todo, iniciemos con la definicidn de
igualdad entre proporciones descubierta por Eu-
doxio y que aparece como la definicidén 5 del 1li-

bro V de Euclides.

"5. Se dice que la razdén de una primera magni
tud con una segunda es la misma que la de una
una tercera con una cuarta cuando, tomando

cualquier miltiplo de la primera y de la ter-
cera y de la segunda y cuarta, el miltiplo de

la primera es mayor, igual o, menor que el de

la segunda, segin que el de la tercera sea ma

yor igual o menor que el de 1la cuarta" (*),

En simbolos modernos tendriamos
+
a/b = ¢/d <+ V¥m,n € N ma Z nb

si y sélo si me Z nd.

(*) Cientificos griegos. Tomo I. Aguilar, Edicidn a car

go de Francisco Vera.
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Veamos ahora el siguiente lema, en el
cual se aplica directamente la definicidn que
acabamos de dar y que constituye el paso pre-
vio para la nueva demostracidn del teorema

que estamos considerando,

LEMA. (Proposicidn 1, Libro VI de Euclides).

"Los tridngulos que tienen la misma altu-

- "
ra son entre si como sus bases

Demostracion. A

Consideremos los triidngulos AABG y AAGD
llamemos respectivamente ¢, d sus magnitudes.
Llamemos también y respectivamente a, b 1as mag
nitudes de las bases. Queremos demostrar que
a/b = ¢/d y para ello, tomamos m, n nfimeros na
turales. La condicidén ma Z nb si y sblo si
me 2 nd resulta evidente de la “figura dado que

la magnitud mec por ejemplo, es la del tridngulo
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cuya base es ma.

Demostracion del Teorema.

Suponiendo que el segmen
to DE es paralelo al seg
mento AC, los tridngulos
AADE y ACDE tienen 1la

misma magnitud pues considerando DE como la ba-

se comin., ellos tendrdn la misma altura.

Ahora bien, segln el lema anterior, ten-

dremos las siguientes igualdades
m(ABDE) _ m(DB)
m(ADAE) m(DX)
m(ABDE) _ m(BE)
m(ADEC) m(EC)

De estas relaciones se obtiene la siguiente

m(DB) _ m(BE)

m(DK) m(EC)

puesto que m(ADAE) = m(ADEC) y en esta forma,

se tiene el teorema.

Debemos también = Fudoxio, la introduccidn
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del método de exhaucidn utilizado ampliamente
por Euclides y Arquimedes. Con la ayuda de es-
te método, fue posible la detérminacién del
drea del circulo, probablemente por el propio
Eudoxio y de la longitud de la circunferencia

por Arquimedes.

En la versidn de Euclides (Libro X, pro-

posicidn 1) el principio es como sigue:

"1. Dadas dos magnitudes desigualdes, si de
la mayor se resta una magnitud mayor que
su mitad y de lo que queda otra magnitud
mayor que su mitad y se repite continua-
mente este proceso, quedarda una magnitud
menor que la menor de las magnitudes da-

das",

La demostracidn de esta ley tal como apa
rece en el propio libro de Euclides, se sigue
del principio conocido posteriormente con el

nombre de "principio de Arquimedes"”.

En efecto, llamemos G a la magnitud menor,
H a la mayor y tomemos un natural N tal que

(N+1)G sea mayor que H. Consideremos ahora
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1
Hy = H, Hy < S Ho, ... H

9 v e

1
&L=
n+1 2 Hn

y veamos que G > HN'
De la relacidn

H0 = H < (N+1)G

se sigue H1 < NG
pues hemos restado a la magnitud de la derecha
otra menor que su mitad y a la de la izquierda,

ina mayor que su mitad.

Por la misma razdn, se sigue que

H2 < (N-1)G

vy continuando en esta forma llegaremos a la rela

cidn

Hy, < (N- (N-1))G = G .

N
A manera de ilustracidn, veamos la prueba
del teorema sobre el 8rea del circulo, tal como

aparece tambi&n en el libro de Euclides.



apuntes de seminario 127

LEMA. Dada una magnitud cualquiera G, existe pa

ra un circulo C dado, un poligono regular P ins

crito en C y tal que
g(C.~- P) .5 &

Demostracion. Construimos en primer lugar el

cuadrado PO = ABCD inscrito en C y llamamos HO
a la magnitud a(C—PO) = @(C) ~ a(PO).

Construyamos ahora sucesivamente los poli-
gonos regulares Pl’PQ"" como se indica en la

figura, de tal manera que cada uno de ellos es-

té inscrito enC, P sea mayor gque Pn y el niG-

n+1 n+2
mero de ladosde Pn sea igual a 2 7,

Si llamamos H, a la magnitud a(C—Pn) =
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a(e) = a(Pn)’ tendremos la relacidn

1
H - H > H

n n+1 n

para todo n, con lo cual seglin el principio de

exhaucidn, para alglin n se tendrd que

Hn = ‘al(C - Pn) L@,

Para establecer la relacidn H -H > 1-H
n n+1 2

basta establecerla en el primer caso, pues el

n

principio de construccidén del poligono Pn+1 a
partir del Pn es el mismo para todo n > 0. Vea-

mos pues que se tiene la relacidn

1
H. ssiH >-§'H

0 1 0 °?

O sea
a(C)-a(Py)-a(C)+al(P) > F(a(C)-alPy)) ;

1
a(Py)-alPy) > §(a(C)—a(PO)) ;

lo cual equivale a afirmar que la magnitud del
tridngulo ABCE es mayor que la mitad de la mag

nitud del sector circular BHEC lo cual es una

trivialidad.

TEOREMA. Los circulos son entre si como los cua
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drados de sus radios.

Demostracidén. Consideremos los «circulos C1 y C2

de radios respectivamente nl y az.

a) Supongamos que

2
a(C1) . f%
a(C2) ¢
o sea, 2
a(Cq1)%2
a(Cy) >¢== S

Llamemos G a la magnitud.a(CQLS y considere-
mos el poligono regular P2 inscrito en C2 y de

tal manera que
GECLY = ®EP ) < 6 = a(C,) - S
De esto se sigue que
a(P2) >4a8 3

2
atrs) - g gy )

a(PQ) )(2 S

P1 al poligono regular inscrito en C1 y semejan

donde hemos llamado

pero,

te a P2.

Como d(Cl) >'a(P1), tendremos que a(P2)< S;
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lo cual contradice una afirmacidn anterior.

b) En forma andloga puede probarse que la rela-

cidn a
a(Cq) ) fl
a.(Cz) }Lg

no es posible.
c) Concluiremos entonces que

2
a(Ce) ;0
5 -
a(CQ) "y
El método de exhaucidn permite también 1la
demostracidn de otras ralaciones entre los voli-
menes de sb6lidos que estan en cierta relacidn

en términos de relaciones mds simples.

§3. ARQUIMEDES.

La obra de este extraordinario matemdtico
es muy amplia y sdlo nos interesaremos aqui en
algunos de sus aportes a la teoria de las magni
tudes geométricas. Arquimedes como todo el mun
do sabe, es el fundador de la Estdtica o teoria

de los cuerpos en equilibrio, la cual utilizd
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para sus descubrimientos en la teoria de las
magnitudes. De la Estatica, s&rge el interés
por determinar los centros de gravedad o cen-
tros de equilibrio de las figuras; problemas
que como todos sabemos, se resuelven moderna-
mente con métodos del Cdlculo Integral. Re-
sulta extraordinariamente interesante la forma
como Arquimedes integrd las diferentes dreas
del conocimiento que le interesaron, aplicando
los métodos o resultados de una al descubrimien
to de leyes o relaciones en otra. En la Esta-
tica, aplicdé el método axiomdtico de la Geome-
tria y, como veremos con un ejemplo, utilizd
la Estdtica para obtener numerosos resultados

sobre &dreas y vollmenes.

La influencia de Arquimedes en el desarro
llo del Cdlculo aunque indudable, es dificil de
precisar pues su obra mds revolucionaria conoci
da con el nombre de "E1 Método" permanecid per-
dida hasta el afio de 1906 cuando el historiador
Johann Ludwing Heiberg la descubrid en un pa-
limpsesto de la biblioteca de Constantinopla.
El Método fue escrito por Arquimedes con el pro
pésito de explicar el procedimiento mecdnico
utilizado por &1 para la solucidn de problemas

matemdticos. En los otros tratados de Arquime-
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des, se enuncian y demuestran teoremas que sor-
prendieron a los expertos de su tiempo como el
relativo a la magnitud & volumen de la esfera,
del cual el proﬁio Arquimedes estaba muy orgu-
llosoy no faltdé quien indagara acerca de su for
ma de llegar a estos resultados. En la nota re
misoria de su trabajo a Eratdstenes, Arquimedes

explica lo siguiente:

".,.., como sé que eres un estudioso serio,
hombre de eminente cultura filosdfica y un
apasionado, he creido conveniente exponerte
por escrito y explicar con detalle en este
mismo libro la naturaleza especial de cier-
to método que te permitird resolver mecdni-
camente algunos problemas matematicos. Es-
toy convencido de que este procedimiento no
es menos util incluso para demostrar los pro
pios teoremas, algunos de los cuales, eviden
tes por medio de la Mecdnica, se han demos-
trado después geométricamente porque su in-
vestigacidn por dicho método no proporciond
una demostracidn rigurosa. Pero cuando gra
cias a €1 hemos adquirido algin conocimien-
to previo de la cuestidn, es naturalmente

mas fdcil dar la prueba que encontrarla sin
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dicho conocimiento previo

Antes, de, explicar el ef]

m

mplos que: nos. 1lu
trard sobre el método_de Arquimedes, convi
mostrar un ejemplo_efl el cuagfial-uwtitiga e
todo de exhaugidn. Se trata justamente \de
determinacfén de la Iengitud de 1& cirgunferen
ciayue aparece 'en el trdbajo conocido !con el
,ﬁombre“de "Medida del circulo".
"l. Un circulo es equivalente a un tridn-

gulo rectangulo cuyos catetos sean iguales

al radio y a la circunferencia del circulo".

Demostiracién. Si suponemos que la magnitud del
circulo € es mayor que la del tridngulo T segfn
el principio, de exhaucidn, existe un poligono
inscrito a la circunferencia cuya magnitud es

mayor: que la del tridngulo.

-'Pero, esto’ resulta contradictorio pues la
magnitud ‘del poligono es la mitad de 'su perime-
tro multiplicada por ‘su altura y estas son evi-

dentemente menores que la circunferencia y el

(*) Cientificos griegos. Tomo II. Aguilar. Edicidn a car

go de Francisco Vera,
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radio.

En forma dual, si la magnitud de T es ma-

yor que la de C, determinamos un poligono regu-

lar circunscrito a la circunferencia y cuya mag
nitud sea menor que la de T. Pero, una vez més,

esto resulta contradictorio.

Este teorema implica la determinacidn de
la longitud de la circunferencia; pues, si ex=
presamos numéricamente este teorema y los del

libro de Euclides, tendremos lo siguiente:

i) Llamemos m a la magnitud de un circulo de ra
dio unidad. En tal caso, la magnitud C de un

circulo de radio R seria
€ R
m

O sea
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ii) Si la magnitud de un triéng&lo, se determi-
na mediante la relacidn % bh (b magnitud
de la base y h magnitud de la altura) entonces,

seglin el teorema de Arquimedes, tendriamos:

nR2 = % ReC

Yy en consecuencia

2mR .

c

Pasemos ahora si, a nuestro ejemplo central,
y veamos cdémo descubrid Arquimedes la relacidn
entre el volumen de una esfera y el del cilin-
dro circunscrito. Partiremos para ello del

principio fundamental de la Estdtica.

Si los cuerpos P, Q se encuentran equili-
brados en la balanza, entonces se tendrd la re

lacidn

Pep = Q°q
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2R

2R

Consideremos la circunferencia de centro

0 y radio R y prolonguemos el diadmetro AB de
Bremng

tal manera que £(WA) = 2R. Construyamos ahora
el rectidngulo CDEF de manera tal que L(EF) = 2R
= L(BF) y giremos ahora esta figura alrededor
de WE, 180°; con lo cual, la circunferencia nos
determinard una esfera, el rectdngulo CDEF un

cilindro y el tridngulo AADF un cono.
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Lo .4
Si consideramos una linea cualquiera GH
e . . : -
paralela a CE, al girar la figura, esta linea
determinard un circulo que cortarid a la esfera
y al cono en otroscirculos de radios respecti-

vamente ¢ y C.

De la figura, es facildeducir las siguientes

relaciones

Pty

ZAT) &'2
L(A2 = ¢.2R
2% wiedies LCTTH2
c2 + e2 =i 8% 2Rs

5 3 P 2 3 2
Dividiendo esta Gltima relacidn por (2R)’

tendremos
c2 + e2 _c
(2R)? 2R

Si multiplicamos ahora la proporcidn de

la izquierda por W, tendremos

9
me” + neQ - &
m(2R)? 2R

O sea

(ve® + me?)eoR = wf{2R)2- e - (%)
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Si miramos esta filtima identidad como una
relacidn de equilibrio y si aceptamos que las
dreas, y los volfimenes tienen pesos iguales &
proporcionales a sus magnitudes, podemos enton-
ces llevar los circulos de radios ¢ y ¢ al pun
to W con lo cual, tomando como centro de equili
brio el punto A, los circulos correspondientes
a la esfera y al cono, equilibrardn 21 del ci-
lindro tal como lo indica la relacidn (*). Ha-
ciendo recorrer ahora el segmento GH todo el
rectdngulo CDEF y llevando al punto W todos y
cada uno de los circulos de la esfera y ei cono,
tendremos alli a estos dos sdlides. y la condi-
cidn de equilibrio nos dard la siguiente rela-
cién

(Cono + Esgerna)+ 2R = Cikindnrno=R
0 sea

Esgena = % Cono

puesto que
Cilindno = 3<Cono.

Empleando las fdrmulas modernas podemos
determinar el volumen de la esfera, pues el vo-

lumen del cono-es igual a

nR:

u}‘ (8 5]
A

5 m(2R)%(2R) =
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y en consecuencia

3

Volumen de La esfera = mR™.

+w

Para una informacidén mas completa, consil
tense ademds de los libros mencionados el siguien

te trabaijo:

Edwards, C.H., The Histornical Development o4
the Calculus, Springer-Verlag. 1979.



