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ESTRUCTURAS TOPOLOGICAS DE R”

Yu Takeuchd

§0. INTRODUCCION.

Sea ﬁf un ultrafiltro regular en IN(5 un
ultrafiltro de Frechet); por medio de Fi se
introduce el concepto de "casd todo" como si
gue. Consideremos una cierta propiedad "p"
para los elementos de sucesiones reales, (an);
por ejemplo, "p" puede ser la propiedad '"ser
a, positivo", &, "ser a, diferente de cero",

n
5 "ser a, mayor que 10", etc. Decimos que

a, satisface la propiedad "p" para casi todo n

si y sblo si

%
{n = IN/a, satisface la propiedad "p"} € Fa.
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Gracias a las propiedades del ultrafiltro de
Frechet, la palabra "casd todo" introducida
de la manera anterior se comporta prdcticamen
te en la misma forma como la hablada intuiti-
vamente; mds precisamente, &sta se rige bajo

las siguientes reglas:

(I) "n suficientemente grande" implica "casd
todo n".

(II) Si "p" implica "¢", entonces, "p para ca

54 todo n" implica '"q para casdL todo n".

(III) Si se cumple simultdneamente "p para casd
todo n", y, "q para casi todo n", entonces se

tiene que "p, y, ¢ para casdl todo n".

(IV) La negacidn de "p para casd todo n" es

" NO p para casd todo n".

Dadas dos sucesiones (a,) y (bn)’ si
a” = bn para casd todo n estonces decimos que
la sucesidn (a,) es cass Lgual a la sucesidn

(bn)’ y se denota por:
(a,) ~ (b).

(v) si (an) satisface la propiedad "p" para
cas{ todo n, entonces existe otra sucesidn

(&n) casd Lguaf a (an) tal que (&n) satisface
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la propiedad "p" para fodo n.
p

(e ? ‘
SealR ( = ) la coleccidn de todas las
sucesiones de elementos reales, la relacidn
"easd Lgual V" es una relacidn de equivalencia

m . .
en IR ; la clase de equivalencia representada

por la sucesidn (an) se denota por:

[Ca,],

o sea que [(an)] es la clase de todas las su-
cesiones casdi 4guafes a (a,). La coleccibn de
todas las clases, o sea, el conjunto cociente

& .
IR /v es un cuerpo ordenado de acuerdo con las

siguientes operaciones:

(Adicidn y Sustracidn )

[CaD] £ [(b,)] = [(a, £ b)].
(Multiplicacidn)
[(an)] . [(bn)] = [(an . bn)]
(Desigualdad)
[(an)] < [(bn)] sia < b, paracasi todo n,

El elemento neutro para la adicidn es la

clase representada por la sucesidn constante
de valor cero: [(O)] = [(0,0,...,O,...)], y el
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elemento neutro para la multiplicacidn es la
clase representada por la sucesidn constante
amvadior Brof( )} & f(ta pioigeie. )]0 st
[(an)] # [(0)] entonces a, # 0 para casL todo
n. Por la propiedad (V) de "casd todo", exis-
te (&n) " (an) tal que &n # 0 para fodo n.

La clase representada por la sucesidn (1/an)

es el Anvenso multiplicativo de la clase
[(an)] o

E1l cuerpo ordenado R /v se denota por Rf
el cual se llama "ef cueapo de nlmeros no-es-
t&ndan"(‘) y los elementos de]R*, o sea, las
clases de equivalencia enZRw, se llaman "ndmg

nos no-estdndan™.

La clase representada por la sucesidn
constante de valor real ¢, [(c)] = [(C,C,...,
c,...)] se denota nuevamente por c¢; de esta
manera podemos considerar a R como un subcuer

%
po ordenado de R .

%
Sea a «eR ; se define "el valor absoluto

de a" por:

asia>0
la| =
sia<o 0

(1) Todos los cuerpos ordenados asi obtenidos son iso-
morfos, suponiendo la hipdtesis del continuo. (ver Cap.
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Decimos que € « R" es un inginitesimal si
|e|] < ¢ para todo neal ¢ > 0, Decimos que
A eR" es un infinito si {A] > ¢ para todo neal
¢ > 0. Si € EiR* es un infinitesimal, entonces
1/€e es un infinito. Un nlimero no-estdndar a es
ginito si o no es infinito, esto es, si ae& i
es finito entonces existe un nlimero real posi-

tivo M tal que |a| < M.

Sean a,B E:R*; si a-B es un infinitesimal,
decimos que o es infinitamente prdéximo a B, y
se denota por o ® B. Con esta notacidn, se tie
ne que € s.R* es un infinitesimal si y sdlo si

€ %o

% s
Si a = R" es finito, entonces se puede de
mostrar que existe un Gnico ntmero real a tal

que o ¥ a; decimos que a es "La parte estdndan

2
de a" y se denota por a = Est a.( )

13, p.184, Gillman y Jerison. Anillos de funciones con-
tinuas, Van Nostrand, 1960).

(2) A partir de un filtro de Frechet.Fh, hay varias ma-
neras de llegar a un ultrafiltro i. Por ejemplo si a
Fn se agrega Sy = {2ndn1€im} se obtiene uno de tales ul
trafiltros y si se agrega S, = {2m-1|me:]N} se obtiene
otro. De la construccidn def ultrafiltro, depende la
asignacidn de la parte estdndar de @. Por ejemplo, si
se ha agregado 31 tenemos que

(1,0,1,0,1,0,...) v (0,0,0,0,...) = 0
y si se ha agregado 32 obtenemos

R0 e L o ) A LT 2 10" o 2
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Es bien conocido el siguiente hecho:
% .
sea a = [(a,)] €R", sia, > L (n > ®) enton

ces:

L = Est a (6, L = a).

Asi, toda sucesidn que tiende a cero re-

presenta un infinitesimal en R .

§1. TOPOLOGIA DE ORDEN EN R*.

ofe
Como el cuerpo R es un conjunto ordena-

L.

do, esta propiedad nos permite trabajar en R”
con intervalos abiertos, cerrados y semi-abier
tos; gracias a esta Gtil herramienta podemos

dotar a R" de una estructura topoldgica, simi

lar a la que trabajamos para R.

Primero se definen los intervalos no-es-

tandar:
(a,8) = (1= R"/a < 1 < B}

(intervalo no-estdndar abierto).

[ B8] = {1t eR*/a ¢ T ¢ B}

(intervalo no-estandar cerrado).

También a veces es conveniente emplear

los A{mbofos *+ » para denotar los intervalos
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no-estindar no-acotados:
%
(o, +@) = {t= R /T > a}

(-»,B) = {1 eim*/T < B}

No s¢ debe confundir los simbofos *» con los

nfimeros no-estdndar Anginitos.

% ¢
Dado o« «IR", el intervalo (a-e€,0+€) con

% ,
€ >0, e «R", es "la vecindad" de o de radio

€, y se denota por:
ViazE),
o simplemente una vecindad de a, V(a).

Sea S un conjunto de nimeros no-esténdar;
decimos que S es "abiento" si para todo T € S
existe una vecindad V(T) contenida en S. Evi-
dentemente, los intervalos no-esté@ndar abier-

o

tos son conjuntos abiertos en R .
Se ve fadcilmente que la unidn de cualquier

nimero de conjuntos abiertos es abierta, y la

interseccidn de un nfimero finito de conjuntos

abiertos es abierta.

Consideremos ¢ la familia de todos los con
=
juntos abiertos de R , entonces 0 es una topo-

logia para R (TopolLogia de onden).
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Ejemplo 1. Intervalos no-estédndar abiertos,
(a,B), (a, +»), (-»,B) son abiertos en R¥.
¢ (el conjunto vacio) y R" también son abier-

tos.

Ejemplo 2. Sea Eo el conjunto de todos los nii

meros infinitesimales:
E, = {ee R /e =~ 0}
entonces Eo es abierto. En efecto, tenemos:

Eo = U (-e,e) (unidn de intervalos abiertos).
€EX0
£>0

Ejemplo 3. El conjunto A de todos los nlmeros

no infinitesimales es abierto en R*. En efec-
tos
A= {1e R/t # 0} = || (t-e,1+€)
T#0

donde € es un infinitesimal positivo.

Ejemplo 4. E1 conjunto B de todos los nfimeros
no-esténdar §4nitos es abierto. En efecto:
B = {re R /1 es finito} = U (1-g,Tte).

Tfinito
(e = 0).

Ejemplo 5. E1 conjunto D de todos los nlmeros

no-estandar Anginitos es abierto. En efecto:
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D = {te R¥/1 es infinito} = U (t-1,T+1),
Tinfinito

~

4 e 3
Decimos que F( € R") es "cerrado" si su
complementoER“—F es abierto. Evidentemente,
los intervalos cerrados no-estadndar son conjun

tos cerrados.

Dado un conjunto S(g]R*), un nimero no-
estédndar o & Rﬁ es un punto de acumulacibn de
S si toda vecindad de o contiene, por lo menos,
un punto de S diferente de a. Un conjunto
F(E]R*) es cerrado si y sélo si todos los pun-

tos de acumulacidn de F pertenecen a F.

Ejemplo 6. ¢, RrR*, [a,B], [a,+=), (-»,B] son ce

rrados.

Ejemplo 7. R, como un subconjunto de Rh, es ce

rrado.

Es suficiente mostrar que D(R) = ¢.

En efecto: i) Sea x« R, si € > 0, € = 0
entonces la vecindad V(x;e) contiene como (ni-

co nmeno neal a x:
Vix;e) n R = {x},

es decir, todos los puntos Xx & R son "alsfados"

%
en R .
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ii) Si T es infinito, y € > 0, € ~ 0, enton-

ces V(t,e) N IR = ¢.

iii) Si T e R -R y es finito, para
o = lT—Est Tl, se tiene que V(T, %) NR = ¢.

Mas generalmente, cualquier conjunto de

nimeros reales es cerrado en IR .

"Ejemplo 8. Sean EO,A,B,D los conjuntos no-es
tdndar dados en los ejemplos 2,3,4 y 5, enton
ces estos conjuntos son cerrados en R”. En

efecto:

luego estos conjuntos son cerrados ya que A,

EO,D, B son abiertos.

También, podemos observar directamente
o
asi:

- 1 1
N S
n=1

siendo E 1la interseccidn de intervalos cerra
b e

dos no-estandar, éste debe ser cerrado.

Ndtese que EO no tiene puntos de gronte-

ra.
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Ejemplo 8. Sea E& = {teR /T = a}; entonces
Ea es abierto y cerrado. No existen puntos de
frontera de Ea. Ademés

~

Ea = a+Eo = {0 + €/ e = Eo}.

La presencia de subconjuntos cerrados y a la
. . %

vez abiertos (diferentes a ¢ y alR" ), como se

muestra en los ejemplos anteriores, nos dice

%
que: "R no es conexo".

Sea S(S;R*); un nfimero no-est@ndar a se
llama "el extremo supernior de S" (o = sup S)
si a es la minima cota superiorn de S. Por ejem
plo, si S = (a,B) (un intervalo no-estandar)

entonces B = Sup S.

De la misma forma, se define el extremo

inferior de S, Inf S.

Un conjunto acotado no siempre posee Sup

ni Inf.

Ejemplo 10. E_ = {e/e = 0} es acotado superior
mente ya que cualquier nlUmero.positivo no-in-
finitesimal es una cota superior de Eo' Se ve
que Nno existe Sup EO. En efecto, supongamos
que o > 0 es una cota superior de Eo. Si a = O
entonces 20 > o, 200 & Eo’ luego o no es una co

ta superior de Eo (absundo!). Por lo tanto,
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o # 0. Entonces tenemos:
5a £ 0, Y0 < a ,

esto es, 0 es una cota superior de EO, estric
Lamente menon que o, luego no existe la mini-

ma cota superior de Eo’

El Ejemplo 10 nos muestra que:

%
"R no es completo".

§2. SUCESIONES DE NUMEROS NO-ESTANDAR.

Sea (an)n una sucesidn de nlimeros no-es
(#) v

tandar » decimos que (a,), tiende (o con-

verge) a B si

dado € > 0, e € R’ cualquiera, existe NOEJN

tal que

|a,-B| < € para todo n €N con n > N, .

Los siguientes teoremas cuyas demostraciones
aparecen en el libro "Teoria de Funciones No-

estandar, Y. Takeuchi", son sumamente importan

tes.

(#) Una sucesidn de nfimeros no-estandar es una '"fun-

cidn": %
(an):m + TR
n - Gn
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TEOREMA 1. Toda sucesidn de nfimeros no-estén-
dar es acotada. (ver p.83 del libro citado).

TEOREMA 2. Ninguna sucesidn no-constante de
K
nilmeros no-estandar converge en R”. (ver p.86

del libro citado).

Nota. Decimos que una sucesidn (an)n es "cons
tante" si o, = o para todo n a partir de al-

gin subindice.

Sean S(QJR*) un conjunto no-estandar y
o € R* un punto de acumulacidn de S. Segin el
Teorema 2, "no ex{ste una sucesidn de puntos
de S, dos a dos distintos, que éonverge a a".
Esto es, el concepto de "punto de acumulacidn"
es diferente al concepto de "punto £imite",
por esta razdn los métodos de estudio de suce
%

siones en IR son sustancialmente diferentes a

los de R.

Ejemplo 11. Sea (an)n una sucesidn de nlmeros

no-estidndar, estrictamente creciente; entonces

el conjunto:

oo
T = ] (ay,te) =1t enN®/T1 > o, para todo n N}
n=1

es abdiento y cenrnrado.

Demostracion. Como (a,), es estrictamente cre
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ciente, se tiene que

{(te R"/1 > a}
y n

n =8

©
T = ﬂ [an,+oo) =
n=1 n

por lo tanto, T es cerrado. (interseccidn de

intervalos cerrados).

Por otra parte, sea Te T, entonces
T > o, para todo ne IN. Por el Teorema 2, T W

es Limite de la sucesidn (an) por lo tanto

A ”',
existe € > 0,€e &€ R~ tal que T-g > o, para to

do ne IN, o sea

(t-€e, T+e) = T,

luego, T es un conjunto abierto.
De la misma manera, tenemos:

Ejemplo 12. Sean (an)n, (Bn)n sucesiones es-
trictamente creciente y estrictamente decre-

ciente respectivamente; entonces los conjun-

tasis
[ee]

N . ,B), ﬁ(-w,s)
e n=1 “

son abiertos y cerrados.

Ejemplo 13. Sean (a,),, (B,), sucesiones es-

trictamente decreciente y estrictamente cre-
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ciente respectivamente, entonces los conjun-
tos:

[e] o] [ee] ~

l;! [an’Bn}’ l_j [an;+°°): !__'1("‘00,8”]

son abiertos y cerrados.

§3. EXTENSION ELEMENTAL DE CONJUNTOS REALES.

Sea S(=R) un conjunto de nlimeros reales....

o
El conjunto no-estédndar 8™ definido vor:
o
$* = {1 = [(xn)nJ/xn e S vara casd todo n}
se llama "La extensibn elemental del coniunto
S,

%

TEOREMA 3. (i) Si SS T entonces S S T
s*uTt®.

(ii) (S U TF

M) (8 N Ty%2 gk Beph,

(iv) (]R-S)* :]R.c _ S*.

Demostraeion. (i) Evidente.

(ii) Como S = (S U T) entonces S* = (S U T)*

(por (i) ), por lo tanto:
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S*U T < (s U T,

Ahora, sea T = [(xn)n] e (S U T)*, enton

ces

xneSU7'=SU(T-SMmMM£m@n.

Por lo tanto:

-

X, < S para casd todo n, B
X, ¥ T-S = T para cas4 todo n.

esto es,

-

T=[(x),]e 8T8, 1= [(x), ] T,

luego

TeS* UTY, esto es, (SUT) = s*uT".

(iii) y (iv) se prueban similarmente a (ii).

Como una consecuencilia inmediata del Teo-

rema 3, tenemos:

Dada una familia finita de subconjuntos de R,

{Sk; kR =1,2,...,m}, se tiene:

m lrjl % m b3 m
(U s)” = (), CNSH = s
U >k 4 A9 o Sk =k

1 k=1

Sin embargo, esta "Antercambiabilidad" entre
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"la extensidn elemental (*)" y "la unidn" J

"la interseccidn" no se puede generalizar pa-
ra el caso de la "unidn infinita", 8 "la in-
terseccidn infinita". En general, se cumplen

solamente las siguientes contenencias:

Sea {Sk; k = N} una coleccidn infinita

de subconjuntos de IR, entonces:
(o] % e}
(i) U Sk) 2 U «
k=1 k=

P

1
(ii) ( N sH* < s
b=1 k LA k
En efecto se tiene que:

Us =S para todo R IN.
P k

( g Sk)* = (Sk)* para todo k,

por lo tanto:

co

T P U(S)
et k=1

De la misma manera, se obtiene la contenencia

(ii).

Supongamos ahora que la coleccidn {Sk;

h €« N} satisface la condicidn:
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S sz para todo ne NI,

1

n-
entonces existe a4,  tal quea &3S ,a, ¢kl=JiSk

Consideremos el nimero no-estéandar

a = [(an)]' Como a, 6 & glsk para ftodo n.

[;]Sh) :

a = [(a)] = ( .

k

Por otra parte, para cada k fijo se tiene:

a, ¢ Sh para n > k ( o sea, para casd todo n)

esto es:

o = [(an)] & (Sh)* para cada k NN
y por lo tanto:

o = [(a)] ¢ kg1<sk)".

De lo anterior se tiene que:

C Y SHF#E st
AR oJ, e

03

De la misma manera, si la coleccidn {Sh; ke N}

e R-1
satisface la condicidn Sn? 'U]Sh para todo

n €N, entonces se tiene que:

[e 0]
oo

OIS ) For fhiabSy )
k=1 k k=1 k
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Ejemplo 14. Dados a,b €R con a < b, el inter
*

valo no-estédndar (a,b) = {T €R /a<T<b} es

la extensidn elemental del intervalo real

(a,b) = {x eR/a<x<b}.

En efecto, si a < X, < b para casd todo

n, entonces:
a = [(a) ] < [(x),] < [(b),] =b

O sea:

a < T<©b con T = [(xn)n]’

. t3
Ejemplo 15. Sean o,B = R con a-< B, o,B & R.
El intervalo no estédndar (a,B) no es extensidn

elemental de ningln conjunto real.

Demostracién. Supongamos que existe S & R tal que

%

(a,B) = S .

Si a = Est a, b = Est B, entonces podemos consi

derar los siguientes 4 casos:

(i) a > a, b < B, (ii) a > a, b > B,
(iii) a<a, b < B, (iv) a < a, b > B.
Supongamos el primer caso (i): a > a, b < B.

como S* = (a,8) 2 [a,b] = {treR*/a < 1 < b} = [a,b]*

(%) (a),, (b)n son sucesiones constantes de valor a, b
respectivamegte, que representan a los nlmeros rea-
les a,b enR .
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entonces
S o [a,b] = {x eR/a ¢ x < b}.

€1 S # [a,b] entonces existe x € S tal que

£t > b, 5, x < a.

Pero como X € S entonces X = [(x)n] = S*,
liego a < X < B y en consecuencia X =ad x=bjy
esto contradice a: a > b 8 x < a (absurdo!).
Por lo tanto se debe tener que S = [a,b], lue-
go S* = [a,b]* = [a,b] = (a,B).

Eoto es imposible. (absurdo!

De manera similar, podemos llegar a un

ibsurdo en los casos (ii), (iii) y (iv).

NUMEROS NATURALES NO-ESTANDAR N*'

Si A = [(kn)n] €« IN° (XA es un ntmero no-
estdndar representado por una sucesidn de nfi-
Meros naturales), decimos que A es "un nmero
Natunal no-estdndan". A continuacidn veremos

las propiedades de IN".

1¢ Ne N, (Evidente).

2° gi e ]N“ entonces A+1 & IN .

En efecto, si A = [(hn)n] & IN", entonces
kn € IN para cas{ todo n, luego kn+1 € IN para

cas{ todo n, por lo tanto:

oo

A1o= [k ]+[(1),] = [(k+1),] en°
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1,

32 Sea A= NN . No existe a &€ N tal que
A< o < A+1.
En efecto, si A = [(kn)n], a = [(Xn)n] en

tonces A < a < A+1 implica que

< < i
kn X, kn+1 para casL todo n,

luego:

xnﬁt N para casi todo n,

o sea i
a = [(xp)y] £,
42 Sea A\ elN", si A es §4nito, entonces A €NN
(esto es, un nGmero natural no-estidndar finito
es un nUmero natural).

En efecto, si A € IN" es finito entonces

existe n< IN tal que

n< A< n+l.

De la propiedad 32 se tiene que A = n  NN.
& £
52 Sea T« R° (T > 0) entonces existe A e IN

tal que
A=l &1 T L TH

En efecto, si T = [(xn)n] entonces se define

kn e IN como sigue:

kn = (la parte entera de X)) + 1 (para todo n)

tenemos
R -1 x <k para todo n,
n n n

luego: A-1 & 1T = [(xn)n] < A , donde
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A= [(ky),] «N*.
Nbétese que ésta es la versdbn no-estdndan de
la propiedad arquimediana de R,
62 Si A,u c]N* con A > U entonces
)\+ue:]N*, )nuc]N*, A-U clN*.

Como un caso particular, si A € N~ es Lngind-
t0 entonces Atn = N° para todo n « NN.

72 Sea A &N ', A un nfimero natural no-est&n-
dar Anginito, se define:

Atn, n €N}

z, = {t e ]N*/‘I.'

ofe
w

entonces: (a) Z, =N . (b) Zy es isomorfo a Z.
(c) Si A-u es Angindito entonces Zy N ZU = g.
82 Sean A, €N" con U > A. Si H-A es Anfini-
£0, entonces existe V e:m* tal que A < Vv < U,

V-A es infinito, p-v es infinito.

En efecto, por la propiedad 52 existe o & N
WAL igwe a-1 € %(p-1) < o.

o es finito ya que u-A es infinito. Si v= Ata
entonces v & IN', ademé&s v-\A, Y-v son infinitos.

En la siguiente figura se muestra la es-

tructura de IN™.
0 A V

H
— b s %\_Zd

9

L]

/4

Figura 1 Estructura de N*
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%
92 1IN no es contable.

Demostracibén. Supongamos quefm“ es contable:

sea:

)
w

= “L'/ £ 2 1.2,8. %0} o

sasyddeme[£R odc]

ANn - n

Sean A, = [(k;ysk;pseuskyy,

(L = 1,248 555

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

hin € N para todo L, para todo n. Se define hn

como sigue:

hl = k11+ 1
h2 = k12+k22+1
aas k1n+k2n+...+knn+1

Tenemos:
hn > hin (para todo n)
>
hn > h?n (para todo n>2)
en general:
4 >4 D,
hn > kLn (para todo n>4)

Por lo tanto

[(h- )] para todo&'G:]N,

a = [(hn)n] > A s

4
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o sea que
a ¢mn

Pero como hn e N para todo n, entonces o €N

(absundo!).

Si A,y e N con A # W entonces, de la pro

piedad 32 se tiene:
(A,2+1) N (u,p+1) = 4.
De la propiedad 92 se desprende que
mR* no es separable',

puesto que existe una coleccidn no contable de
intervalos abiertos, dos a dos disyuntos, por

ejemplo, {(A,A\+1)/) €W},

NUMEROS RACIONALES NO-ESTANDAR, Q*.

Si o = h e 0" 0 es un nimero no-
[(n,),] 0"

estidndar representado por una sucesidn de nf-

meros racionales), decimos que o es un namenrc

nacional no-estédndan. A continuacidn daremos

0

algunas propiedades de Qx.

12, @  es un cuexpo (evidente).

ot !,

22, ) es denso en IR .
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En efecto, sea T = [(xn)n] e R , dado
- > . . .
€ [(en)n] 0 cualquiera, existe nn racional
tal que
X - < < .
n Qn /ln xn + en para cada n
Si a = [(nn)”], entonces a e Q , y ademas:

[0, 1-[en, Y = [(x,-e),1 < [(2),]

< [(x,+e ), 1 = [(x),]1+[Ce,),]

T - € <a < T + €.

3Q @ no es contable.

b %
En efecto, como IN < [ entonces N < Q ,

por lo tanto md no es contable.

Nota. A pesar de que QN no es equipotente a 0,

R si es equipotente a IR, ya que

X
IR’\:ZN, R’gwﬂi{Nm(ﬂr")Nm:mmwzn\lmR.

§4. EXTENSION ELEMENTAL DE CONJUNTOS ABIERTOS.

En IR, todo conjunto abierto A es la unidn

contable de intervalos abiertos, dos a dos dis
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yuntos. Esta propiedad no se tiene para conjun
tos abiertos de.R* como el caso de Eo de todos
los nmeros infinitesimales. Sin embargo, pa-
ra las extensiones elementales de conjuntos
abiertos reales se tiene una vers{én no-estdn

dan de esta propiedad.

TEOREMA 4. Sea A un conjunto abierto en IR, en
tonces A¥ (la extensidn elemental de A) es la
unidn de intervalos no-estandar abiertos, dos
a dos disyuntos. El nUmero de intervalos que

componen a A* es igual al de m*.
Demostracidém. Como A es abierto en IR, entonces
o
A= ngl (an’bn)
donde los intervalos (an,bn), n=1,2,3,...

son dos a dos disyuntos. Vamos a demostrar que

A:'-‘ = U . ((),)\,B)\)
AeEN™

donde

.

o= [ Jem, o = [Cag) ls By = [ ]

—
"
—
—_
<
-
~
—
M
>
=3

En efecto, (i)

x €A = U (a, b i casd todo n,
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O Sea:

X, < (a,,b,) para algin k, para casi stodo n.

Notemos (akn,bkn) el intervalo que contiene a
X,n:

ap, < x, < bp, para casd ftodo n,

n
entonces

[Cap,),] < [(x,] < [(be,),]1,
es decir, T (aA’Bk)’ Esto nos muestra que

A* (o= U ” (ax,BA)-

AeN ™

(ii) Reciprocamente, supongamos que

T = [(Xn)n] € )\ym*(a)\ss)\)
con
QA = [(akn)n]9 BA = [(bkn)n]a

o
entonces T € (a,,B,) para algin A € N', luego:

< < ara casd todo n
ap, < X, < bp, P ;
asi: &

X, € kgl(ak,bh) = A para casd todo n.

1.

Por lo tanto, se tiene que T& A , o sea:

Axgm*(ak,ﬁ)‘) S A



aportes 63

Ahora solamente hace falta demostrar que
los intervalos (aA’BX) son disyuntos dos a dos.
En efecto, sean A,Hu EINN tales que A # p con

A = [(kn)n], W= [(hn)n]’ entonces

kn # hn para casd todo n, y
esto quiere decir que

(akn’bkn) n (ahn’bhn) = ¢ para casd todo n,

por lo tanto se tiene que

(0),8)) n (a,,B,) = 8.

Con esto queda demostrado el Teorema k.

§5. CONJUNTOS COMPACTOS EN R”.

En R un conjunto compacto es acotado y ce
nnado. Esta propiedad no se tiene enjm“; tene

mos el siguiente teorema bastante extrafno:

TEOREMA 5. Sea S © R*. S es compacto si y sdlo

si S es "finito".

Nota. S es §4nito quiere decir que el conjunto

S posee un numero finito de elementos.
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Demostracidn. Evidentemente, un conjunto fini
to es compacto. Procedemos a demostrar el re-

ciproco por reduccidn al absurdo.

Sea S un conjunto compacto enjm*, suponga
mos que S es infinito (o sea, S posee un nime-
ro infinito de elementos), y consideremos los
siguientes dos casosj; llegaremos a un absurdo

para cada caso.

(i) S contiene un intervalo no-estéandar,

(ii) S no contiene intervalos no-estandar.

(i) Supongamos que S contiene un intervalo no-
estdandar. Como cualquier intervalo no-estandar
contiene intervalos no-estéandar de Longitud 4in
finitesimal, supongamos, sin pérdida de gene-

ralidad, que
S :>[a,8] tal que R-a = € > 0, € =~ 0.

La coleccidn de intervalos {(T—ez,T+€2)/T'€ S}

es un recubrimiento abierto del conjunto com-

pacto S:
2 P
[a,B] = S = (T-e%,14e)
reS
Como S es compacto, existen TL,‘L ”""IHC S
con T C Ts CeawsS T tales que

1 2 n
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n
[a,8] €S = U (Tk~€2,Tk+€2).

k=1
Entonces:
(— "
T~Tpy < 2 &%, y ¢ —e )
Th-1 Th
€2 gzﬁ
luego
Figura 2

B-a < 2(n+1)€2,

O 8¢ea

e < 2(n+1)52,

por lo tanto:

a0 =
2(n+1)

lo cual es absurdo, puesto que € =z 0.

(ii) Supongamos que S es infinito, pero S no

contiene intervalos no estandar.

Como S es infinito, existe una sucesidn
de puntos de S estrictamente mondtona, digamos

estrictamente creciente (#):

Fei 50 Lot i et %+ o bbi S para kR = 1,2,3,...

(#) 5i er conjunto S no tiene elemerto maximo, es evi

dente que podemos extraer una sucesidn estrictamente cre
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Ti T2 T T T
. k-1 R\ “ktl
——h——3 ——t——+
PR %1 %

Figura 3

Como S no contiene intervalos, entonces para
cada kR € IN entre Tp ¥ Tp,q e¥xiste, por lo me-
nos, un punto que no pertenece a S, digamos
op ¢ S. Tenemos el siguiente recubrimiento

abierto de S:

S
k

e g

1(°‘k’ak+1) U (—°°,a1) Udt/fz > a,

para todo k = IN}

Ngtese que {t = RrR"/T > a, para todo keN}. s

1 (ak,+w) es abierto segln el ejemplo 11.

k=1

ciente de puntos de S.
Si S tiene méximo, sea Iyl Maximo de S.

Ahora, consideremos el conjunto infinito S1 = 3—{T1L
Si S, no tiene maximo, entonces existe una sucesidn e
tric%amente creciente de puntos de 31' Si 31 tiene maxi
mo, sea T, = Maximo de Sq-

Asi sucesivamente. Si este procedimiento termina en
algln momento, en tal caso existe una sucesidn estric-
tamente creciente de puntos de S; si el procedimiento
s4gue s4n terminan nunca, entonces la sucesidn (Tl’TQ’
TS"") es estrictamente decreciente.
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Los intervalos (ak,ak+1) k = 1,2,3,... son dis
yuntos, y cada uno contiene por lo menos, un
punto de S, por lo tanto no existe un Aubie-
cubnimiento finito de S, esto contradice a la
compacidad del conjunto S (absurdo!).

Por lostanto, S debe ser un conjunto

finito.

APENDTICE.

ALGUNAS OTRAS PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE R™.

1¢ R* es de Hausdorff (T2).

En efecto, sean 0, e R , a # B, si

§ = |a-B| > 0 entonces tenemos:
V(a, %8) N V(B, %8) = 0.
29 R* es regular (TB)'

En efecto, sean F un conjunto cerrado en
R, aeR , a ¢ F, entonces o no es punto de
acumulacidn de F, luego existe = R , § > 0

tal que
V(a,8) n F = 9.

Consideremos dos conjuntas abiertos A, B:
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( g ) (LSl )]
i % L 7 |\ R i o A e
s F
<>
$
Figura 4

A = V(o,%68), B = | V(t,%6)
TeF

entonces se tiene que

ae A, F<EB, vy, ANB-=4¢g.

ofs
w

32 IR es normal (TH)’

Demostracidn. Sean F, G dos conjuntos cerrados
disyuntos. Dado T & F existe 6T€:Hfu GT > 0

tal que
V(T,GT) neGs=g.

Dado 0 € G existe £, Rﬁ, €5 > 0 tal que
V(O,EO) nFr=2¢9

Consideremos dos conjuntos abiertos A, B defi-

nidos por:

A= | V(t,%8.) , B = | Vio,se ).

TeF oeG

Evidentemente tenemos:

FcA, G

In
o=
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Ademds, se tiene que AN B = ¢; en efecto, si
existiera A=A N1 B entonces existiria 1 € F
con |T-A] <  {

[o-A] < %eo. Entonces se tendria:

y también existiria o & G con

|t-0] < |T-A|+|r-0] < (8 te ).

Si 6. > €, entonces §_< | t-0] < (8 +e ) € S

g T

(absundo!).

Si €_ > &8_ entonces €_< |[T- <L <
Z10 g | OI 2(5T+€0)\ €g

(absundo!).

Por lo tanto, se tiene que A N B = g.

*

EL COMPLETADO DE R , R*.

ol
Como IR” es un conjunto ordenado, podemos

e

construir el completado de_R*, IR”, agregando
a.R* el extremo superior y el extremo inferior
de todo subconjunto acotado de_R*. (ver: Vic
tor Mejia, Conjunto Ordenado sin Estructura
Algebraica, Rev.Matemdtica, Ensefianza Univer

sitaria, N2 23,Junio de 1982, pp.23-53).

)

R* es nuevamente un conjunto ordenado, sin em
bargo se pierde La estructura afgebraica en

ofe »
R”. Veamoslo.
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Consideremos el conjunto A de todos 1los
nlimeros no-esténdar posLtivos, no infinitesima
Les: A = {teR"/T >0, T # 0}, sea.a el extne

mo Ainferniorn de A en R*, entonces
0 <a <1 para todo T > 0, T % O.

Si R" (el completado del cuerpo R*) fuera un

grupo aditivo, consistente con la desigualdad

(el orden en R¥) entonces se deberia tener:
ato < a+T < T+T para todo T > 0, T # O

Como {T+T/T R*, T # 0, T > 0} = A entonces

a+a deberia ser una cota inferiorn del conjun-

to A, pero
a = 0+a < ata

entonces a ne sexnfa La madxima cota Angendion de

A (absundo!).
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Figura 5.
GENERALIZACION DE LOS NUMEROS

Nc Z c Q =« R < R® < %

Orden < < < < < <
(Desigualdad)
no hay ope-

Operaci?nes i {+,° {+,' {+,j *t>*  raciones al
algebraicas > = =57 '-,% '-,% gebraicas —
. o o o

Pfol.nedad ana e & & 04O gy

litica (exis- Q7 Q< & Q
tencia de 1i- & & é? &
. o 9] I (@]
mites) &
NGmeros infi- si si
nitesimales. hay hay
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