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EL GRUPO DE POINCARE Y REVESTIMIENTOS
DE UN GRUPO TOPOLOGICO
por
Alberto MEDINA PEREA

Esta nota divulgativa tiene por objeto el estudioc del grupo de Poin-
caré de un grupo topoldgico, lo mismo que de ciertas propiedades de los

revestimientos conexos y localmente arcoconexos de un grupo topoldgico.

§1. GRUPO DE POINCARE DE UN GRUPO TOPOLOGICO.

DEFINICIéN 1, Dado un espacic topolégico X se llama caminoc en X
a toda aplicacién continua 0 del intervalo [0,1] de R en X. Si
w (0) ™= w(1) = X, diremos que @ e€es un lazo en x

DEFINICION 2. Dados dos caminos b y W' en X se dice que ellos
son homdétopos si existe una aplicacién continua F,

F: [0,1)x[0,1] - x
tal que 7
F(1,0) = w(t) s F(t,1) = w'(t), para todo*t & [0,I]
F(0,t") =@ (D) = aﬂ{o); F(1,t°) =w (1) =w'(1), para todo
¢ e T0,1L

Se pﬁéde demostrar que la relacidn ““ger hombtopo a >i es;una relacidn
de equivalencia entre caminos. Notaremos [W] 1la clasé:de équivalencia
del camino W segln la relacidén de equivalencia anterior y~escribiremos
w aw’ si W es homdtopo a W' . ;
DEFINICION 3. Si w, - son dos caminos en X tales que w(1l) =

¢(0), definimos el camino compuesto de W y & poniendo
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(2 ¢) 0g tgaje

(k6 ) (t) =
(2t -r1) 1/2 st g1

- . y
Se demuestra que si @W~&W”, Fmwo” y (1) =0 (0), & (1) =
CV/(O) entonces
/
WHE ~ WA

(Véase [1] , pag. 46, lema 6)

7

Por consiguiente si m(X, xo) designa el conjunto de las clases de

equivalencia de tcdos los lazos en X, la oeperacién

[w]#[6] = [wxe]

estid bien definida y hace de =(X, xo) un grupe (Véase f2] , pag. 167)

que se denomina el grupo fundamental, o de Peincaré, de X en Xy

Por otra partey; si f3 X - Y es una aplicacidén continua tal que

f(xo) = Y, , f induce un homomorfismo

3‘;3 n(X, xo) - n(Y . yo)

_&([w] ) =[]

Finalmente recordemos que dados dos espacios topolégices X y Y ’

dado peor

X, € X, v, E Y la aplicacidn )'L 5

n (XxY ’{Xo Yo )} = (X XO)X‘R(Y,,HO) tal que

(1) (Wl )= (»,[@] » o,[d])

1 AN

(en donde p y q designan las proyecciones sobre X y Y resp.) es un
isomorfismo (Véase [3] , pég. 15 )

Sean ahora i : X - XxY , Y - xxY

aplicaciones tales que
i (x =(x ' = (x
(x) =(x9 9,) » 3 (Yy) = (x, 4 5)
se tiene entontes la siguiente proposicidn 3
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Proposicién l. La aplicacidn

-0 : n(X, xo) x x(Y , _‘jo) - n(XxY , (xo . 30 ) ), definida
por

°([6] » [T] ) - i#[a’] ¥ j_#.[,c] ’

es un isomorfismo tal que

wlolk 3, [T] - 3, [c]* 56 Q
Demostracidn Si K designa el lazo constante en x , se tiene ¢

(4t 0D) =N (40 % £, [€)
(L (L1 ¥ f4121), & (401 * 4,040))
(Pl 4 £, 0481, % Lp[] 4 (30 P [01)
=(L), 1% LEg | [E,]1%(T,), () = ([, [<])
Peroy, por otra parte
o(nra)) = ¢ (4[4 4, [])
-4 (1) * 4, (9,00)
=[(ipow) # (§og00)]
Yy como
p{(iopow)* (jog oa))}
= (poa))*;-xo“‘l?ow y

q{(iopoa))*(joqow)}
(Q o) = ;yo* (o &) =~ qod

(poi)O(poaD)ﬁ‘%"xo

]

(goi)o(poe ) o (qgoj) o

Se tiene que © es el inverso de la aplicacidn )Z definida en (1) Yy
por tanto es un isomorfismo.

Finalmente debemos ver que
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i6 % JjT~JT % i6
lo cual es inmediato ya que

p(iek jT )~6 ,p (jTHkic )~0
yalic¥ jz ) ~T,a(jThkic) ~ T
(Véase (4} , pég. 77)

Proposicidén 2. Asumamos que G es un espacio topolégico,_/éé

G x G - G es una aplicacidn continua y esG es tal que la si -

guiente condicidn se tiene :

Para tode x € G, 4« (x, e) = U(ey x) = x
Sean i, j las aplicaciones dadas por

i G - GxG Just & - GxG

x = (x,e) g - (e,4)
entonces para cualquier par de elementos [w] ¥ [@j de n(G, e) te=-
nemos 3
(i, [ i ) = [w o (3)
My Gy # 3, [e] [@] # [¢]
Demostracibén., Dadas las aplicaciones i, Jj ellas inducen los

siguientes homomorfismos entre grupos

7 ( Gy e) =» (G x Gy (99 e))

e

(G, e) - %(G x G, (e, e) )

{_1.

(G x Gy (ey @) ) - (G, e).

RN

Nuestro problema se reduce entonces a demostrar que el diagrama
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(G, e) x n(G, e) $ > (G x G, (e, e))

&' l/#‘

n (G, e)

con 0 ( [w]) [’]) = E“J]*[‘]
es conmutativo.

Consideremos los siguientes casos 3

a) & ~ ;e
En este caso, tenemos 3
D) * 4,0 = [ fpl # 4,00
y por consiguiente
Hy (g T # 4, (61) = Ay Lol # 44 (4 D)

-[g]#[:] =[e)
b) O & fe

La demostracién es andloga al caso a)

c) @y 6 son arbitrarios.

Como ([w] » [6] )= ([, [-Fe] ) o ( [F] ,EO'J )

en donde O designa el producto en n(G, e) x n(G, e) tenemos
(il [6]) = 0((&0}) L'gJ)u(['ge])[a]))

- ¢ (W, [g]) # ACART)

- (gl * 4, L51) (G LT # 4, [4])

y por lo tanto

4, (06 1) =y (T # £, 50) # A (G 14, D) = [ #12]

(Casos a) y b))
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TEOREMA 1. =(G , e) es un grupo abeliano.
De la proposicidén 1 se tiene s
¢, [ ' = 4 Gﬂ Z' @)
de donde
¢ ] ‘
Ay (b ] # f1R) = 4y (4,19 % {.14)
] /
Fl# [] ] # [«]

NOTA. i) Si G es un grupo topoldgico arco convexe el grupo funda-
mental de G en cualquier punto es abeliano (Véase fil s Pég. 51, teorema
3)

ii) El resultado dado en el teorema 1 puede demostrarse tam

bién directamente (ver apéndice)

§ 2. REVESTIMIENTOSDE GRUPOS TOPOLOGICOS

Def. 4 Sean X, X dos espacios topoldgicesi Si p es una aplica -
cién continua ; p : X - X, tal que existe una familia.Zé;de abhiertos
de X que verifica: <<Para todo U deZ@ 3 p—l{&j ) es la reunién de una
familia de abiertos disyuntos de X tales que cada uno de ellos es apli
cado, por p, homeomorfamente sobre U >> diremos que p es una preyec-—
cidn revestimiento,en cuyc caso la pareja (i, p) se dice un revestimien-

iy
to de X. Ademé&s para todo x € X, p "(x) es llamade la fibra sobre x.

Trataremos a continuacidén de demostrar que si (G, p) €s un reves
timiento de un grupe topoldgico G con G conexo y localmente arco-conexo

y e es un elemento en la fibra sobre e, existe una Unica estructura de

?

grupo topoldgico sobre G para la cual e es el elemento unidad Yy P es

un homomorfismo. Para nuestre propbésito utilizaremos el siguiente 8
TEOREMA 2., Consideremos la siguiente situacidn s
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(Y, Y,)——> (x, x)

£

en donde \/ es un espacio conexo y localmente conexo por arcos, X local-
mente conexo, p una proyeccibén revestimiento y f wuna aplicacidén con-
tinua tales que

X = X
,P( o>

£(y,) = x

o (o}

/

Entonces, existe un levantamiento continuo f de

f ( pf’=f) si y solo si

:,g;(n(Y, y,)) < Py (n(X, x))

(véase [3] , pég. 22, teorema 6 - 1)
Se demuestra ademids,de manera facil,que si £’ y £ son dos le-

vantamientos de f, el conjunto

{y eY ! e/ (y) = £’ (y)}

que no es vacio, puesto gque contiene por lo menos a Yoo €8 abierto y cge

rrado en 7( y por consiguiente el levantamiento si existe es Unico.

.Proposicién 3. Sean G uni espacio topoldgice con una multiplicacidn
continua//é tal que .

//6(X; e) =//é(e, x) -x ¥

para todo x G y'p ¢ a . G una proyeccidn revéstimiento con G co-

~

13

nexo y localmente arco-conexo. -

i Si ;; es un punto en la fibra sobre e, existe una Unica multipli=-

~

n ~ ~
cacion continui/té ¢t G » G para la cual e es elemento unidad.
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Demostracidni UC:méide r'emoslo'ei )siguiepte diagram’él ))

~

Pero p;:‘.ru.h(}"vxs-a._;_:,: .;(;;,» L,:) )fﬂ&‘hﬂ‘i*(&b} ;) basta verificar que si
5 son dow lazop cn e _tales que (3)
PXp P
Croponiei ) Lyl ico con une mulbiplicea
PO %B'x-G, e’ eb rG:o 71u mul biplice

sunvinua tal que

Existe un 1evantam1enho/u de /a (p x p) si y solo si

//;l#(p:.xc‘fﬁ%; {n(ﬁ.»xfé - (o5 e)a c p# (n (G, e) )

pera LoReroxparda ver gue esta cotidicibn seopienelbasta verifivar qgue €i

@}1.@) gsoncdos lasosceno-e@oniales que

plicaci” L—g—] [@] € /;,_ (.7[ (6 5)) .. entonoés

(g f,a) € £ (x(82)

pero esto se tiene inmediatamente por (3)
Comprobemos ahora que el levantamiento/i, verifica
/’w(x ) @) m. X (4)
para todo x £ G,

En el diagrama

(S
M
Q
@
X
QE——
Qg

endonde/ /élGx,}eyC -l ; a.{;

~ [ ~
es claro que /“e o (p x Ce) admite un levantamiento /e /(’/GXJQ;
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Pero por otra parte, si se define

-~

/Z; (x ,e) = x
Se verifica que
~/‘_
P S/Ze E /a% (p x Ce)
Como G es conexo se debe tener entonces
~/ o~
/Aée "/éce
y por lo tanto
~ A0 ~ = 3 £ A ~
/(X,e)—/te(X,e) =l (x ,e) =x
Obsérvese ademis que como el diagrama (3) es conmutativo, se tiene que

dados 3,58 Mpxp (E,3) - LG @ )= 2(LED ) ()

0

o sea que p conmuta con la multiplicacidn en G y en G.

Proposicidn 4. Sean G un espacio topoldgico con una multiplica

~

cidn continua‘/% y (5 ’ p) un revestimiento de G con G conexo y lo

calmente arco-conexo. Si//é es asociativa, también lo es //6.

Demostracidn.~ Consideremos el siguiente diagrama

G
7 .
4 -
/,//
34 7
// ”
és‘x E;X ég / 4316;

en donde )(1 (§ 9 ; 9 E) =>/Z (P(E),/I( (P(§), P(E) )
El levantamiento de la aplicacidn ‘%; (que existe) llamémoslo &

viene dado por
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“eé(;iy;s;):/z(;)/:(;y;))
En efecto 3
p0(59§9§)=p/ﬁ(59/2(595)) ( )
' (pXP(E,/ZG,E)))=/¢(p(§)9p/2(§',5))

=g (o (x) s hoxp (7,2) ) = &), @£06F ,pz)))
po @) z

Anilogamente si se considefa el diagrama 8

~ ~ = 2
GrxGGxG >

con )Zz (i 9 ;, 5 ) i/%sﬁo(p{;)’ P(§) )9 P(;) )

Se\puede comprobar que el levantamiento «eé estd definido por

~ ~ ~ ~ ~ e ~ ~ ~
< (x5 ¥y 2) "/@‘9“'(359 y) 9/4 (z) )
Ahora bien, como por hipbtesis ﬁ;,=vﬁ72 se deberd tener que

-91 =-eé (por ser levantamiento de la misma aplicacién) 0 sea quey

Proposicién 5. Sea G un espacio topoldgico con una multiplica-

cibn continua cuyo elemento unidad es e.

Si existe;, ¢ ¢ G - G, continua que verifique

j/x(x9 e(x)) = e i/aﬂ(c(x), x) para todo x € G entonces
o (Ll = [l T (6)
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cualquiera que sea [W] & #(G , e)

Demostracién . Consideremos el producto [l % C'# E"’]

por la proposicidn se tiene 3

Dl # Gy ] = sy ((,[0] # 4y G [el) =4y [(ye)]
Pero

Ay [(wew) = LE]

ya que
MWD (1), 00 (1)) = W, e

con lo cual queda demostrada la proposicién (Teorema 1)

TEOREMA 3 . Sean G un grupo topoldgico para la operaciéqylly' 1;
un espacio conexo y localmente conexo por arco

Si (5, p) es un revestimiento de G y e es un elemento en la
fibra sobre e ; existe una Unica estructura de grupo topoldgico sobre

G para la cual e es el elemento unidad.

Demostracidn. Seaj& el levantamiento de la aplicacién/(v (pxp)

obtenido en la proposicién 3. Entonces se tiene

b1 B

,[L es asociativa (proposicidn 4)
p 4 . . N
Queda por ver entonces que en G existen inversos para la leq/éé .

Consideremos para ello el siguiente diagrama

g




en donde c¢(x) = x L para x € G

Por () tenemos :
Cy [}bcé] = [f79a£1-1 = 7€;= L[]

[wl € 1 (6,&).
y por lo tanto

si

(cop), (n(G,e))cp

de lo que se deduce que cop admite un levantamiento ¢

Sea ahora el diagrama

O I L T L
(8)
P X D P
I-"x"6 .
6xG—C _3cxa A

en donde %5 designa la aplicacidén idéntica de G

sif = (I, x C)e(p x p) es fhcil ver que )Z tiene un le -

vantamiento -© . Definiendo

ol

) )

por L = #(x
se tiene s
PO (x, ¥ =pp(x,s )) =pbp x P (x,e (y))
= p (o (x), pe (3))
Pero por el diagrama (7)
Ao (x);po (¥ )= & ,cp(y))
-N=,7¥)
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/
0 sea que © es un levantamiento de Yy entonces --O/ = -85 es decir
©(x ¥ =g &, 7))
Por otra parte, si }Z = ?Z/A & x @&

~

en donde AG x G designa la diagonal de Gx@ ) ZA’ tiene un le

vantamiento que es necesariamente —elAa x & (Véase eldiagrama (& ))

’ ~ ~ ~
Definiendo 0= (x , x) = e se verifica inmediatamente gque O es

un levantamiento de 7Z As luego 3
% 3,3 =5 =-6f 3,0 g (3,5 ()
x,x=e=-e'/Aax(~}(x,x=/l/\x,c(x
Conclusidn. Hemos mostrado que G es un grupo para la operacidn

,IE para el cual & es el elemento identidad y X “1 . % (%) pare

Adem&s se ha mostrado que la aplicacibn

[}

G x G~

-~ ~ e~ ~ =]

(x; Y)—— flx, y77)
es continua.

Por lo tanto, (G , u) es un grupo topoldgico.

TEOREMA 4. La aplicacién p del teorema anterior es un homomor -
fismo de grupo topoldégico y el nlicleo de p es un subgrupo normal dis

creto de G que estd contenido en el centro de G,

Demostracidén. El hecho de que p es un homomorfismo resulta inme

diatamente de la conmutatividad del diagrama (3).

De otro lado es claro que

i-{3edlp®

e g
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es un subgrupo normal de G que resulta discreto por ser la fibra en

€.

Finalmente, veamos que H estd contenido en el centro de G

Sean x e H Yy \/ una vecindad de x en G tales que V/H i ={;?
Tomemos W una vecindad de e en G con la condicidn de que

Wiwvle V

Como I es normal tenemos

T | ~
gy Xy = X

para todo ; e W

Ahora bien, como los elementos de G que conmutan con x forman

~/ & .. -

un subgrupo G c G se tiene que Wac G y como G es conexo,

3/ = G (%)

~

(3@ ) Si G es conexo, G es engendrado por toda vecindad de e .
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APENDICE

Mostraremos en este apéndice que si G es un espacio topoldégico do

tado de una multiplicacidén continua u y e es un elemento de G tal
que
u(x,e) = ulle, x) = x

para todo x € G, entonces dados dos elementos cualesquiera [y], [Sj

e n (G, e)

[w] ¥ O]k [ x[s1] =[§]

Designemos con I el intervalo [O, l] y consideremos la aplica -

cién g de I en la frontera de I x I definida por
rf

(8 t, 0) , 0<t < 1/8
(1, 8(t - 1/8)) 1/8 < ¢ <Y,

g(t) = <<1 - 4(t-1/4) , 1) 1/ast <Y

(0, 1 -2 (=1/2)) , 1/2 <t<1
u

Claramente g es continua Yy gl(O, l) es homeomorfismo de (O, 1)
en F_ (I x1I- {(O, O)} Yo
Sea ahora f Fr (I x I) - G definida de manera que

fi I x{of w ) £ {1 9 £ I

fl I x{4) 7, il el o} £ 1 ot

6

i

L1
]

Notando  la funcién f o g tenemos (f o g)(t) = T (%) =
(ko ¥’ x65')#)

Ahora bien se sabe que f puede extenderse a I x I si y solo si
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f o g es hombtopa al lazo constante en f(o, o) = e
(Véase [Il ) Y pero, definiendo F por
/
Pty t7) = u(2 (), T ))

para t, t/ € I , se verifica inmediatamente que F es bien una exten-

sidén de T
Por consiguiente aplicando el resultado enumerado se recibe

=/ =~/
WA TH g 07~ Ey
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