MATEMATICA MCDERNA EN SECUNDARIA
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BOLETIN DE MATEMATICAS
VOLUMEN IV TNo. 1

INT 2ODUCCION

La-introduccién de las matemiticas modernas en la ensenanza secunda-

ria tiene dos consecuencias principales:

10.) Reprogramar a los maestros: La mayoria de los maestrcs

no han tenido la oportunidad
de estudiar las teorias gue deberidn ensefar, es necesario darles esta

oportunidad.

20.) Evolucidn Pedagdgica: Todo profesor se dard cuenta rédpi-

damente de que el curso ex-cAtedra
implica un fracaso, éste fracaso no viene de la materia ensefiada sino
del método, .
No es suficiente que los alumnos miren y escuchen; ellos deben ser -
tambien participes. El hecho de actuar los alumnos en un mismo ins-

tante, implica una modificacidn completa de la pedagogia.

En el Liceo Francés Louis Pasteur de Bogot4, donde todos los profeso-
res siguieron cursos de reprogramacién se presentaron ciertas teorias

en el nivel de primero bachillerato.

El presente trabajo intenta mostrar como se ha llevado a cabo ésta la

bor.

Robert DMoussi
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NOTA: La experiencia prusba gue la nccidn de interseccidn es muchisi
mo mis simple gus la de reunidn,
Las tres lecciones siguientes tismen por fin dar a conocer la nocidn

de interseccidn de dos con

la. Leccidn:

kiercicio No. 1.

Se trazg en el tablsroe uns

"cortan! (Veass Fig. 1)

% . . N - :
Con antericridad, en la leccidn de los conjuntos, se habréd mosirado

ue una lines t2l es un cov unie infiniteo de puntos).
o Y v

Decidimos que cada linea reprsssnta uns carretera; un a2lumne es lla-
madoc para que muestre el Lugar donde las dos carreteras 56 cortan. -
Este lugar correspconde a un punto A que llamamcs punto de intersec-
cién de las dos lineas. Se necesita enseguida que los alumnos encuen

tren que el punto A tiens dos propiedadess
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nea Azul.
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Bjercicio No. 2.

Fig., 2

Se traza en el tablero otra linea Azul y otra linea Roja gque corta en
varios puntos la Azul (Fig.z). Se llama a un alumno para que muestre
donde la carretera Roja corta la carretera Azul. El alumno va proba-
blemente a mostrar el punto B o el punto C se verificard que ese
punto tiene las propiedades del puntoAdel Ejercicio No. 1. Luego =se
buscard el conjunto de los puntos que tienen las dos propiedades:
Pertenecer al conjunto de puntos Azules.
Pertenecer al conjunto de puntos Rojos.
Se considewrari sucesivamente los puntos C, D, E, F,... para cada pun-
to se hard la pregunta: Tiene éste punto las dos propiedades?. Que
la respuesta sea si o né habréd que justificarlas por ejemplo: E no -

tiene las dos propiedades por que no pertenece a la linea roja.

Se concluird enseguida segin los casos si el punto pertenece (o no per
tenece) a la interseccidén de los dos conjuntos. Hs conveniente consi-
derar tantos puntos como sea necesario para que no quede ninguna duda

en los alumnos. Entonces se preguntard: Chal es la interseccidn de la

linea azul y la linea roja?: se encontrard ( C.B. )

BEjercicio No. 3.

Se dibuja en el tablero una linea “azul' y un dominio “rojo' .(Fig.3)



Se podrd admitir que la linea representa un camino y el dominio un cam
po. LKl problema puede ser entonces, encontrar dénde el camino corta
el campo: problema que equivale a enconirar la interseccidén de dos con

juntos de puntos; el dominio "rojo" y la linea 'azul'.

Se pasard un alumno ul tablero para que mucstre un punto que pertenece
a la vez a los dos conjuntos. Es wuy posible gue el diga C 6 D. Se -
veriticara jue ese punito teliga bien loo do. propleuaies.

Pertenecer a la linea azul.

Pertenecer al dominio rojo.

Sucesivamente para los puntos C, D, &, ¥y, G, Hy, I se hard la preguntas
tiene éste punto las dos propiedades y luego se colocaréd en blanco el
conjunto de puntos que pertenece a lLa interseccidn de dos conjuntos (se

buscard de esta forma la porcidn de curva comprendida entre C y D).

Kijercicio No. 4.

Se volveréd a empezar con ejericios parecidos a los anteriores con figu-

ras del tipo:

Fig.4

2a. Leccidn.

Revisidn.
Se vuelve a ver uno de los ejercicios de la primera leccidn que consis
te en el hecho de gque la interseccidén de dos conjuntos A y R es el con

Junto de los elementos que pertenecen a A y L a la veu.

Ejercicic No, 1.

Usta vez vamos a coger un conjunto de base méas vivo: el conjunto de los



alumnos de la clase de donde escogeremos dos sub-conjuntos, por ejem-
plot el conjunto A de los muchachos (en una clase mixta) el conjunto
B de los alumnos que tienen zapatos negros, los alumnos escribirédn en
el tablero la lista de los elementos de A y la lista de los elementos
de B. Todos los alumnos se subirén en una silla uno despues de otro

y se discutird para cada uno de ellos si pertenece o né a la intersec
cién de los conjuntos y ¥ se hard al mismo tiempo la lista de los elge
mentos de la interseccidén I. Se verificard que todo elemento de I apa

rezca en la lista de elementos de A y en la lista de elementos de B.

Ejercicio No. 2.

Se volverid a empezar un ejercicio similar cambiando los conjuntos A y B.

3a. Leccidn.
R
Revisidns

Volvamos a coger el ejercicio de la 1la. Leccidn, por ejemplo uno don-—

de hubiera dos dominios presentando la siguiente situacidn.

Ejercicio No. 1.

El conjunto sobre el cual vamos a trabajar es el conjunto de los blo-
ques légicos. Este conjunto comprende 43 elementos todos diferentes.
Hay 4 tormas difersntes (triangulo, recténgulo, cuadrado, disco) tres
colores posibles (rojo, amarillo y azul), dos tallas (pequena y gran-—
ie), dos espesores (delgado y grueso). Para el primer ejercicio noso
tros trabajamos en el tablero de fieltro sobre el cual se adhiere fa-

cilmente un papel especial en el cual se cortarén los blogues logicos

delgados (conjunto que llamaremos L y que contiene 24 elementos).



Se representa sobre el tablero de fieltro dos circulos secantes bastan
te grandes (Fig.d) y se colocan todos los blogues sobre el tablero (fug

ra de los circulos)u

Fig. 8

Se pide entonces poner dentro del circulo A todos (¥ solamente) los blo
ques azules y dentro del circulo B todos {y solamente) los recténgulos.
Cada alumnc podra venir a examinar el caso particular de un blogue y ex
plicar el lugar donde lo pone y porgué. Sera facil hacer degoubrir -a

los alumnos donde se encuentra la interseccién del conjunto de leos azu-

les y del conjunto de los recténgulos.

Ejercicio Nos 2.

Se puede volver a coger el ejercicio precedente tomando come primer con
junte el conjunto de los "grandes" y como segundc conjunto el de los =

triéngulos,

Ejercicio No., 3.

Es preferible coger el primer ejercicic de manera de obtener una inter-
seccién vacfay basta para ello considerar el conjunto de les tridngulos

y el conjunto de los discos.

Ejercicioc No. 4.

Tos alumnos se dividen en grupos de 3. Cada grupo pone sobre la mesaj

Estas mezas son tambien tableros) un conjunto de bloques 1ldgicos y tra-
5 dos oirculos como los que estaban sobre el tablero de fieltro. Un =
alumno escoge un primer conjunto y otro el segundo. ‘Esta escogencia se

hace, pues se trata de coloocar convenientements todos los blogques de ma



nera a encontrar la interseccidn de dos conjuntos. Para ello puede procederse
asi:

Un alumno cog= un bloquz y pregunta a otro cbmo colocarlo convenientamernte.
Este Gltimo deberd explicar a los otros dos porqu? escogid ese lugar. Para el
blogu= siguient= se cambian los papeles. El juego se termina cuando todos
los bloques han sido convenientemente cclocados '
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KEjercicio No. 1.

Se presentan en el tablero varios bhlogues, por ejemplo:d
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in este conjunto de base cue llamamcs B, se considera enire los ele-
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no al rectéangulo del

Atencidn: de
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mismg frase, no se pondrd nés de

B. Desples de haber

de poner al méximo de

que se pueden poner flechs

evita

la mism

terer el mismo color gque”. Se podria en=—

ejenple: "el tridngulo pegueno de izquierda arri
lor gue el rectangulo pequeno azul del medio del
2r escribir frases tan largas se admite que se —

por una Tlecha gue va del triéngulo peque~

frase

cenwtro.

a forma cue seria inGtil escribir dos veces la
ura flecha entre dos elementos A y
icado lo que precede, se pide a los alumnos
flechas posibles; habréd algunos que hallarén -

sobre el elemento en si mismo. ( bucle ).

A

Fig. 10
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Cuando terminemos se puede decir que hicimos la repressntacidn sagita

de la relacidn.

Ejercicio No, 2.

En el tablero se representa un conjunto F de nUmeros y por ejemplo se
considerd la relacidén "es inferior a" . Se pide hacer el grafc de eg
ta relacidén sokre una heoja de papsl.

Atencién: esta vez no hay flechas sobre el elemento en si. (Los alum

nos pueden discutir por grupos de 2 o de 3 los grafos obtenidos):

Ejercicio No, 3.

Schre las "mesas tableros" cada grupo de los alumnos coloca un conjun

to G de mlds o menos 7 blogues ldégicos.

Se considera la relacién "tener una diferencia". Cada blogque tiens -
cuatro propiedades@%se dice que 2 blogques tienen una diferencia si tie
nen 3 propiedades comunes. Entonces se podrd poner urna flecha gue ten
ga por origen el pequeno triéngulc azul delgadc y por extremidad el pg
queno tridngulc rojo delgado. Un alumno A del grupo traza una flecha
y explica a los otros dos (B y C) porqué trazd esa flecha. B y C des-

pies hacen lo mismo que hizo A y asi continfda el ejercicio.

Ejercicic No. 4.

Se pide a los 2lumnos que propongan un ejercicio poniendo atencidn al
hecho de determinar bien el conjunto y la relacibén a estudiar.

Por ejemplos en el conjunto de los blogues légicos se pueden conside-

"tener la misma forma geométrica" o 'tener dos di=-

10}

rar las relacione
ferencias". BEn el conjunto de los alumnos la relacidn: '...pesa mis
Aoy i

Leccibdn 2a.
T ST RS TR

Propiedades de una relacidn.

A)L Refrexividad. Se pide a los alumnos que considersn los grafos de

m
=]
tde
)
8

la Leccidn la. y en particular la pres;ncia de las flechas en

é@ Nog interesan solamente, las cuatro propiedades consideradas en el

-~

Capitulo I &
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de los elementos. Se constata que existen grafos para los cuales, =

para cada elemento hay una flecha sobre el elemento en si. Para enun

ciar esta propiedad, se diréd que la relacidén es reflexiva.

Se buscarsd cuales son, en las relaciones estudiadas en el curso de la
Leccién la., aguellas que son reflexivas., Teniendo en cuenta que, bas
ta con que un elemento no tenga flecha sobre si mismg¢ para que la re-—
lacidn no sea reflexiva, se pedird a los alumncs ejemplos de relacio-

nes reflexivas y no reflexivas.

Se mostrari que en un conjunto dado se pueden considerar relaciones
reflexivas y no reflexivas. Se buscard en vano una relacidén que sea

reflexiva en un conjunto y no reflexiva en otro.

Leceidn 3a.

Propiedades de una relacidn.

\ . . * - . . :
B) Transitividad. Se pone en el tablero el esquema siguientes

salid entonces esta debe existir . )
Salida . Llegada

tambien para gque la relacidn
sea TRANSITIVA

Fig. 11

Atencidns La salida, la etapa y la llegada no son necesariamente pun

tos diferentes.

Consideramos los grafos de las relaciones de la Leccién la.j cudles -
son aguellos gque son transitivos, agquellos que no son. Encuentre =
ejemplos de relaciones transitivas, de relaciones no transitivas., En
un mismo conjunto se puede definir una relacidén transitiva y una rela

cidn no transitiva: los alumnos deben encontrar ejemplos. Como es -
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suficiente conocer el grafo para concluir si una relacidén es transiti-
va o nd, consideremos los diferentes grafos. Perc cémo reconocer si
una relacidn no es transitiva?. Serd de la siguiente mansera: si se
puede encontrar dos flechas sucesivas Salida-Etapa y Etzpa~Llegada sin
gue exista una tercera (o una sobre el elemento en sf) que permita ir
directamente de la salida al punto de llegada o sea que si tenemos en

el grafo:

b b

a,
Sin flecha de a a C

Fig, 12 Fig. 13

Se podrid entonces proponer un grafoj estudiar si la relacién
pondiente es transitiva, sino comé modificar sl grafc para
relacidén transitiva?. Es conveniente insistir sobre el

reconocer si una relacidn nc es transitiva.

Leccién 4a.

Propiedades de una relaciéne.

-

C). Simetrias Se vuelve a dibujar en el tablero los grafos del lo.

e

20, ejercicios de la Leccidn la. Compare los dos grafos: qué diferen

clag existen?.

Los alumnos van a responder: hay uno en que hay una flecha sobre el ele
mento en gi y en el otro no hay. Es ésta la Gnica diferencia?. FEn el
segundo grafo, entre dos puntos diferentes no hay nunca mis de una fle-
cha mientras que en el primero entre dos puntos difersntes no hay ningu
na ¢ hay dos flechas; o seay; que si existe una flecha gue vz del punto
A al punto By existe obligatoriamente una que va de B a A: wuna relacidn
tal es simétrica. De ahi la definicién: Una relacién es simétrica si,
entre dos puntos diferentes no existe una flecha simple.,
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Para que una relacidn no sea simétrica, basta con gue existan dos pun
tos diferentes unidos por una sola flecha. Se estudiari la simetria
de las relaciones de las cuales ya trazamos los grafos. Hacer encon-
trar a los alumnos ejemplos de relaciones simétricas y de relaciones
no simétricas. Hacer dibujar por un alumno el grafo de una relacidn
no simétrica; cémo completar ese grafo para obtener una relacidén simé

trica?iponiendo el menor nimero de ilechas posibles,

Lececidn Da.

~felacidn de eguivalencia,

e

Bjercicio No. 1:

Consideremos el conjunto de alumnos del Liceo y la relacidns pertene
cer a la misma clase ., Hsta relacidn es evidentemente reflexiva, si-
métrica y transitiva. Se conviene entonces de decir gue es una rela-
cibén de equivalencia. Cudles son los alumnos que estén en relacidn -
con Pedro Sé&nchez? Hvidentemente todos lcs alumnos de la clase. Cuan
do una relacién es una relacidén de equivalencia (es decir si es reflexi
»
va, simétrica y transitiva) se llamari clase de 3 (que se escribe &) el
conjunto de los elementos que estén en relacidn con 4 (se puede decir

. . 2 - N & ) .
tambien equivalentes a a). Se hardn entonces las sigulentes aclaracio

ness
» 2
\ . - & .. (4 2
1). Si & estld en relacidn con b entonces & = b
\ .. P4 2 s
2). Si b pertenece a & entonces & = b
3). Dos clases diferentes tienen una interseccidn vacia

(Un alumno no pertenece a dos clases diferentes
4\ Una clase puede estar representada por no importa cual de sus
elementoss si Pedro S&nchez y Juan Lépez estén en la misma cla
se, la “clase de Pedro Sénchez y la “ciase de Juan Lépez’ re~
presentan ur mismo conjunto.
5), Una relacidn de equivalencia permite clasificar lcs elementos
de un conjunto E por los subconjuntos separados (las clases),

de los cuales la reunidn es el conjunto E.

oe vuelven a ceger los grafos ya trazadoss corresponden ellos a rela-—

es de eguivalencia? Si es asi, se rodean las clases, cudnias cla-
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Leccidn 6a.
AT S NI

Propiedades de una relacidn.

A . Y (S 3
D). Antisimetria. En la cuarta leccidn se aclarari que, en uno de los

Y

grafos, habia en todas partes flechas dobles, se decia que la relacién
correspondiente era simétrica. En el otro grafc, al contrario no habia
sinc flechas simples es decirs entre dos puntos difersntes no hay sino
una flecha., Una relacién tal es antisimétrica. Para gque una relacin
no sea antisimétrica basta conque existan dos puntos unidos por dos fle
chas diferentes.

Atencidéng La antisimetria no es la negacién de la simetrfa; una rela-
cidén puede ser a la vez no simétrica y no antisimétricas como la del =

grafo

b

¢ a
Fig. 14

Se estudiard la antisimetria de las relaciones de las gue ya se trazd
el grafo. Se preguntarin ejemplos de relaciones que no soxn antisimé=

tricas,

Leccidn 18:

Relacidn de corden.

Ejerci@io Noolo

Se consideran 5 alumnos de estaturas diferentes y en este conjunto, la

®eos al menos igual de alto quem . Se aclara que ssta rela=

relacidn.
cidn permite clasificar segln un orden los elementos de este conjunto
si convenimos de poner a antes b si a es al menos igual de alto que h.
Chales -son las propiedades de esta relacidn? Es reflexiva, transtiti-
va vy antisimétrica. Se allamard relacién de orden toda relacidn que

tenga estas tres propiedades a la vez.



Ejercicio No. 2.

Se cogen de nueve los grafos ya trazadossy corresponden a ellos a rela—
ciones de orden? Se hard notar lo siguientes:

o5 inferior o igual a» en el conjunto =

a). Consideremos la relacidn
(1, 2y 3, 45 5, 65 75 8y 95 10): es una relacién de orden; si se co
ger 2 elementos cualesquiera del conjunto, se puede siempre ir de uno

al otro siguiendo las flechas del grafo (es una relacién de orden total%

b). Consideremos la relacibén "divide a” en el mismo conjunto; es una re
lacidén de orden pero esta vez no existe un camino uniendo 3 a § ==

siguiendo las flechas del grafo (es una relacién de orden parcial)o

Ejercicio No, 3.

Es la inclusién una relacidn de orden?,

Leccidn 3a.
ST D AR ST S

Relaciones de equivalencia en Ne

Ejercicio No, 1.

Se toma un conjunto de cinco alumnos que se colocan en circulo.

e

\e,

D
El maestro empieza a contar 1 mostrando a B, 2 mostrandoc a C, 3 mos-——
trando a D, etc. 5 en A, 6 en B, etc...§ y hace las siguientes pregun
tast A quién va a corresponder el 87, el 2?, el 13?7, el 77, el 177,
el 227, el 27?, el 377, el 1077.
Los alumnos van a terminar por encontrar rapidamente puestc que se dan
cuenta que cuando un nimero se termina por 2 o por 7 éste corresponde

a C. Dicho de otra forma, encontraron las clases de equivalenciaj fal

ta hacer aparecer la relacidn a la cual pertenecen estas clases,

Se -o0drd convenir con los alumnos que se llame clase de B todos los ng

mercs gue corresponden a B, de la misma forma para C y para los otros.

&
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Se pregunta entonces a cudl clase pertenecen 32?7 41? 537.

Ejercicio No., 2.

Se toman 3 alumnos A, B, C, el alumno cuenta 1 mostrando a B, 2 para C,

3 para A, 4 para B, etc. y hace las siguientes preguntas:

a). A quién corresponden 27 7? 12?7 17?. IEstas preguntas tienen por fin
el de llevar a los alumnos a pensar que la ley que ellos habian estable
cido antes: para reconocer a qué clase pertenece un nimero, basta con

mirar el nimero con el cual termina , no es valida.

b). A quién corresponden 7? 107 13? 162 467, Esto para llevar -

a los alumnos a pensar que pura encontrar la misma persona hay que con

tar de 3 en 3, es decir hay que aumentar de un miltiplo de 3; en el ca

s0 en que ésto no parezca evidente se puede volver a coger una serie =

parecida: 5, 8, 11, 14, 17, 47... con el fin de guiar a los alumnos ha
cia la ley que hay que encontrar, se podrin buscar los elementos de la
clase de B.
B={1, 4, 7, 10, 13, 16, ...}

Yy preguntar cudl propiedad comin tienen estos nimeros. En el caso en

el cual esto no sea suficiente se pedird que busquen los restos de las
divisiones de estos nimeros por 3. Siendo el resto 1, se podrad llamar

por 1 la clase de B,

Tiénen los elementos de la clase de C una propiedad parecida?.

Coémo se podréd llamar la clase de C? y la clase de A? Culntos restos
posibles existen en la divisidn Euclidiana por 3? Cuéntas clases hay?
Qué relacidn existe entre dos elementos de la misma clase? La relacidn

es: tienen el mismo resto en la divisién por 3

Ejercicio No. 3.

Se toman los 5 alumnos del ejercicio No. 1, se pregunta a B de enumerar
los primeros elementos de su clase. Cué&l es la relacidn que hay entre
estos elementos? s posible encontrar una relacidn parecida a aguella
encontrada en el ejercicio No. 2?7 Evidentemente esta vez la relacidn
es: tener el mismo resto en la divisidén por 5 . Cuéntos son los res-

tos posibles? Kl mismo nimero que el nimero de clases.



Es conveniente insistir sobre el hecho que en los dos casos es el mis
mo conjunto N que se considera pero que se trata de dos relaciones di

ferentes que son parecidas.

EBjercicio No. 4.

Se considera ahora el conjunto N y en este conjunto la relacidén te-

5

ler el mismo resto en la divisidén Euclidiana por 7 . Cuéntas clases

b

de sguivalencias existen? Dar algunos elementos de la clase de 36,
s que existe un elemento que pertenezca a la vez a la clase de 1 y a
la clase de 27 Verificar que la relacidén considerada es reflexiva, -

simétrica y transitiva, es decir una relacidn de equivalencia.

Ejercicio No. 5.

Se considera ahora el conjunto N y en este conjunto la relacidn tener
el mismo resto en la divisidn Euclidiana por 2 . Cdémoc llamamos comunmen

te la clase de 07 ,La clase de 17.



DE LOS CONJUNTOS A LA 1\TOCIO7\T DE NUMZERO.

Leccidn la. v 2a.

Biyeccidn entre dos conjuntos:

Juego No. 1t Se considera un grupo de 5 alumnos por ejemplo Antes,

sobre 5 hojas diferentes; se escribiréd el nombre de cada uno de estos
alumnos. Tenemos entonces dos conjuntos: el conjunto E de los § alum
nos y el conjunto F de los nombres. Se pide que cada alumno vaya y
busque la hoja que le corresponde; cuél es la relacidn que existe en-
tre un elemento de E y uno de F? es: "se 1lama”, se puede entonces

esquematizar la situacidén de la forma siguientes

Gty

¢ 9? (3'\;? ;)

Fig. 15

Se hace una flecha cada vez que se pueda escribir Yse llama.

Se notari gue

100) de cada elementc de E sale una flecha y una sola.
20.) a cada elemento de F llega una flecha y una scla.

Cada vez que una relacidén entre dos conjuntos admita como representa-

mn

cién un esguema con estas dos propiedades se dird que es una biyeccidn.

Juege No. 2¢ Sobre las mesas—tablero cada alumno colcca de un lado el
conjunto E de los bloques 1logicos azules y del oiro el coenjunto F de los
bloques 16gicos amarillos. Se considera la relacién de E a F definida
pors "tiene una y una sola diferencia’. Cada alumno dibujz todas 1las
flechas posibles, desplies de lo cual constata que el grafo tiene las

propiedades mencionadas anteriormente.



Juego No. 33 Entontrar ejemplos de biyecciones. Tener cuidado de ha

cer notar: ccnjunto de salida, conjunto de llegada y la relacién.

Juego No. 4: Se considera E = (o, 1, 2, 4) y F= (0, 1, 3) y la re

lacidn 4ﬁog es el posterior de ..,$>«, Hacer el grafo. Ls una biyec-

cién? Porqué?.
Juego No, 55 Se considera E = (Bogotd, Cali, Berlin, Paris, New York)
- i i 2 o ; \ - s @ <4
r ™ = (Alemania, Colombia, Francia, U.S.A., China) y la relacidn se0
5 b 9 9

> %

se encuentra en ... . Hacer el grafo. Es una biyeccién? Porqué?.

Juego No.6: Se considera E = (Colombia, Italia} y F = (Atléntico, Pa
cifico) y la relacién.éi.. tiene costas en el .0?>T Hacer el grafo. =

Es una biyeccién? Porqué?.

Juegc No. 73 Encontrar ejemplos de relaciones gque no sean biyecciones.,

Leccidn No. 3.

Los nUmeros, propiedades de los conjuntos.

Consideremos varics conjuntos entre los cuales existen hbiyecciones.

Se dird entonces que los conjuntos son equipotentes. Cudles son las

»

propiedades de la relacidn £..es equipotente a ... o

-

Es reflexivas Cualquiera que sea el conjunto E con

[47]

iderado, existe

ina biyeccidén entre E y E; la aplicacidn idéntica (que a un elemento
X hace corresponder el mismo elemento X).

Es simétrica: Si existe una biyeccidn de E a F es posible establecer

wnz de F a B (seria la aplicacidn reciproca por eiempleo). Se ilustra
\ J 4 p p o g - /



Es transitiva: ©Se muestra subre un ejemplo gue:

-si existe una biyeccidn de A a
¥
—-gi existe una biyeccidn de B 2 C

entonces existe una biyeccién de A a C.

>

Entonces la relacidn <z,.t es eguipotente a ... es una relacidn de
equivalencia. Una clase de equlvalencia es el conjunto de los conjun
tos que son equipotentess se dird que tienen el mismo cardinal (se di
réd el mismo numero si se puede establecer una biyeccidn entre el con-
junto y un subconjunto de N, conjunto de los enteros naturales). Se
plantea entonces el problema de la representacidén de este cardinal.
Se llamard O el cardinal del conjunto vacio.
Se llamarid 1 el cardinal del conjunto {O}
(Entonces todos los elementos simples tienen por cardinal 1), Se ten
dréd desde entonces suficientes simbolos para escribir todos los nime=-
ros (en la base dos).
Pricticamente el habito hace gue nosotros utilicemos otro simbolcs,
Se llamari 2 el cardinal del conjunto { O, l}
Se llamard 3 el cardinal del conjunto {O, 1 2} etec.
Es evidente que, si no se establece ninguna convencién de escritura,
habria tantos simbolos como clases de equivalencia, es decir una infi
nidad., De esto resulta la necesidad de poner al puntc un sistema de

numeracidn.

Lecciones No:. 4 ¥y siguientesi

= .4M/ numeracidn., Todas las bases.

Presentacidén del método que yo inventé y que es utilizado con éxito -

desde las clases de kinder del Liceo Francés Louis Pasteur de Bogoté.

AT
p 2

180 T —

. a)
Io0—=T

bisagra ——=> %

Fig. 17



El contador {en toda base) se presenta como un estante al cual esté fi
ja una tabla que gira alrededor de una bisagra (Fig. 17}

Nos prcponemos encontrar la propiedad numérica de un conjunto de bloguss
(contar los bloques) en las diferentes basesn.

Para esto disponemos del contader en toda base y de unzs cajas transpa-
rentes de pléstico.

a2). En la base 10: Se toma un blogue que se pone en una caja en el piso

ceroc.
(Se verd después que, para definir las potencias, es preferible usar la
terminclogia francesa y llamar primer piso a lo que en Colombia se de-
signa con segundo piso).
Se hace la misma operacidén hasta que en el pisc cero haya diez cajas,
entonces se pone el contenido de estas diez cajas en una sola caja en el
primer piso.
Se vuelve a empezar a colocar cajas en el piso cerc hasta que haya de -
nueve diez, momento en el cual se vuelve a hacer la operacidén anteriors
Se contintia asi. Si, en un momento se llega a tener diez cajas en el =
primer pisoc, entonces se vierte el contenido de esas cajas en una sola
caja que se colocard en el segundo piso.
De una forma general, cuando haya diez cajas llenas en el piso n, se ver

tird el contenido de esas cajas en una sola gque se colocari en el piso

Se detendrid el proceso, cuando todos los blogues se encuentren en cajas

18 I
1 | ‘ [__ﬂ [
111l 2 [

1

que se hallan en el contador,

BjEn

-
]

[ 3

Fig., 18 Fig. 19 Fig. 20

Supoagames que tenemos la situacién de la Fig. 13. ©Se va a poner so=-

bre 12 tabla que gira y en cada piso una etigqueta sobre la cual esté



=2 )=

escrito el nimero de cajas que hay en el piso: en el ejemplc anterior
se obtendréd la situacion.de la Fig., 19, Para obtener, siguiendo la es
critura convencional, el nimero de elementos del conjuntoc, bastari con

hacer girar la tabla (Fig.20) y obtendremos entonces 1321 .

b)o En la base 3¢ Se utiliza el mismo contadorj se pone un blogue en

una caja que se coloca en el piso cero, y se sigue colocando cajas
hasta que haya 3 cajas. Entonces se vierte el contenide de estas 3 ca
jas en una sola que se coloca en el primer piso.
Se sigue exactamente el mismo método que el seguidoc para la base diez,
pero agui, cuando haya tres cajas llenas en el pisc ny, se vertird el

contenido de las tres cajas en una sola que se colocari en el piso n+l.

. — . n
¢). Las Potenciass Se podrd dar la definicidn general siguientes a es

el nimero de elementos que hay en una caja del piso n en la base a o
La ventaja de esta definicidn es que el alumno esta habituado a ver y
construir conjuntos que tienen por propiedad numérica queﬂgon una poten
ciaﬂ Serd entonces fécil de demostrar ques

n
8 = 8.8,8c =———— - a (con n factores)

En fin a%°=1 y al = a, cualquiera que sea el a considerado,

parecerain igualdades totalmente naturales.

d)o La numeracidn de todas las basess Puesto qus 34 representa el nﬁmg

ro Que hay en una caja del cuarto pisc cuando se cuenta en la base 3
R = 34 representari entonces el nimero de elementos que hay en dos cajas
en el cuarto piso.
2 X 34 + 33 representard el nimero total de blogues que hay en la reu-
nidén de dos cajas del cuarto piso y una caja del tercer piso. Este ni-
mero se escribe 2100 en la base 3.
Serd entonces ficil de interpretar lo que significa un nimero escrito
en la base 10 por ejemplo:
1324 se puede descomponer en &>ﬁ710103 + 3«132 + 2;101 + 4.10°%.
Se pedri, segin las clases, llegar a expresiones de este tipos
o

PR T LIRS T .
n n-1 o

(Todos los niimeros que participan son enteros)o
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EL CONCEPTO DE GRUPO.

Rotaciones alrededor de un eje.

Juego No.1l¢ En el patio se traza un rectangulc que tenga 2 m de lar

go por 1,60 m de anchoc,

D 0 A
=l rojo
©

C £ B
|

Fig. 21

Este recténgulo esta dividido en cuatro pequends recténgulos por una
recta roja y por una recta amarilla. El profescr se colcca en el pun
to de interseccidn O de estas dos rectas. En cada recténgulc se colo
ca un alumno, El profesor pone en el suelo en el puntc 0 wuna hoja
de cartdn gus es un esquema de la situacidn inicial: El rectédngulo -
con los ejes de color colocades en las mismas direcciones que los mis
mos gue los del suelo y, en cada rectangulito. las iniciales de los -
alumnos que nosotros llamamos A, B, C, D, (Fig.2l) ademis sobre el re
verso figuran también los ejes y las iniciales.

El profesor dices Yo roto rojoy entonces los alumnos deben saltar por
sobre el eje rojo. Para verificar que los alumnos no se han equivoca—
do, el profesor voltea la hoja de carton alrededor del eje rojo y la
coloca de nuevo en el piso verificando, Enseguidz se efectlan diver-
sag rotaciones. '

Cuando parezca que todes han comprendido se divide la clase en grupos

de cinco (un alumno reemplazari al profesor en su punto).

cuez2 No. 28 Se vuelve a tomar las mismas posiciones que para el ler,
Juegoe perc esta vez el que conduce el juego anuncia varias rotaciones
ucesivas. Se trata entonces de ir con el menor numers de rotaciones

a la posicidén final, El que dirige el juegoe diréd por ejemplos



5

Amarillo-amarillo, cuél es el resultadc de estos dos movimientos?

Todo pasa como si no se hubiera hechc nada., Se diré que el producto

de estas dos rotaciones es la rotacibén nula que se notard por TO o

Que pasarid si se efectGia rojo=rojo?
Se anuncia enseguida rojo-amarillo; se vuelve a tcmar la pesicidn ini
cial y se anuncia amarillo-rojo. Se puede notar que obtenemos la mis
ma posicidén final si hacemos amarillo-rojc o rojo-amarilloj conclu
8ibén: el orden no importa.
Se vuelve a tomar la posicidn inicial y se anuncias
Amarillo-ro jo-rojo—~amarillo
Rojo=rojo~ro jo-ro jo-amarillo
Amarillo-amarillo~rojo~rojo—amarillo
Conclusidén?, Si hay un nlmero par de rotaciones rojas no cuentan.
Pasa lo mismo con las amarillas? Se anuncia en seguida un nimero de
rotaciones cada vez mas grandes§ hay que encontrar como ir de la posi
8ién inicial 2 la posicidn final haciendo el nimerc menor de rotacio-

nes.

Juego No. 3s Se da una posicibn inicial y una posicidén finalj encon
trar varias maneras de ir a la posicién final desde la posicidn ini-
cial,

Juego No. 4¢ Se podréd volver a tomar en clase los ejercicios anterig
res de la siguiente maneraj cada alumno dispons de una hoja de papel
transparente sobre la cual se ha trazado el eje rojo y el eje amarillo

v atribuido un nimero a cada uno de los recténgulos (Fig.22)

1 3 2
Jijrojo
¥

4y 3
<

Fig.22

La posicidén inicial serd la de la Fig.22 y la llamaremos A,

sza con tiza un cuadrado que encierre la posicidn inicial de la

#2]
@
e
]



hoja sobre la mesa. Kl alumno tiene el derecho de levantar la hoja,
hacerla rotar alrededor de la recta roja o de la recta amarilla y de
ponerla enseguida sobre la mesa en el cuadrado que fue trazado con =

tiza.

CGales son todas las posiciones que puede ocupar 12 hoja?.
P J

1 2 4 3
A 3 1 2
Posicidn A Posicidn B
Fig323 Fig.24
3 4 5
o ] 3 4
Posicién C Pogicidn D
Fig.25 Fig.26

Se puede entonces poner los problemas similares siguientesst
1). Qué se va a obtener si se efectlla una rotacién roja empezan=—
do por la posicidn C? 1o que se esquematiza por

Rot . roja _
v Ll

mn
v

2). Qué rotacibén permite pasar de la posicibén D a la posicibn A?
lo gque se esquematiza por

D P » 4

3). Se puede encontrar la idea de conmutatividads

Rot ., rojo
~

Rot amarilla
A = Lt >
A Rot . rojo s Rot , amarilla s
\*4 L - Ld

Conclugiébn?

Rot . amarilla Rot . rojo an
B 3 > o -¥
R Rot giroio > RotftamarliLa >




=2 5=

Conclusidn?

Misma operacién empezando por las posiciones C, D, Conclusidn gene-
ral?, El producto de dos rotaciones es independiente del orden en

el cual se efectuan.

0 1 4 ;
4). T es una rotacidn que no cambia nada. Se day por ejemplo una
rotacidén amarilla, es que existe una rctacidn que permita volver
a la posicidn inicialj es decir si existe una rotacifén tal que el =

A 0
producto de dos rotaciones sea T 2.
Se encuentra asi la idea de elemento simétrico.

5). En una serie de rotaciones se consideran varias rotaciones suce
sivas., Estas rotaciones sucesivas son equivalentes a una o dos
rotaciones. Qué pasard si se reemplazan varias o todas las rotacio

nes sucesivas por una o dos rotaciones equivalentes?

/7_ T . c——
/1 P o TR
A Fig. 27

Se obtiene el mismo resultado reemplazando varias rotaciones sucesi

vas por una o dos rotaciones equivalentes.
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