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§1. INTRODUCCION.

e

Sea ¥" un ultrafiltro regular en INj; en

K se establece una relacidn de equivalencia

"voasic
v i e = (== ¥
(an)n (bn)n si  {n N/an bn} Fr.
El conjunto cociente Rr" = Rm/% es el cuerpo de

nimeros no-estandar y sus elementos, las cla-
ses de equivilencia, con los nlmeros no-estian
dar. Denotemos por [(an)n] el nimero no-estan
dar representado por |4 sucesidn (an)n' Sabe -
mos muy bien que m” es un cuerpc ourdenado yue
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contiene a IR como un subcuerpo propio, donde
un nlmeno real a se identifica con la clase re
presentada por la sucesidn constante (a,a,...,

ofs .
a,...), ademds R contiene nlimeros infinitesi-

males e infinitos.

Los conceptos utilizados en IR tales como

funciones, relaciones, intervalos, cotas, etc.

ofe
«w

son extendidos en forma natural al cuerpo R ,
asi por ejemplo, si §: R R es una funcibn
neal entonces se obtiene la funcidn 6*:IR*-+Hﬁ,
llamada La extensidn elemental (& extensidn na

tural) de § como sigue:

= [(x),] — ¢ = [§x0),].

Si §(x) = a+x+b, (a,b,x €RR), entonces su ex-
tensidn natural 6” es también una funcidn de
primer grado, en efecto:

&

%

o

o ofe
«w
: RO — R

T = §%(1) = a1t + b

.

ofe
Es evidente que no todas las funciones de IR
ofs
en R son obtenidas por extensidn natural de
funciones reales, mas bien muy pocas funciones

no-estandar son de esta forma. Por ejemplo, si
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e
v

a,

g: R” — 1R

T+ g(1) = a*T + B con a,B & R,

entonces g es de primer grado en R , pero Ko
24 la extensidn natural de una funcidn real,

pues g&{ no es una funcidn de valor real.

Nuestro propdsito es el de estudiar el
comportamiento de una amplia gama de funcio-
ofe ofe
nes no-estandar de R° en R ; sin embargo, en

vista de que el cuerpo IR no es completo ni

ot
w

separable las funcjones generales de R* en IR
a veces se comportanlen forma extrafia y son
dificiles de tratar. Por esta razdn, nos limi
tamos a estudiar solamente una cierta clase
de funciones no-estandar llamada la clase G,
que nos permite un mecanismo accesible para
trabajar con ellas, siguiendo con la misma men
talidad del andlisis real donde se estudian

solamente "funciones medibles".

Dada una sucesidn de funciones (6n)n defi
nida en R. e1 phroducto directo (& producto ca

ndnico) de estas funciones, Hﬁn , es una fun-

cidn de Rm en Rm dada por:
ng oo ow

n

) gea )
(X, X5,y Xy ) (51”1”ﬁz(XL‘)""’én(Xn ges)
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Considerando el cociente de Hﬁn por la rela-
cidn de equivalencia Vv introducida por el ul-
trafiltro F*, se obtiene una funcidn § de R*
en R* como sigue:

6 e Hén/f\, 1 R:: Y IRW

= [(x),] — gty = [(6,(x,0),],

esta funcidn § se llama "La {funcidn generada
por (6n)", y se denota por f§ = gen (6n)(#),
también decimos que las 6n’ nswd,2%3 54«4 s0n
las funciones generadoras de la funcidn no-es
tandar f§. La coleccidn de todas las funciones
generadas se denota por G. Evidentemente, la

extensidn natural § (1) de una funcidn real

§(£) pertenece a la clase G ya que 6N = gen
(6a63'°°963-')'
Dada § = gen (6n), por medio de las fun-

ciones generadoras podemos definir la integral

de 4(T) en un intervalo no-estdndar [a,B] como

sigue:

B by
i §(t)dr = [(£ §,()dt) 7.

n

Por ejemplo, sea

(#) Usando la terminologia légica, § es el ultrapro-
ducto de las funciones 8,
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% en (0,€)
§(t) =

0 en otra parte

donde € = [(%)n] es un infinitesimal positivo,

entonces 6 € G. En efecto, tenemos:

n en (0, %)
§ = gen (Gn) con én(t) =

0 en otra parte.

1
Como f Gn(t)dt = 1 para todo n « N, entonces:
-1
1 .
[ s(tydt = [(1)] = 1.
K]

F[f(‘/(" <1

bsepvando la vrifica de 1a funcidn 8(T1) se ve
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inmediatamente que el &drea bajo la curva 6(T1)
es igual a 1 (el drea del rectangulo de base €
y de altura %); este valor coincide con la in-
tegral de la funcidn 8(T) definida por medio
de funciones generadoras. En el presente articu
lo se propone una definicidn de la integral de
una funcidn § de la clase G sin recurrir al uso
de funciones generadoras, la cual nos permite
dar una interpretacidn intuitiva de la inte-
gral como el &rea bajo la curva $(t). E1 méto-
do a seguir es similar al usado para definir
la integral de Riemann de una funcidn real en
un intervalo real: inicialmente se estudian
condiciones sobre algunos conjuntos de nlmeros
no-estdndar relacionados con funciones de la
clase G, que garantizan la existencia del ex-
tremo superior e inferior para tales conjuntos.
Algunos de los resultados aqui obtenidos son
bastante curiosos e inesperados, pero tienen
gran importancia en el estudio posterior, pues
permiten hacer un desarrollo similar al de la
teoria de integracidén de Riemann para funcio-

nes reales, cuya base principal es el concepto

de Sup e Int.

Una vez solucion:do en parte el problema

de la no completez de R", se procede a cumplir

con el objetivo del articulo, cual es el de
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extender el concepto de la integral de Riemann
para las funciones no-estdndar de la clase G.
En un principio se da la versidn no-estéandar
de la condicidn de Riemann y se define la
aproximacidn no-estdndar de la integral de Rie
mann de una funcidn de la clase G en un inter
valor no-estandar. Después se estudian algunas
propiedades de esta aproximacidn y se demues-
tra que si § es una funcidn integrable (por
medio de funciones generadoras) y satisface la
condicidn de Riemann para funciones no-estén-
dar, entonces la aproximacidn no-estandar de
la integral codincide con La Aintegral definida
por medio de funciones generadoras, aunque las
dos condiciones de integrabilidad no son equi
valentes, ni una implica la otra, como se ve-

rd mediante algunos ejemplos.

Finalmente, es estudian algunos ejemplos
para analizar la integrabilidad segin Riemann

de funciones no-estandar que no pertenecen a

la clase G.

§2. ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE
LA CLASE 6.

DEFINICION 1. Dada una tuncidn #4: RY > Rx, de
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cimos que § es "finditamente acotada" en S
% . 3 e
(cR") si existe una cota de valonr §4indito para

la funcidn § en S.

Ejemplo 1. Sea

Al
0
[
-
wr
o

h(t) =

entonces h(T) es acotada enim*, ya que cualquier
nfimero infinito positivo es una cota de h(Tt).
Pero como ningin nimero finito es cota de la
funcidn h(t), entonces h(T) no es finitamente

acotada en R .

Sed %si T £ 0

g(1)
OLusdi s Te3u0x

Evidentemente g(T) no es acotada en R~ (ni si

quiera existe una cota de valor infinito de

la funcidn g(T1)).

TEOREMA 1. Sea 4§ € G una funcidn de valon §4-

nito en R, entonces §(1) es ginitamente aco-

tada en IR .

b § % Y
(#) Dados a,BE R, .« dice jue a estd infinitamente
proximo a4 B si a-B es un in!initesimal; esta relacidn

se nota a =~ R,
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Demostracidén. Supongamos que f§ = gen (6,)-

Consideremos el siguiente conjunto:
APs “§H cjm/ﬂn es acotada en R} ;
vamos a demostrar, por reduccidn al absurdo,
que A e F .
Supongamos que A ¢ F', entonces:

N-A = {n ‘:]N/éyl no es acotada en R} € ¥ .

Para cada n € N-A existe X, tal que lﬁn(xn)l
> n; se define: X, = 0 si ne A. Sea
o = X :

[( n)n], entonces tenemos

|§car] = [Clg,(xD,] > [, ],

o sea que 4(a) es de valor infindito puesto que
[(n)n] es un nlmero Lnginito, esto contradice
la hipdtesis (absundo!). Por lo tanto, se tie

ne que A € Fr.

Sea
Sup lén(x)l sineA
M _ R
n
1 si n & A,
Evidentemente, el namero M = [(Mn)n] es una

cota de la funcidn $(1) en R . Por la defini-

cidén del extremo superior, existe X,/ tal que
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Hn(xn)l > Mn -k (para todo n eN).

sSi B = [(;(n)n] c]R*, entonces:
|48 = Ll gyix Mg )iy [EMddormit = Hont,

por lo tanto M es un nilmero f4inito puesto que
4(B) es de valor g4inito. Esto es, §(T) es find

tamente acotada en R .

COROLARIO. Sea f{ « G; si (1) es de valor fini
to en el intervalo no-estdndar (a,B) (8, [a,B])
entonces $(T) es finitamente acotada en (0,B)

(6, [0,B] respectivamente).

Demostracidn. Considérese la funcidn g(t1) defi
nida por:
§(t) si T = (a,B)
g(t) =

0 en otra parte.

Como g(T) es el producto de §(1) y la funcidn
caracteristica del intervalo (a,B), entonces

g(t) & G y basta aplicar el Teorema 1.

Ejemplo 2. Sea h(t) la funcidn no-estdndar da-

da en el Ejemplo 1. Evidentemente, h(T) es de
%

valor finito para todo T R ; como h(T) no es

finitamente acotada en R , entonces se tiene

que h(t) no es una funcidn de la clase G.
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Como R* no es completo, un conjunto en R*
rara vez posee extremo superior (la minima co-
ta superior), & extremo inferior (la méxima co
ta inferior). Por ejemplo, un conjunto conta-
blemente infinito en R® tiene extremo superior
(o inferior) sb6lo en el caso en que tenga maxi
mo (o minimo). Sorprendentemente tenemos el si-
guiente teorema que garantiza la existencia del
extremo superior y del extremo inferior de con
juntos relacionados con funciones de la clase

Gs

TEOREMA 2. Sea { € G una funcidn acotada (con
cota finita & Ainfinita) en el intervalo no-es-
tandar [a,B], entonces la imagen directa de

[a,B] por 4, 6([&,8]), tiene extremo superior

y extremo inferior.

Demostracidn. Sea A = [(Mn)n] una cota superior
(finita & infinita) de la funcidn §(t) en [a,B]

[(an)n]’ B = [(bn)n]’ entonces:

donde o

A= 1{n c]N/ﬂn(x) < Mn para a, € X € bn} < f*

Sea
S u'p 6n X si n <A

r<d,b,]

= 1 si n £A,
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entonces, evidentemente el nfimero no-estdndar
g = [(én)n] es una cota superior de la funcidn

4(t) en el intervalo no-estandar [a,B].

Si u = [(Nn)n]GZJR“ es una cota superior

de la funcidn 4(1) en [a,B], entonces
B=1{ne m/ﬁn(x) £ Nn para ané X< bn} < F*,

luego

{n =N/s, < Nn} (2 ANB) pertenece a .

Esto es,
o< U
o sea que 0 es la mi{nima cota superior de la

funcidn §(t) en [o,B].

De la misma forma, 6([&,8]) tiene extre-

mo inferior.

De la demostracidn del Teorema 2, se ob

tiene inmediatamente el siguiente corolario:

COROLARIO. Sea §: R > R, acotada en el inter-
valo [a,b], si 6“(7) es la extensdbn natunal

de la funcidn real 4(f), entonces:

§ SRR e p ) FRat ety £E paka ()
tela, b] tefa, b) 1€fa, b] tela, b
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Ejemplo 3. Sea f=Guna funcidn no-estandar de
valon infinstesimal en el intervalo no-estén-

dar [a,B], entonces:

S up g(t) = 0, I nf f(t) = 0. (2)

te[a, 8] t€fo, ]
En efecto: Dado ¢ > 0 real cualquiera, tene-
mos :

-¢ < g(1) < ¢ para todo Te:[a,B]
luego:
-¢ £Inff(1) €« Supg(t) € ¢ ,
[o.8 [, 8]

por lo tanto se obtiene (2).

Ejemplo 4. Sea f{: R” +» R" dada por:

"

6(%) % si keN,

(1)

1 si th{i-/ ke IN}.

Tenemos que 6([0,1]) = {%Jk.c IN}; este conjun-
to no posee extremo inferior, por lo tanto la

funcidn §(T) no pertenece a la clase G.
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§3. APROXIMACION NO-ESTANDAR DE LA INTEGRAL DE
RIEMANN.

Sea [G,B] un intervalo no-esté@ndar; una
particién ® de [a,B] es una subdivisidn del in
tervalo en un nlmero 4inito de subintervalos;
asi, la particidn P estid determinada por sus
puntos de subdivisidn. Por esta razdn, se acos
tumbra a denotar por ® a estos puntos, ordendn
dolos en forma ascendente y agregandoles a y B

como puntos inicial y final:

e = (g = (9 (D) (k) (A1) () gy (g

el s UL U, bbb T B T

D fap,], 8= = [),], =[]

Q
!

(kR = 0,1,...,%),

(k) < T(k‘fl)

como T para todo R, entonces se tie
ne:
{n.e:m/x(k) <.xik+1) para fodo k}
rn-1
N (n e:m/x:lh) < x”“l)} < f*
k=0

Asi, sin pérdida de generalidad, podemos supo-

ner que
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k F1)
X; ) < X;h 1) para todo n e IN,

y para todo k = 0,1,...,1-1.

Para cada n = 1NN,

= {a, = x{9) 41

(k) (n-1) _(n) _
7 ¥ " " X waivaX s X =b }

] n n n
(4)

P

es una particdbn del intervalo neal [a,,b ] en
n subintervalos; entonces podemos decir que la
particidn ® estd generada por (Pn)° En este

caso escribiremos:
® = (P ) . (5)

Reciprocamente, si P, es una particidn del in-
tervalo real [an’bn] en n subintervalos (& An-
dependiente de n), entonces (Pn)n genera una

particidn del intervalo no-estarndar [a,B].

~

Si ® es una particidn del intervalo[a,ﬂ
con mas puntos de subdivisidn que la particidn
®, entonces decimos que @ es "mds fina que" @

y se denota por:

Po@.

Dadas dos particiones 01,02 del interva-
lo [a,B], 01 U P2 es la particidn obtenida
por La neunién de todos Los puntos de subdivi

sidn de 01 y de 02; evidentemente (?1 U?Q es
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mas fina que 0’1, y méds fina que 0’2.

Sean § = gen (§,) una funcidn no-estdndar
acotada (con cota finita & infinita) en [a,B],
® una particidn de [a,B] como en (3), entonces
podemos definir la suma superior U@®,f) y 1la
suma inferior L(®,f) como sigue:

n

u@®,$) = I, M (g (x(R) - Ry,
=1

n
L@, §) =] mgr-xB -y,
k=1
donde
Mk(d) = Sup 6(1‘)’ mk(é) = I''n'¥ 6(T)

[T(!z—l)’.r(k)] [T(Iz—i),.r(k)]

Teniendo en cuenta que

M, (§) = Mt fiee)
RS [ [x;h“l),xﬁk)] n )n]
me(6) = [0 03 )y 00 @) nl

[x(kD), ()]

T(k) o T(k_1) e [(x:lk) . xflk-l))n] (k=1,2,--ﬂ)

para @ = (Pn), $§ = gen (6n) se obtiene:
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u@,§) = [, 40,1, L@, § = [(LCP,§0,]
(6)

p -
donde U( n’én) y L(Pn,ﬁn) son la suma superior
y la suma inferior de Riemann de la funcidn
real 6n(t) correspondientes a la particidn Pn

del intervalo real [a ’bn] respectivamente.

n

Tenemos inmediatamente las siguientes pro
piedades acerca de U®,§) vy L(®,4), similares
al caso de las sumas superior e inferior de una

funcidn real.

(i) uU@,f§) > L@,4)-

(ii) Si@ > @® entonces:
U@,§) > U@,§), L@,§) < L@,§).

(iii)U(Wl,ﬁ) Z-L(?Q,ﬁ) para 01,@2 particiones

cualesquiera.

TEOREMA 3. Sea f = gen (§,) acotada en el inter

valor no-estandar [a,B], con a = [(an)n],
B = [(bn)n], entonces tenemos:

L®P,4) < g s ps U@, §) para toda particidn @, (7)

donde

b

bVl n
q=[(f f§,d0,], p-= [(£ §,(dt) ] (8)
a
n

n
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Demostracidn. Si ® = (Py)y,, se obtiene:
by by
L(P,.§,) € £ f,()dt < £ f,(D)dt < UCP,,§ )
n

para todo p eN. De (6) y (8):

L®,§) < ¢ < p < U@, {§).

COROLARIO 1. Sea § = G acotada en el intervalo

no-estandar [OL,B], entonces existe v &« IR" tal

que

L@P,4) < v < U@,§) para toda particidn®. (9)

Demostracibén. Basta escoger V e [q,p].

COROLARIO 2. Sea f{ = G acotada en [a,B]; supon
gamos que §(1) es Lntegrable, o sea:

{n = ]N/ﬂn(t) es integrable seglin Riemann} € F“,

entonces:

B8
L@,4§) < [ §(t)dt € U@P,§) para toda particidn ®@. (10)
a

DEFINICION 2. Sea § € G acotada en el interva-
lo no-esténdar [a,B]; decimos que §(T) es Lnte
grable segln Riemann (abreviadamente inteyra-

ble-R) si dado ¢ > 0 neal existe una particidn
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® de [a,B] tal que

U@,§) - L@,4) < c. (11)

TEOREMA 4. § = G es integrable-R en [a,B] si
y s6lo si el nUmero Vv = R* en el Corolario 1
del Teorema 3 es Gnico salvo términos infinite

simales adicionales.

Demostracidn. Supongamos que § es integrable-R.
s4 v,G < R* satisfacen la desigualdad (9), en-

tonces se tiene:
|v-v| < U@,§) - L@, §) para toda particisn @.
Por lo tanto, de (11) tenemos que:

|v-v| < ¢ para cualquier c > 0 real,

O sea

v - v = 0.

Reciprocamente, supongamos que § no es in
tegrable-R, entonces existe &l > 0 real tal

que
ue,q) - L@,4) > ¢ para toda particidn ®@. (12)

£ 5 .
Sea v € R un nfimero que satisface la desigual
dad (9), entonces vamos a demostrar, por reduc
cidén al absurdo, que V + C_/2 5 v - c0/2 sa-

tisface tambiédn la desigualdad (9). Supongamos
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que ni Vv + CO/2 ni v - CO/Q satisfacen la desi-
gualdad (9), entonces existen particiones @1,

®

2 tales que

u(@l,é) < Vv o+ co/2

AU L L(PQ,ﬁ).

Si @ = @1 u @2 entonces se obtiene la siguien-
te desigualdad:

Co

Co
W= e L(G’2,6) < LW®P,4) < U@,{) < U(a’l,é) <Vt 5

o sea:
Co

68
U@, §) - LE@,§) < (v+52) - (v-=2) = ¢ _,
2 2 o
esto contradice a (12) (absurdo!). Por lo tanto,
5 v + co/2 5 v - 00/2 satisface la desigualdad

(9), ademas:
- Co
\)’F\)"'—Q—, \)15\)-7
Esto contradice la unicidad (salvo infinitesima

les adicionales) de v.

Si 4(1) es integrable-R en [a,B], el Gini-
co (salvo términos infinitesimales adicionales)
\Y EIR* que satisface la desigualdad (9) en el
Corolario 1 del Teorema 3 se llama "una aproxL
macibn no-estdndan de la integral-R de la fun-

cidn 4(t) en [a,B]", y se denota por:
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B
v = aprox [ §(t)dT.
a

Ejemplo &. Sea
= en (0,€)

g(t) =

0 en otra parte. (€ = un infinite-
simal positivo) ,

consideremos la siguiente particidn ® del in-

tervalo no-estéandar [—1,1]:
®={-1,0,'n, €-n, €, 1}

donde n es un infinitesimal positivo menor que

€/2, entonces:

1 1 1 1
UP,§) = n =+ (e-2n) = + n(=) = =
E2 €2 82 €
1 2n
LW, 4) = (e-2pn) = = =« =&
82 € 82

€Si escogemos n tal que n/€2 ~ 0, entonces:

u@,§) - L@, g = 1o,

€
por lo tanto § es integrable-R en [—1, 1], y

ademéas |
1

— = dprox f 6(T)dT.
€ -1

Ndtese que ex4sten
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]
1
(1
. '"5
“ i '%
L e
" oy
s L
: ..
. p J
—i on €-N k 1
Figura 2
Inf UW@P,§), Sup L(®,4)
® ®

: 1 . s 4
y son iguales a £» © sea que la aproximacidn
no-estdndar de la integral-R es (nica en el

sentido estricto.

Ejemplo 6. Sea § € G de valor Anfinitesimal
en un intervalo finito [a,B], entonces §(1)

es integrable-R, y

B
aprox [ f(t)dt = 0.
Qa
Demostracién. Por el [ jemjlo 3 tenemos:

Uu®.,4) ~ o, LW@P,4) ~ 0O

para toda particidén @ de [a,B8], luego
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u®,4) - L@®,4) = o.
De esto se deduce lo enunciado.

Ejemplo 7. Sea f§ € G de valor finito en un in-
tervalo de Longitud Lnfinitesimal [o B]; enton
ces 4(1) es integrable-R en [a,B], y

B
aprox [ f(t)dt ~ 0.
Q

Demostracidn. Como 4(1) es finitamente acotada
en [a,B] (ver el Teorema 1), entonces

Sup 4(t) e Inf 4(t) son de valor finito, lue
o8] [o58]
go:

ue,§) ~ o, LW@,§) =~ 0

para toda particidn ® de [a,BJ, puesto que

B-a * 0. De esto sigue lo enunciado.

~

Sea § € G acotada en [o,B], supongamos
que U(@O,ﬂ) - L(@O,ﬁ) es de valor findito para
algun? particidn @o del intervalo [a,B]; si
A €« R estd entre L(@o,ﬁ) y U(@o,ﬁ) entonces

se tiene 1ue
u@,4) - x , L(®@,4) - X

son de valor §4inito para toda particidn @ mas

fina que 0). Como
O
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U(@,ﬂ) (i L((Paé) g (U(G))é)')\) x (L(G’,é)'k)’

se obtiene el siguiente teorema:

finito
/, AN e
L@ .6 L@fp A U@®,6) U@_,§)
Figura 3

TEOREMA 5. §{ € G es integrable-R si y sdlo si

Inf{Est (U@, 4)-\)} = SuplEst (L@, -V} P (13)
® ®
Ademas:
B
aprox [ f§(t)dt = A + Inf{Est (L(P,§)-1)}. (1)
o ®

§4. PROPIEDADES DE LA INTEGRABILIDAD SEGUN
RIEMANN.

Como se ha introducido el concepto de 1a
integrabilidad-R en forma similar al caso d
funciones reales, entonces tenemos las mismis

propiedades ampliamente conocidas en el cdlcl

(#) Si T e R es finito, el anico nlmero rneal x tal
1 X se llama "la parte e:tandar de 1", y se Jeno’
X Est T.

n e
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de integracidn, entre ellas, por ejemplo:

(i) Si §(1), g(t) son integrables-R en [a,B]
entonces §(T) + g(T) también es integrable-R
en [0,B8], vy
B B B
aprox [ §(t)dt +aprox [ g(t)dt = aprox [ (4(1)+g(T))dT.
a o o
(ii) Si §(t) es integrable-R en [a,B], y si
Ae R” es §inito, entonces A*4(T) también es
integrable-R vy

B8 B
aprox [ M (t)dT = Aaprox [ $(t)dT.
(6} Q

(iii) Si (1) es integrable-R en [G,B] y si
[l,u] o= [a,B] entonces $(T) es integrable-R
en [X,u]. Ademéds se tiene:
A B B
aprox [ §(t)dt + aprox [ $(t)dt = aprox [ §(t)dr.
o A o
Reciprocamente, si (1) es integrable-R en

[a,x], y en [A,B] entonces $(T) es integrable-R
en [a,B].

(iv) Si 4(1) es de valon §inito e interrable-R

en [a,B] entonces 62 es integrable-R me[a,B].

t

Ejemplo 8. Sean f,g € G. ©i f e in
en un {ntervalo finito [a,B], v f(1) > q(1)
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para todo T & [a,B] entonces g es integrable-R

en [a,B] y ademds:

B B
aprox [ f§(t)dt » aprox [ g(t)drt.
o a

Demostracidn. g(t) = (1) + (g(t) - $(1)).
Como g(1) - 4(1) = 0 para todo T € [a,B], en-
tonces g(T1) - $(T) es integrable-R en [a,B].

(Ejemplo 6). Por la propiedad (i) se tiene que

g es integrable-R en [a,B].

TEOREMA 6. Sea f = G una funcidn integrable

(por medio de generadoras). Si § es integra-
ble-R entonces tenemos:

B B
f §(t)dt = aprox f gCt)dr.
o o

Demostracidédn. Del Corolario 2 del Teorema 3:

B
L®,§) < [ §(trdt € U@,§)
Qa

para toda particidn @ de [a,B]. Por el Teorema

4 se obtiene lo enunciado.

La integrabilidai-K de una funcidn no-es-
tédndar § € G no implica que § sea integrable
(por medio de generadoras), veamos el siguiente

ejemplo:
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Ejemplo 9. Sea
1 si £ es irracional

g(zt)

0 si & es racional,

definimos § gen (6n) por:

_ 1,

Tenemos:

4(1) ~ 0 para todo T <« R,

por lo tanto §(T) es integrable-R en cualquier
intervalo finito [a,B8] (Ejemplo 6). Sin embar-
go, § no es integrable por medio de generado-

ras, puesto que
{ne ]N/ﬂn no es integrable segln Riemann} = Nef”

La integrabilidad (por medio de funciones
generadoras) de una funcidn no-estandar § =G
no implica que § sea integrable-R, como lo

muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 10. Sea (1) = sen AT,

donde A = [(n)n]. Como § = gen (sen nt)n, en-

tonces f es integrable (por medio de funciones

generadoras ).

Sea [a,81 un inter it Je Lengatud no (n-
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ginitesimal y consideremos una particidn:

(0) (1) T(h)..

PF={a=a" 7 2 ", T(n_l),T(&) = R}

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
T(k)—T(h_l) # 0 puesto que, al ser §(T) una fun
cidn finitamente acotada, los subintervalos de
longitud infinitesimal no afectan la integrabi
lidad-R de {§. Entonces existe un intervalo

real (c-h, c+h) <= [T(k_l),T(k)J.
Sea € = [(%%%J,entonces € 2 0, luego:
[T(k—l) T(k)]

¢, c+e, C+2e, C-€ €

Tenemos:

§(c) = sen Ac,
§(c+e) = cos Ac,
§(c-€) = -cos Ac,
§(c+2e) = -sen Xc.
Como (sen )\c)2 + (cos )\c)2 = 1, entonces:

|sen Ae|+|cos Ae| » 1. Tenemos que §(c) > 0,
6, §(c+2e) > 0. Para mayor sencillez suponga-
mos que f§(c) = sen Ac 2 0; (i) si cos Ae > O

entonces

§(c)-§(c-€) = sen e + cos Ae 2 1,

(ii) Si cos Ac < 0 entonces:
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f(c)-§(c+e) = sen Ae + |cos Ae| > 1.

Por lo tanto:

S up §(t) - I n f §(t) > 1
[T(k—l),T(k)] [TGz—l) T(k)]

esto implica que
u@,4) - L(@®@,4) > (B-a) para toda particidén @,

o sea que §(7T) no es integrable-R en [a,B].

TEOREMA 7. Sea f: R > R una funcidn reaf inte-
grable seglin Riemann en el Antervalo nreal
[a,b]; entonces la extensidn natural de §, 6*,
es integrable-R en el Antervalo no-estdndar
[a,b],y [ §(£)dt es una aproximacidn no-estén-
dar de la integral-R de la funcidn no-estén

dar 6*(T).

Demostracién. Como ((£f) es integrable segln
Riemann en el intervalo real [a,b], dado ¢ > 0
neal existe una particidn P del intervalo real
[a,b] tal que U(P,§) - L(P,§) < ¢. Considere-
mos la particién ® = (P,P,...,P,...) del inter

valor no-estandar [a,b], entonces:
U(@,é*) = UCP ., fr . 1(@,5”) L(P. )

pu(‘St" yue 6" [ (6,5,...,.6\...). t Y ]y

tanto:
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U@, §) - Le-4% < e,

o sea que 6* es integrable-R en el intervalo
n —esténdmﬁ[a,b]. Del teorema 6 se tiene que
[ §ctrdt = | 6*(T)dT es una aproximacidn no-es
%éndar de 13 integral-R de la funcidn 6*(T) en

el intervalo no-estadndar [a,b].

TEOREMA 8. Sea $ € G continua(#) y de valor fi

nito en R°, entonces §(T) es integrable-R en
cualquier intervalo finito [a,B]. Sea K la fun

cidn real definida por §(£) = Est §(t), enton-

ces:

b . B
[ $(t)dt x~ aprox [ f(1)drt (15)
a (¢}

donde a = Est a, b = Est B.

Demostracidn. Sabemos que g:,R > R es continua
en IR (ver [2]), luego K es Antegrable segln Rie
mann en el intervalo real [a,b]. si g*(T) es
la extensidn natural de z, entonces por el Teo
rema 7 se tiene que z*(T) es integrable-R en

el intervalo no-estandar [a,b], y:

b A~ b A
[ §(t)dt = aprox [ § (t)dt. (16)
a a
(#) Decimos que § es continua si (1) (') cuand

T=T1'. En [3] se cita esta propiedad como '"la mccrocon
tinuwidad de §".
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Como §(T) = § (1) para todo T ij*, entonces
por el Ejemplo 8 tenemos que §(T) es integra-
ble-R en [a,b], y:

b b
aprox [ §(t)dt = aprox [ § (t)dT. (17)
a a

Por otra parte, el intervalo [a,a] (6 [a,a]
si a > a) es de Longdtud Anfinitesimal, luego

§(t) es integrable-R en [a,a] (Ejemplo 7), vy
a
aprox [ §(t)dt = 0. (18)
o

De la misma manera, §(T) es integrable-R en

[b,B], y:

B
aprox [ f§(t)dt = 0. (19)
b

Por lo tanto, $(T) es integrable-R en [u,B];
de (16), (17), (18) y (19) se obtiene la fdr-

mula (15).

§5. COMENTARIOS ACERCA DE LA INTEGRABILIDAD-R
PARA FUNCIONES NO-GENERADAS.

En el tratamiento anterior para introdu-
cir el conceptn de aproximicidn no-estanir Ik

la integral-kK de tuncione tingar ., He dpd

-

necen las funciones gerner @i rov g
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cual se puede sospechar que el mismo m&todo po
dria ser aplicable para dar un concepto de 1la
integral-R para las funciones que estén fuera
de la clase G. Sin embargo, parece que esta

posibilidad es bastante remota segln lo que po

demos observar en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 11. Sea

g(t) =

Sabemos que (1) ¢ G (ver [2}). Se observa que
el area bajo la curva §(T1) es igual al &rea del
rectidngulo de altura 1, y de base "menoih que
cualquier real positivo", por lo tanto podemos
imaginar que la integral de $(T) en [—1,1] es

un Lnfginditesimat .

Sea ® = {-1,-¢,-€,€,c,1} una particidn
del intervalo no-estandar [—1,1] donde € es
un infinitesimal positivo, y ¢ # 0 con 0 <c¢<1

entonces tenemos:

Uu@.,4) = 2¢ # 0, L@P,4) = 2¢ 3 0.
En general, U@,§) « no «nfonditesimal, vy
L@, {) o oAnpencte s omat ual puicr par

ticidbn @, come no existe un niamero no-estan-
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dar que separe los infinitesimales y los no
infinitesimales, entonces no existe V €IR*que
satisfaga la condicidn (9), esto es, no exis-
te una aproximacidn no-estandar de la integral-
R de la funcidn §(1) segin la definicidn da-

da en §3.

Sin embargo, como U(®P,§) y L(®,4) son de
valon fginLto, y:

Inf{Est U@,§)} = 0 = sup{Est L(@®@,4)},
(4 @

entonces podriamos decir que el valor aproxi-
mado de la integral f §(t)dt seria igual a ce

ro.

EJEMPLO 12. Sea

(%)n% si T € (%-—e,%) para n € NN,

g(T) =

0 en otra parte.

Por el Teorema 2 se demuestra facilmente que
§(1) ¢ G. Se observa que bajo la curva 400
aparecen los rectangulos de altura (%) = y de
base € (n = 1,2,3,...), entonces el drea bajo

la curva §(T) deberia ser:

(e o]
n
(%)“% e = X (%) 1.

Zn=1 n=1

(e8]
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Sea @® = {0 = 't(o),T(l),...,T(k),...,r(n_l),r(n) = 1}

una particidn del intervalo no-estandar [0,1],

sin pérdida de generalidad podemos suponer que

T(l) Z 0. Sea n el menor nlmero natural tal que
% < [O,T(l)], entonces tenemos:

1 )y - un infinito,

sup P = gt
0,7

™|

por lo tanto:

U@,4) es un infinito.

En cambio, se observa que:

-1

(1) R

n
L®@,§) < ) < 1.

k=1
Por lo tanto se tiene que:

U@,4§) - L@,4) es un infinito,

o sea que $(1) no es integrable-R en [0,1].

BIBLIOGRAFIA

[1] Takeuchi, Y., "Funciones no-estandar y Teo
ria de Distribuciones", Revista Col. de
Matematicas, Vol.XVIII, N@s 3-4, 1983.

[2] Takeuchi, Y., Teoria de Funciones No-estdn-



aportes 107

dan, Universidad Nacional de Colombia,
Bogota, 1983.

[3] pavis, Martha, Applied Nonstandard Analy-
A44, John Wiley, 1977.

[u] Apostol, T.M., Mathematical Analysis,
Addison Wesley, Reading, 1963.

Departamento de Matematicas y Estadistica
Universidad Nacional

BOGOTA, D.E. Colombia.



