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METODOS DEL. GRADIENTE CONJUGADO

Y DE CHOLESKY

Hecton M. Mora E.

0. INTRODUCCION.

El cdlculo de los esfuerzos (momento y
cortante) en un portico plano (el esqueleto de
un edificio) por el método de la rigidez se ha
ce a partir de los desplazamientos resultantes
de la aplicacidn de las cargas. El valor de los
desplazamientos se obtiene resolviendo el sis-
tema de ecuaciones Ax = b donde A es la matriz
de rigidez. Usualmente se utiliza el método de
Cholesky. Como se muestra en [u] también se pue

de utilizar el método del gradiente ovnjugado.
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En este articulo se muestra un almacenamiento
mds compacto de la matriz de rigidez que dis-
minuye el tiempo de cllculo del método del gra
diente conjugado y se comparan los tres méto-
dos (Cholesky y dos almacenamientos para el
gradiente conjugado) desde el punto de vista

de memoria, tiempo de cdlculo y precisidn.

1. DESCRIPCION DEL METODO DE CHOLESKY Y DEL
METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO.

El método de Cholesky (MCH) y el método
del gradiente conjugado (MGC) sirven para re-
solver sistemas de ecuaciones lineales Ax = b
donde la matriz A de tamafio nxn es simétrica
y definida positiva, xt = {xl x2...xn} indica
las incdgnitas y bt = {bl b2...bn}corresponde

a los términos independientes.

DEFINICION. Una matriz A de tamafio nxn, simé-

trica es definida positiva si xtAx > 0 para

todo X no nulo.

TEOREMA. Sea A una matriz de tamafio axn, simé
trica; las siguientes proposiciones son equi-

valentes [2]:

(i) A es definida positiva.
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(ii) Los valores propios de A son positivos.

(iii) Los menores principales 61’62""’6n de A
son positivos. ’

a a

6, = det | 1 T?,....8, = det(A)

g, = det[a 1.
2
1 a1 a2

1

(iv) Existe una matriz U de tamafio mnxm, trian-

gular superior, regular, tal que A = UtU.

El MCH se basa en la proposicidn (iv): ini

cialmente se calcula la matriz U tal que A =

ut

suelve primero Uty = b; por filtimo, conocido Y

U ; en seguida para resolver UtUx = b se re-

se resuelve Ux = y; la solucidn de estos dos
sistemas es sencilla pues son sistemas triangu

lares.

ofs
Sea X la solucidn exacta del sistema
Ax = b; para un X cualquiera, aproximacidn ma-

% .
la, regular o buena de X se define:

-vector residuo = a(x) = £ = Ax-b
13
-vector error = e(x) = e = X-X
Obviamente
% *
A(x ) =n =0
% %
e(x ) = = 0

y ademés
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PROPOSICION. Dado el sistema Ax = b, las si-

guientes afirmaciones son equivalentes:

i) X es solucidn del sistema.
ii) n(x) = 0
iii) e(X) = 0,

1]
(ST X

"

El MGC tambi&n sirve para resolver AXx = b,
con A definida positiva. Sin embargo su obje-
tivo original es resolver otro problema equiva

lente [2]:

minimizar §(x) = % xtAx - x%b

ofs
o0 sea encontrar X tal que

6(X*) < ¢(x) para todo x.

(0)

En el MGC dado un X aproximacidn mala, regu

lar o buena de la solucidn se construyen aproxi

(1) ,(2) (n)

maciones mejores X yalaa X y se garan

&%
tiza tedricamente [1] que la solucidn X  se ob

(n

tiene a més tardar con X , O sea que X =

L ()

para alglin k no superior a n.

Las fdrmuias que definen el MGC y que ga-

rantizan su convergencia finita son las siguien

tes:
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i ",L(k)"2 )
nk = >
",L(rm)”
2 P k=1,2,...,n-1
P —n‘k’+nkd‘k*“
-~/
B
hk - _”’L(““?z
d(R) LA (R)
E = g,1.2, ,n-1
() () ()

donde "u"2 es la norma euclidiana de u defini-

da por: ”
2 2
lal = 1o

De manera informal el algoritmo se puede descri
bir asi:

(0)

. . o e i %
- sea X una aproximacidn inicial de X
- sea € > 0 nlimero pequefio utilizado para fijar
la precisidn

2(0) _ ay(0)

- b
- si "4(0)”5 < €& vaya a (E)

- n_ = 0.
(o]
- para k = 0 hasta n-1 hacen
k 2
P P
b g(R)Epq(R)
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X(k+1) _ (k) p

i 4(R)

k
n(k+1) - Ax(k+1) _ b

- 84 Hn(k+1)H§ < £ vaya a (E)

(R+1)y 2
= T)h — “LW-U—Q
+1 ”2

g3 2
- f4in para k
e (:)3 X* = Gltimo x(k) calculado.

(n) (k)

Aunque tedricamente x X o algtn x

. : n
anterior, es posible que x( ) no sea, con la

precisidn deseada (e), la solucidn X a causa
de los errores de redondeo en las operaciones,

(n)

sin embargo este x serd una aproximacidn
L)

muy buena de X para empezar un nuevo ciclo de

n iteraciones.

2. CARACTERISTICAS Y ALMACENAMIENTO DE LA
MATRIZ DE RIGIDEZ.

Cuando se estudia un pdrtico plano de p
pisos y £ luces constituido por barras hori
zontales y verticales de inercia constante,
considerando tres grados de libertad (despla

zamiento horizontal, desplazamiento vertical

y giro) en cada nudo (interseccidii de una ba
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rra vertical y una barra horizontal), si las
bases de las columnas inferiores estin empotra
das (apoyo que no permite desplazamientos ni

giros)

o WJT/ mm z;iv nJW

1 2 A = 4

y si se utiliza el método matricial de rigidez
se obtiene un sistema de ecuaciones Ax = b,
donde A es la matriz de rigidez de tamafio nxn
con n = 3p(L+1) simétrica y definida positiva
[3], b es el vector de términos independientes
(acciones) construido a partir de las cargas
que soporta la estructura y la solucidn del sis
tema, el vector x*, indica los desplazamientos

(horizontal, vertical, giro) de los nudos.

Para el pdrtico en consideracidn la matriz

de rigidez A ademds de ser simétrica, presenta
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otras caracteristicas que veremos a continua-
cidn.

La matriz A es una matriz banda [3], [u]
con ancho superior de banda = m = 3(£L+1), es
decir

=0 £ = 1,2,...,0

aij 2

L+m £ § £ n.

Esto permite (es lo que se hace usualmente)
almacenar finicamente los elementos de la banda
superior de A (matriz de n? elementos) en un
arreglo B = [Bij] mas. pequefio de tamafio nxm ,

con la siguiente correspondencia:

L.o=a. ., . = P
BLJ i, i4f-1 A 1y 2 s n
4 = 1,2,..0.,m
A+{ + 1 & n. .
Bij = 0 (osinvalor) en los demads casos

Este tipo de almacenamiento es el que se utili
za para el método de Cholesky, puesto que la
matriz U, ademds de ser triangular superior,
también es banda de ancho m,
uij =0 % = 1,%,...,n
L+tm & { £ n
y permite guardar los elementos de U donde es

taban los elementos de A.
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La observacidn del arreglo B, [4] permite
detectar que Gnicamente ocho columnas de B tie
nen elementos no nulos, las nfimero 1,2,3,4,5,

m-4, m-2, m.

Utilizando la siguiente funcidn ¥

v

___)
—_—
—_—

S W

F w N L O

—
—> m-5

—> m-3

@ N 0O O E oW N e

—> m-1

se puede obtener un almacenamiento de A (o de
B) mds compacto en un arreglo Q = [wij] de ta-
mafio nxX8 con la correspondencia
Wei TR WG T R, ivw () i
e A FALR B
L+P(f) < n

=0 en los dem@s casos

1}

1,0 3, S0

W, .
14
Este tipo de almacenamiento permite resol

ver el sistema Ax = b utilizando el MGC [4],
la utilizacidn del mé-
el

sin embargo no permite

todo de Cholesky pues aunque inicialmente
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arreglo B (que contiene la banda superior de
A) tiene bastantes columnas totalmente nulas,

1

al hacer la descomposicidn A = U"U, los ceros
de A dentro de la banda, dan paso a elementos

no nulos de U.

La observacidn més minuciosa de tres fi-
las consecutivas tipicas de A (& de B), las

filas 3k+1, 3k+2, 3k+3

X XX g ~ o A
XX XX ou. XXX 3 filas de
X XX X X a partir de la diagonal
X XX X X
XK XK aolniz X 3 filas de B
X XX X X
H/—_J
m-10

muestra que en cada fila de B hay Unicamente

cinco elementos diferentes de cero.

Utilizando la funcidn ¥ de dos variables
W,v con W = 1,2,3, v = 1,2,3,4,5 definida

por la siguiente tabla:
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se obtiene un almacenamiento de A m&s compacto
en un arreglo C = [cij] de tamafio nx5 mediante

la siguiente correspondencia:

i T i+, ) i = 3k+u
ny= 142,8
k =1,2,...,n/3
§=1,2,...,5
L+P(u,§) < n
=0 en los demds casos.

C&j
La adecuacidn de este almacenamiento al MCC
requiere hacer: 1) un subprograma que construye
la matriz de rigidez directamente con esta for-
ma de almacenamiento. 2) un subprograma que
efectle el producto de la matriz A por un vec-
tor columna cualquiera, teniendo en cuenta que
los valores representativos de A estédn guarda-
dos en el arreglo c. 3) un subprograma que uti

lice el MGC valiéndose del subjprograma 2).

Este método que llamaremos en adelante GC5
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permite resolver el sistema AXx = b, mejorando
en algunos aspectos las caracteristicas de GC8
(método del gradiente conjugado utilizando el
arreglo {2 de tamafio nx8) y de CH (método de
Cholesky utilizando el arreglo B de tamafio

nxm, con m = 3(L+1) ).

3. COMPARACION DE LOS METODOS.

Diferentes métodos para resclver un mis-
mo problema se pueden comparar segin las si-

guientes caracteristicas:

1) Facilidad para hacer el programa o subpro-

grama.

2) Cantidad necesitada de memoria principal
del computador.
3) Tiempo de computador.

4) Precisidn en los resultados.

3.1. Facilidad de programacidn. Esta caracte-
ristica es casi imposible de cuantificar, sin
embargo se puede decir que la implementacidn
de los tres métodos tiene caracteristicas de
facilidad o de dificultad semejantes, no es

sencilla ni demasiado complicada.

3.2. Cantidad de memoria central del computa-
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dor. Fuera de unos pocos arreglos unidimensiona
les, el factor limitante de la memoria, es el
almacenamiento de los datos representativos de
la matriz de rigidez A. Para un pdrtico de p
pisos y £ luces el nUmero de elementos de B
(en CH) es nm = 3p(£+1)3(L+1) = 9p(£+1)2; el
nimero de elementos de  (en GC8) es 8m = 8.3p
(£+1) = 24p(L+1) y el nlimero de elementos del
arreglo ¢ (en GC5) es 5n = 5.3p(L+1) = 15p(L+1).

Veamos algunos resultados.

C H G C 8 G C 5

9p(L+1)%|  2up(L+1) | 15p(L+1)

=6, £=5, n=108 194y 864 540

=12, £=11, n=432 15552 3456 2160

Los ejemplos muestran claramente la venta
ja de GC5 con respecto a GC8 y sobre todo con

respecto a CH.

3.3. Tiempo de computador. Como se estdan compa

rando métodos de resolucidn del sistema Ax =b,

dnicamente se tuvo en cuenta el tiempo de eje-
cucidn del subprograma o subprogramas que re-
suelven el sistema de ecuaciones. No se tuvo

en cuenta el tiemj ie compilacidn, ni el tiem



aportes 121

po de edicidn de enlace (LINKED), ni el tiempo
de ejecucidn gastado en entrada de datos, cons-
truccidn de la matriz de rigidez y del vector
b y escritura de resultados. Los resultados
aparecen en el cuadro final y corresponden a
ejemplos resueltos utilizando el computador
IBM 360 de la Universidad Nacional, en Fortran

y con precisidn sencilla.

3.4. Precisidn en los resultados. Cuando no se
conoce la solucidn exacta de un problema es ca
si imposible medir exactamente el error de la
aproximacidn de la solucidn, sin embargo en es
te caso se puede estudiar cualitativamente y

mediante otros parametros. La siguiente propo-

sicidn da algunas ideas al respecto.

PROPOSICION. Sea el sistema Ax = b, x* su solu
cidn exacta, {x(k)} una sucesidn de vectores,
n(k) % Ax(h)—b R c(k) = X(h)—x*. Las afirmacio

nes siguientes son equivalentes.

i) 1im x(k) = xN
o>
ii) 1im n(h) = 0
k>
(k)

iii) 1im e = 0.
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Dada una solucidn aproximada X, se desea
@ 53 ~ ~ £ ~
ver quée tan pequefio es ¢ = X - X , pero € no

se puede conocer; sin embargo si es posible
conocer & = AX-b y si % es muy pequefio se pue
de suponer que ¢ es muy pequefio y que X es bue

na aproximacidn de X ; el inconveniente de es-

te andlisis es la falta de cuantificacidn. E1
tamafio de ¢ o de £ se mide mediante una norma
y se usd | ”2, la norma euclideana (3 | ”g) y
la norma del maximo || ||, definida por [U|le =
12i:nluil. Dada una norma | || para vectores,

se genera una norma para matrices

Il Al = max LAxL

x#0 | x||
que resulta ser compatible con ” “, [1], es de
cir
lAxl < lAJl x| para toda matriz A y todo vec
tor X.

Con base en estas propiedades se tiene que

X = AX - b

= AXx -b+ O

- AX - b+ b -Ax"
= x-x*)

- Ae

luego
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2 < Al 12l

Este resultado es muy itil pero no peamite
afirmar

12 < =) = Q2] < |l

~

para X, X aproximaciones de x". En el cuadro
final de resultados es claro el ejemplo (p = 6,
£ =5, n = 108, simulacidn de carga horizontal)

donde

brg < lagadl v eyl > legeel

También se puede obtener un resultado pa-

ra acotar ue” ya que

Ae

A"

~ = -
lel < A

ST
1]

pero su utilizacidn supone conocer A"y calcu
larl"Anlﬂ, lo cual generalmente es un trabajo

mucho m&s largo que resolver Ax = b.

En la préctica la Gnica manera de compa-
rar la precisidn de una aproximacidn es median
te lnl. En este trabajo para poder comparar la
precisidn en funcidn de He”, el procedimiento
utilizado es el siguiente: 1) Tomar una solu-

ek

cidn aproximada X" del sistema Ax = b y fijar

la como solucidn exacta. 2) Construir b =
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~ % ik
Ax . 3) Resolver el sistema Ax = b" . 4) Compa
~ % . .
rar con X las soluciones de este segundo sis-

tema.

Para comparar de manera mas f&acil la pre-
cisidn de los métodos en los diferentes ejem-
plos se utilizd el valor lOg10" | en lugar del
valor | [. Para el MGC (GC8 & GC5), en cada
ejemplo aparecen tres valores correspondientes
a los resultados finales de tres ciclos conse-

cutivos, siendo cada ciclo de n iteraciones.

Las curvas de la grafica adjunta muestran
la tendencia de la variacidn ‘de loglO" |-a 1o
largo de tres ciclos consecutivos en el MGC, com
parada con el valor correspondiente de logloﬂﬂ
en el MCH, en lo que podria ser un ejemplo ti-
pico, (en este caso p =6, £ = 5, n = 108, con

simulacidn de carga horizontal).

ar,
-
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4. CONCLUSIONES.

Desde el punto de vista de la programacidn

los tres métodos (CH, GC8, GC5) son semejantes.

Sin lugar a dudas GCS5 es el método més
econdmico en lo que respecta a almacenamiento
en memoria central de los elementos represen-
tativos de la matriz de rigidez, siendo CH el

que ma@s memoria necesita.

El método CH es el mads ripido y el méas
&) GC8. S 2 i
lento es GC8. Los valores de tCH/tGCS (tiempo
de CH dividido por tiempo de GC5) son: 0.20,
/Z da

GC5’ "GCs8
los siguientes resultados: 0.69, 0.71, 0..72,

0.20, 0.17, 0.17 y la comparacidn £

0.67; estos valores son relativamente cercanos
a 5/8 = P.63 que es la relacidn entre el ntme-
ro de elementos por fila de los arreglos ¢ y §,
proporcional al nimero de multiplicaciones e

rrespondientes a cada fila.

En cuanto a la precisidn GC5 y GC8 dan
los mismos resultados, pues se trata del mis-
mo método pero con diterente tipo de almacena
miento. Se puede Jdecir que los resultados de
precisidn en CH v GC 1in valores del mismo or

den de magnitud, oiu embarpo en la mayoria de

los casos GO e mis preciso gque CH (en todos



128 aportse

los casos estudiados con n = 432), en otros po
cos casos los resultados de GC en el primer ci
clo no son mejores que los de CH pero mejoran

parcialmente o totalmente para el segundo ciclo

de GC.

En algunos casos los resultados de GC en
el segundo ciclo son un poco menos buenos que
en el primer ciclo, y en los demds casos la me
joria del segundo ciclo con respecto al prime-
ro no es demasiado importante. Esto aconsejaria,
para valores de n semejantes a los estudiados,

hacer un solo ciclo de n iteraciones.

Los valores de la precisidn en funcidn
de ||#|| si indican precisidn en funcidn de | ell
pero es una indicacidn cualitativa y no existe

proporcidn absoluta.

En resumen, las caracteristicas de GC5
son siempre mejores o iguales a las de GC8. El
método GC5 es el que necesita menos memoria y
el método CH es el mas rapido. E1 método GC5

presenta una tendencia a ser mds preciso que

el método CH.

ar,
o
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APUNTES

La seccidn de APUNTES del Boletin de Ma-
temdticas ha sido creada para ayudar al profe
sor a motivar a sus alumnos para el estudio
de un tema especifico o/y proveer un desarro-
llo detallado y detenido de un tema tratado

someramente por 1o general en los libros de

texto.

Igualmente en ella los alumnos encontra-

radn material que pueda complementar la presen

tacidn de un tems en o ' vt |dsie,



