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INTRODUCCION.

El concepto de verdad en matem3ticas ha
variado a través de su historia. Hasta el si-
glo pasado las verdades en matemdticas eran
consideradas absolutas, como modelo de traba-
jo para la obtencidn de verdades se tenia a
los "Elementos'" de Euclides: a partir de unas
pocas verdades consideradas evidentes por si
mismas (postulados y nociones comunes), se de
ducian las demés verdades (proposiciones o teo
remas). La intuicidn y ¢l razornamiento han ju
gado un papel fundamental en el trabaio mate-

matico pero L :< rr .. . ¢ d¢ . .t . nevski, Bol-

yai y Gauss que -onduieron 4 las geometrias n
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euclidianas obligaron a los matem&ticos y en
general a la comunidad cientifica a cuestionar
seriamente el papel de la intuicidn en matemi

ticas.

La geometria euclidiana, que se tenia co
mo una excelente y Ginica teoria sobre el espa
cio en que nos movemos, quedaba tambaleante
al mostrarse la posibilidad de otras geometrias
igualmente coherentes. Una cierta proposicidn
resultaba verdadera seglin una cierta teoria y
falsa segln otraj; las verdades en matematicas
habian dejado de ser absolutas para relativi-
zarse a la teoria escogida. Asi que era impor
tante responder a la pregunta: ¢Qué es vendad
en matemdticas?

La 1dgica aristotélica sobre la que se
basa la geometria euclidiana no podia ser cues
tionada; la mala jugada debia venir por parte
de la intuicidn. Como consecuencia de esta si
tuacidn, la geometria es cuestionada como fun
damento de la matematica. Los ojos de los ma-
temdticos del siglo XIX se vuelvenhacia la
aritmética; los trabajos de Weierstrass, Cau-
chy, Dedekind y otros conducen a la llamada
aritmetizacidn del andlisis. Simultaneamente
con los intentos de dar un sdlide cimiento al

calculo diferencial e integral de Newton 'y
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Leibniz, Boole, Pierce, Schruoeder, trataban de
algebraizar la 16gica, dando nacimiento a la

ldgica matematica.

Hacia finales del siglo pasado aparece la
teoria de conjuntos de Cantor quien trataba de
solucionar algunos problemas del andlisis sobre
series infinitas, y los trabajos de Frege en
18gica dan un salto definitivo en el desarro-
llo de ésta. E1 reinado de la aritmética como
fundamento de la matemdtica llega a su fin y
comienza la era de la 1ldgica y la teoria de
conjuntos. Desafortunadamente se encuentran pa
radojas en la teoria de Cantor, lo que hizo ne
cesario una revisidn muy profunda de los funda
mentos de las matemdticas. La crisis de los fun
damentos habia comenzado con la aparicidn de
las geometrias no euclidianas, solo seria supe
rada con el programa de Hilbert de axiomatiza-
cidn de la matemdtica, donde la intuicidn no
debia jugar ningln papel importante. Russelly
Whitehead axiomatizaron la 1dgica; Zermelo,
Fraenkel, von Neumann, Godel, axiomatizaron la
teoria de conjuntos, evitando las paradojas y

exigiendo el maximo rigor en las deducciones.

Para llevar a cabo 13 propuesta de Hilbert

era necesdrio separar (i t rma del countenido

de las teorias v demostrar que éstas eran con-
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sistentes [1] y completas [2].

Hilbert crea una nueva ciencia, la meta-
matemdtica, que se encargarada de estudiar las
teorias como un todo. Deberd dar los métodos
para demostrar que una teoria axiomatizada es

consistente, completa, decidible, etc.

Muchos fueron los seguidores de Hilbert
y muchos los trabajos encaminados a axiomati-
zar toda la matemdtica. Hilbert mismo axioma-
tiza la geometria en su célebre tratado sobre

los fundamentos de la geometria [3].

El programa formalista parecia tener com
pleto éxito cuando en 1931 Godel con sus famo
sos teoremas de incompletitud demuestra que
ninguna teoria formal de la aritmética, puede
contener todas las verdades de ella. Asi Gddel
prueba que el conjunto de férmulas verdaderas
de la aritmética es distinto del conjunto de
férmulas deducibles de la teoria formal corres
pondiente. El concepto de verdad resulta dife
rente del de deducibilidad. Siendo posible de
finir rigurosamente cuando una proposicidn es
deducible de un cierto conjunto de premisas,es
ldgico preguntarse:ébs posible definir riguro
samente cuando una proposicidn es verdadera en

matematicas?

La parte central de @ste trabajo consis-
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te en exponer la teoria semdntica de la verdad
de Tarski, que pretende dar una respuesta afir- ...

mativa a tal pregunta.

EL CONCEPTO DE LA VERDAD DE TARSKI.

En 1944 aparece publicado el articulo:
"The Semantic Conception of Truth" [u] donde
Tarski expone su teoria sobre la verdad; esbo-
zos de ésta teoria ya se encuentran en un ar-
ticulo de 1930 publicado en polaco y traducido
al alemdn en 1933, titulado "La nocidn de ver-

dad en los lenguajes formales" [5].

Nosotros aqui nos limitaremos a exponer

las ideas contenidas en el articulo de 194y,

Para tener una definicidn de verdad satis
factoria, Tarski impone dos condiciones: Correc
cidn Formal y Adecuacidn Material. Explicaremos

en que consiste cada una de ellas.

Correccidn Formal.

Los lenguajes naturales son ambigilios, una
palabra, una frase, puede cambiar de significa
do seglin el contexto en el que se encuentre;

un lenguaje nos permite no solo hablar de co-
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sas sino de expresiones de si mismo. Observe-

mos estas tres proposiciones del castellano:

p:
q:
n:

Bogotéd es la capital de Colombia
Bogotd tiene seis letras

Bogotd es la capital de Colombia es veradera.

p es una proposicidn que se refiere a una ciu

dad colombiana, ¢ se refiere a la palabra Bo-

gotd y £ se refiere a la proposicidn p. Asi

como los objetos tienen nombre, tambié&n pode-

mos nombrar palabras o proposiciones cuando lo

necesitemos y lo hacemos colocando la expre-

sidn entre comillas, para que sea completamen

te

explicito que nos referimos a una palabra

como en ¢ o a proposiciones como en %; por es

to

e O T

4:
¥

Ps G, 2 quedan de la siguiente manera:

Bogotda es la capital de Colombia
"Bogotd" tiene seis letras

"Bogotd es la capital de Colombia" es ver-

dadera.

Consideremos ademd@s estos otros ejemplos:

No ponga atencidn a esta frase

Esta frase es falsa.

Nbétese que ambas proposiciones se refieren a

si mismas y son paraddjicas. En el caso de 4,

cuando hemos terminado de leer la frase esta-

mos haciendo justo lo contrario a lo que se



176 apuntes de seminario

ordena; y en el caso de £, que es una de las
formas més sencillas de la paradoja del menti-
roso, vemos que si £ es falsa, entonces % es
verdadera, y si £ es verdadera, pues lo que
afirma es que es falsa, circulo vicioso del que
no es posible salir en lenguajes que tienen las

siguientes dos caracteristicas:

1. E1 lenguaje contiene ademds de sus expresio
nes, los medios de referirse a ellas y predica

dos semanticos como verdadero y falso.
2. Las leyes de la ldgica usual valen.

A un lenguaje que goza de la propiedad 1.,

Tarski lo llama semdnticamente cerrado.

La cornreceddn formal de un lenguaje consis
te en que no debe ser semanticamente cerrado.
Para ésto es necesario tener dos lenguajes, un
lenguaje-objeto a cuyas proposiciones se pueden
asignar el predicado verdadero (o el predicado
falso) y un metalenguaje en el cual podemos ha
blar del lenguaje-objeto. El Lenguaje-objeto
debe ser exactamente expecificado, deben darse
leyes de formacidén de las expresiones signifi-
cativas. E1 metalenguaje debe ser lo suficien-

temente rico para contener al lenguaje-objeto

y poder 1s ‘partesiiconstitu

yentes.
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Adecuacidn Material: Tarski quiere que su defi
nicidn haga justicia a las intuiciones vincula
das con la concepcidn aristotélica de la ver-

dad, la cual se resume en las siguientes pala-

bras:

"Decir de lo que es, que es, y de lo que
no es, que no es, es verdadero, mientras
que decir de lo que es, que no es, o de lo

que no es, que es, es falso".

Para ello Tarski propone el siguiente es-

quema:
(T): X es verdadera, si y sdélo si, p

donde p es una proposicidn cualquiera del len-
guaje objeto, X es el nombre de P que se deno-
ta "p" y (T) es una expresidn del metalenguaje.
Un ejemplo dado por el mismo Tarski es el si-

guiente: "La nieve es blanca" es verdadera, si
y sdlo si, la nieve es blanca. Aqui, natural-

mente, p es la nieve es blanca y X es el nombre

de p, que como ya hemos dicho se nota "p".

Una definicidn de verdad serd matendialmen
te adecuada si de ella se siguen todas las ins
tancias del esquema (T).

Dadas las condiciones exigidas en un len-

guaje £, se tiene la siguiente definicidn:
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DEFINICION 1. Una proposicidn es verdadera en
un lenguaje & si y sdlo si es satisfecha por

todos los objetos y fgalsa en caso contrario.

En esta definicidn el concepto de verdad
es reducido a otro concepto semantico, el de
datisfaccibn; concepto bastante trajinado por
la comunidad matemdtica, tanto o mds que el de
verdad. Si se consigue dar una definicidn ri-
gurosa de satisfaccidn se tendrd igualmente
una de verdad. Asi que procederemos con un

caso concreto:

SATISFACCION Y VERDAD EN UN LENGUAJE DE
PRIMER ORDEN £.

Un lenguaje formal de primer orden esta

constituido por:

1. Simbolos.

a) Simbolos 10gicos:
- Conectivos proposicionales 1,V, A,> ,<
- Cuantificadores ¥, 13
- Variables individuales XgoXpseeo

- Signos de puntuacidn (,)

b) Simbolos no 1ldgicos:
- Constantes individuales al’aQ""
e '
- Letras de Funcidn 61” L,n €N

: N
- Letras de Predicado AL’ L,n €N
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El subindice distingue entre dos letras de fun
cidn (de predicado) del mismo tipo, y el super
indice indica la a-ridad de la funcidn (el pre-

dicado) que el simbolo representa.

El conjunto de simbolos es el alfabeto de
nuestro lenguaje, con ellos vamos a definir tér
minos (anélogos a las palabras de un lenguaje
natural) y formulas (andlogas a proposiciones

de un lenguaje natural).

2. Terminos.

a) Las constantes y las variables son té&rminos.

b)Si 62 es un simbolo de funcidn n-aria
ti,IQ,...,tn son términos, entonces 62(11,
12,...,tn) es un término.

¢) Una expresidn es un término si y sdlo si
puede ser obtenido por medio de las clausu-

Tag: d)avy D).

3. Formulas.

a) Férmulas atdmicas: Si A? es una letra de
predicado n-aria y tl,tg,...,tn son términos,
entonces Az(tl,tg,...,in) es una foOormula atdmi
ca. Estas son las fdérmulas mas sencillas que
pueden construir, las demds son complejas y
asi la definicidn general de férmula tien for

mada es la siguiente:



b) Son foérmulas bien formadas (f.b.f.):

1- Todas las férmulas atdomicas.

2- Si Ay B son f.b.f., entonces (TA); (AvB),
(AAB), (A+B), (A< B), (VXL)A, (BXL)A, son
f.bafs

3- Una expresidn es f.b.f. si y sdlo si puede

ser obtenida en base finicamente de las cléau

sulas 1- y 2-.

La mayoria de las teorias algebraicas co-
mo las teorias de grupos, anillos, cuerpos,
etc., son sistemas formales de primer orden;
ello significa que sus axiomas y teoremas pue-
den expresarse en un lenguaje de primer orden
y que se fundamentan en el cdlculo de predica-
dos cl@sico. Explicitamos mejor que es un sis-

tema formal de primer orden:

Un s4s8tema formal de primern orden S, cons

ta de dos partes:

1. La Pante Sintdctica que a su vez estid cons-

tituida por:
a) Un lenguaje formal de primer orden ¥.
b) Axiomas: - Ldgicos. -Propios de la teoria.
c) Reglas de inferencia.
Diremos que A es un teorema de 8 si e

una fdérmula deducible de lo: ax.omas y se no-

ta A,
e
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La parte sintdctica corresponde a la gra-

matica de un lenguaje natural.

2. La Pante Semdntica estéd constituida por I,

junto con una interpretacidn de L.

Una Anteapretacién I de un lenguaje L de pri-

mer orden es una 4-upla

nl
s 3 : . >
L,ne]l\i’{ L }4, ne]N’{dL }L€]1\I

donde i) D es un conjunto no vacio llamado do-

minio de interpretacidn.

-2 ' . . n
ii) A cada letra de funcidn n-aria 6i co-

. I
rresponde una funcidn 62 b P B,

iii) A cada letra de predicado n-aria A

1

X p n n
corresponde un precidado n-ario AL =D .

iv) A cada constante a, corresponde un

elemento dé de D.

Veamos como ejemplo que la teoria de gru-

pos es un sistema formal de primer orden:

1. Parte Sintactica.

2 2
a) L = {simbolos légicOS,alaﬁl’ Al}

C

b) Axiomas flégicos [6]: i 88, E son £AE,
entonces:

14 A 0B )

2- (A > (B+8)) » ((A+B) » (A=>0C))
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3- (18~ 14) » ((18> A) > ®B)

y- (V¥ XA',)A(XL) + A(%); (ndtese que % puede ser idén
ticamente X)

5- (VxL.)(A-*B) > (A +(in)8)

c) Axiomas propios:
.1- Ley Asociativa
2;4;2 2

(¥x ) (¥x ) (¥x AT (67 (x, ,67(x,,%5)),

2572
2- Ley Modulativa

2,/ 42

‘in)A1(51(a1’x1)=x1)

3- Ley Invertiva

2, ,2
(in)(axz)Al(él(xl,XQ),al)

d) Reglas de Inferencia:

1- Modus Ponens: ® se deduce de A y A > 8.

2- Generalizacidn: (in) A se deduce de A.

2. Parte Semdntica

a) Consideremos la interpretacidn:

1 =<Z,0,+,=>

donde D = Z el conjunto de los nlimeros enteros

1
a,. .20
1
2 : :
4 I = + la suma rdinaria entre enteros.
1
tre enteros.

AfI es la igualdad en

b) Axiomas propios.
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1- (Vxl)(sz)(Vx3)(x1+(x2+x3) = (x1+x2)+x3)

2+ (Vxl)(x1+o = xl)

3- (Vxl)(3x2)(x1+x2 = 0).

Podemos dar diferentes interpretaciones

a la sintaxis dada en 1-, por ejemplo:

Y e i <Q,1. 8, />

donde 1 es la interpretacidn de la constante
a,, * es la interpretacidn de ﬂi y = es la in-
terpretacidn de Af.

oM, III = <M(R)2X2’-id2x2’ +,=>

donde M(R)2x2 es el conjunto de las matrices

2x2 sobre los reales, id2x2 es la matriz idén
tica 2%X2, + es la suma entre matrices, € = es

la igualdad entre matrices.

Definido lo que es un sistema formal de
primer orden, con lo cual estamos cumpliendo
con el primer requisito necesario para tener
una definicién formalmente correcta de verdad,
entramos a lefinir rigurosamente la nocidén de

satisfacccdn.

cea I un lenguaie formal de primer orden,
J il £ s interpreta-idon (ccn dominioc D) de I, zea
L el conjunto d i

bles de elementos de D.
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b

) definimos la funcidn

IR
S*: {términos de £} > D recursivamente:
% b 1
S (ai) = ai
S (xi) = bi
S* Mt L, = (fhTsT ), st )
T Bt (a0 S ) *4 162 27852
S (tn)).

DEFINICION 2. Sea £ un lenguaje de primer or-
den, I una interpretacidn de £, I como se des
cribid anteriormente y S = .

1) Si A es una fdérmula atdmica AE(II,IQ,...,
tn), entonces S satisface A,—si y sblo si,
5T GG WS BNEE, oy <,

2).Si A es una‘F.b.f., §'satfsfacd (1A), §i ¥
sdlo si S no satisface A.

3) Si A,Bson f.b.f., S satisface (AvB), si y
s6lo si S satisface A o S satisface B.

¥) 8i A, 8 son f.b.f., S satisface (AAMB), si

y sbdlo si S satisface A y S satisface B.

8) ;8 satisface (h?8)., 81, y,86lo,si S na, satis

face A 8 S satisface @.

6) S satisface (A©®®B), si y sdlo si S satisfa-

ce A toda vez que S satisface B y viceversa.

7) S 'satisface (in)A, (‘¥ un&' variable) ,sdidy
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s6lo si toda sucesidn S8' que difiera de S en

a lo mds la i-ésima componente, satisface A.

8) S satisface (HXL)A’ si y sdlo si, alguna
sucesidn S8' que difiera de S en a lo mas la

i-ésima componente satisface a A.

Tarski escoge la nocidn de satisfaccidn
para la definicidn de verdad, ya que es una no
cidn mé@s general y se puede aplicar a fdrmulas
con variables libres, mientras que la verdad
es solo aplicable a sentencdias o fdrmulas ce-

rradas (sin variables libres).

Con el ejemplo ya introducido de la teo-
ria de grupos esperamos aclarar las definicio

nes dadas.

Consideremos la fdrmula
: g 48
A (Vx1)(3xz)(A1(51(X1’x2)’“1)) (46D

y tomemos S = (1,2,3...) una sucesidn en Z; se
glin la definicidn: S satisface A, si y sdlo si
toda sucesidn S8' = (b,2,3,...) que difiere de
S en a lo mds la primera componente satisface

® donde
2y 2
®B: (3x2)(A1(61(X1,x2),a1)) (2)
ahbra ' bien’, 8" 'satisface B, "'si"y s6lo~sl algu-

na sucesidn 'S" = (b,c,3,...) que difiere de §'
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en a lo mds la segunda componente satisface
25 42
€. A1(61(X1’XQ)"11)) (3)

que es una fdrmula atdmica; luego 8" satisface

a (3) si y sdlo si
((SM*(§2(x,,x,), (8 @ = a2

es decir, si y sdlo si (b+c,0)e =, & como es
mds comGn escribir, si b+c = 0; basta tomar
¢ = -b, con lo cual 8" = (b,-b,3,...) satisfa-
ce a (3) y asi S8' satisface (2). Como b, es un
elemento cualquiera de D podemos afirmar enton

ces que S satisface (1).

Observemos que (1) es cerrada y que si con
sideramos S = (al,aQ,a3,...) una sucesidn arbi

traria y aplicamos el mismo método tendremos

que S satisface A.

Dada la nocidn de satisfaccidn podemos
aplicar la definicidn de verdad a un sistema

formal de primer orden.

DEFINICION 3. Una férmula A es veidadera para
una interpretacidn I, si y sdlo si toda suce-

sidn en I satisface A. Y lo notamos k= A.

1
A es falsa para I, si y sdlo si, ninguna

sucesidn de I satisface A.
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Esta definicidn estd dada solo para fér-
mulas cerradas. Careceria de sentido hablar de
verdad en fdrmulas abiertas tales como X+3 = 0,
pues algunas sucesiones como (-3,3,1,3,5,...)
satisfacen la fdrmula, mientras que otras co-

mo (1,3,2,4,6,...) no la satisfacen.

El ejemplo dado ha sido construido de tal
manera que se cumpla la segunda condicidn exi-
gida por Tarski de adecuacidn material, es evi
dente que en esta definicidn se siguen todas

las instancias del esquema (T).

La verdad de una sentencia A, depende de
la interpretacidn que se le dé, de esta mane-
ra, la misma fdrmula puede ser verdadera en
unos casos y falsa en otros. En el caso de que
una sentencia sea verdadera para una interpre-
tacidn I, E=A, se dice que I es un modelo de
A. Si tenemos, no una sola sentencia, sino un
conjunto I' de sentencias, todas las cuales son
verdaderas para I, decimos que I es un modelo
de I'. Por ejemplo <Z,0,+,=> y <Q,1,-,=> son mo

delos de los axiomas de la teoria de grupos.

TEORIA DE MODELOS.

La teoria de modelos es una nueva rama de

la lbgica matematica que estudia las relacio-

cecaca
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nes entre los lenguajes y sus interpretaciones
o modelos, es decir, estudia las relaciones en-
tre las partes sintdctica y semé&ntica de una

teoria, relaciones que se establecen por medio

de una definicidn de verdad a la Tarski como he
mos visto.
Esta nueva rama se consolida como tal ape

nas en la década de los 40 con los trabajos de

Godel, Henkin, Robinson y Tarski, naturalmente.

Enunciamos cuatro teoremas importantes de
la teoria de modelos con los cuales esperamos
ilustrar en buena forma el tipo de teoremas que

se prueban en ella.

1. Teorema de Completitud de Godel para las
teorfas de primer orden (1930).
Sea K una teonia de primen onden, una 464
mula A de K es Lbégicamente valida, 44 y A6Lo

A4 es un teorema de K.

Se dice que una fdérmula A es ldgicamente
védlida si es verdadera para cuafquien interpre
tacidn, y se nota k= A.

Recordemos que una férmula es un teorema
de K si es deducible de los axiomas de K, vy se
nota k— A. Asi que el teorema anterior se pue-

de expresar mas fécilmente como sigue:
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=A , si y sdlo si LE A

La validez de una sentencia es una propie
dad semdntica y la teoremicidad de ella es una
propiedad completamente sintdctica. Es claro
pues, que el teorema de Godel relaciona fuerte
mente la semantica y la sintaxis de una teoria:
una condicidn necesaria y suficiente para que

una fdrmula sea un teorema es que sea valida.

2. Teorema de completitud para teorias de

primer orden (Henkin 19414)

Una teornia es consistente s4L y 5680 54

tiene modelo.

La demostracidn de Godel del Teorema 1 es
bastante compleja, Henkin en 1944 did una de-
mostracidn mas simple y por consiguiente mas

conocida en este teorema usando el concepto de
modelo.

La consistencia (como ya se vid en [2])
es una nocidn sintéctica, y la nocidn de mode-

lo, totalmente semantica.

3

3. Bmpspnema e FEC et - Skelem (1915)

S{ una sentencaa tiene un modelo Angind-

to, tiene un modelc numerable.

Este famoso teorema es considerado el pri
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mer teorema de la teoria de modelos.

La importancia del teorema radica en que
en la demostracidn se puede apreciar una téc-

nica para construir un modelo a partir de otro.

Objetivo central de la teoria de modelos
es justamente la construccidn de modelos, para

ello se desarrollan diferentes técnicas.

4. Teorema de compacidad de Godel (1930) y
Malcev (1936).

Sea £ un confunto de sentencias (de una
teonia de primen onden); s4 todo subconjunto
ginito de T tiene modelo, L Ziene modelo.

De este teorema, junto con el Teorema 1
resulta como consecuencia inmediata que un con
junto de sentencias I es consistente si toda
parte finita de I lo es, resultado que aplica-
mos con la mayor frecuencia, pero usando la
contrarreciproca: una teoria es inconsistente

si una parte finita de ella lo es.

Obsérvese que para demostrar el teorema
de compacidad, lo que hay que hacer es cons-
truir un modelo en el cual cualquier sentencia

de I sea verdadera.

Actualmente la teoria de modelos ha sido

aplicada con resultados bastante significati-
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vos en areas como la teoria de conjuntos, el
dlgebra y el anadlisis. Estas son, entre otras,
algunas de sus prometedoras perspectivas pa-

ra el futuro.

Yo
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NOTAS.

[1] Una teoria K es consistente si dada una for
mula A de K no se puede tener a la vez

?—A y ?—TA.

[2] Una teoria K es completa si IE-A S} ﬁ? 1A
para toda fdrmula A de K.

[3] Basado en las conferencias que dicta duran
te el invierno 1898-1899 en la Universidad
de Gottingen, Hilbert publica su libro en
junio de 1899, titulado "Grundlangen der
Geometrie™.

[4] Traducido al espafiol en "Antologia Seman-
tica" de Mario Bunge. Editorial Nueva Vi-
sidén (1960).

[5] Nota 1 de la pagina 111 del articulo de la
nota 4. Bibliografia Tarski (2) del mismo
articulo.

[6] Los axiomas presentados son los utilizados
por E. Mendelson en su libro "Introduction
to Mathematical Logic" D. van Nostrand.
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