EL CONCEPTO DE MODELO EN LA LOGICA MATEMATICA

por

Xavier CAICEDO FERRER

I INTRODUCCION

A partir de la aparicion de la obra de Bertrand Russell y Alfred N. White-
bhead, ‘‘Principia Mathematica'’, a comienzos del siglo. Y mds ain, después de
iniciada la obra monumental de Bourbaki, que busca hacer una sintesis de las
matemdticas partiendo de bases puramente axiomdticas, se ha vuelto casi un
lugar comdn la afirmacion de que las matemdticas son reducibles a pura logica-
La razon que permite justificar esta afirmacion es precisamente el método axio-
mdtico. Una teoria matemdtica se puede considerar como un sistema de axiomas
que dafirman propiedades y relaciones de cierto universo de individuos u ‘‘obje-
tos’’. Los teoremas, es decir las ‘‘verdades de la teoria’’, se derivan a partir de
los axiomas usando las leyes de inferencia que proporciona la logica. El ejem-
plo cldsico de una teoria axiomatica es la Geometria Euclidiana. Una teoria
axiomdtica seria también la Teoria de los nimeros reales. En esta teoria los
individuos son llamados por convencion ‘‘ndmeros reales’’ y los axiomas son
aquellos que rigen la adicion y la multiplicacion, tanto como los que rigen la
relacion de orden, exigiéndole que sea compatible con las operaciones y que
cumpla ciertas propiedades de completitud, Puesto que las operaciones se pue-

considerar como relaciones ternarias es claro que los axiomas hablan de pro-
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piedades y relaciones entre los individuos. Podriamos pensar también en teo-
rias mds generales como la Teoria de grupos, o en desarrollos axiomdticos

mds modernos como el proporcionado por Kolmogorov a la Teoria de probabili-

dad.

;Significan las consideraciones anteriores que el trabajo matemdtico se
reduce a deducir teoremas a partir de los axiomas de una teoria? Examinemos
esto un poco mds a fondo. Si el trabajo matemdtico se redujera a la pura deduc-
cion de teoremas a partir de unos axiomas dados, las matemdticas simplemente
no existirian. No existirian por la sencilla razon de que no habria axiomas de
donde deducir los tales teoremas. Los sistemas de axiomas tambien forman
parte de la creacion matemdtica. La manera cldsica de entender los axiomas
como “‘verdades evidentes en si mismas, que por lo tanto no necesitan demos-
tracion’’ estd completamente equivocada desde el punto de vista de la logica
moderna. Los axiomas no se descubren porque sean ‘‘evidentes en si mismos’’.
El aislar un sistema axiomdtico para la teoria de los nimeros reales requirio
siglos, y los esfuerzos de muchos hombres geniales, La grandeza de la obra de
Euclides depende tal vez mds del descubrimiento de sus postulados geométri -

cos, que de la deduccion de los teoremas .

Es un hecho, ademds, que el proceso bistorico del desarrollo de las mate-
mdticas sigue un camino contrario al que podriamos llamar proceso deductivo;
que se caracteriza por el método axiomdtico. No fue a partir de los axiomas del
dlgebra real o de la teoria de campos (cuerpos) que el hombre llegd a descubrir
las propiedades de los nimeros. Al contrario, se partic de unos nimeros muy
concretos, muy ligados a la intuicion sensible; y por medio de sucesivas abs-
tracciones se llegaron a descubrir las estructuras mds generales de las cuales

esos ‘‘ndmeros’’ eran una manifestacion concreta .

¢;Qu€ son las matemdticas entonces? ;La deduccion de teoremas a partir
de un conjunto de axiomas prefijados, o la labor de milenios que ha llevado a
abstraer y aislar como bdsicos esos axiomas? Ambas componentes son esencia
les al desarrollo matemdtico. El proceso deductivo de las matemdticas es como

un ir de los esquemas abstractos a resultados mds concretos; y el hallar estos



resultados, el descubrir los caminos para demostrar resultados o teoremas ya
intuidos como ciertos parece ser la labor a la que se da mds importancia dentro
de las matemdticas, En cambio, historicamente las matemdticas se han desarro-
llado al revés, a partir de entes intuitivamente muy concretos (aunque vaga-
mente definidos desde un punto de vista riguroso) a la abstraccién de sus

propiedades y relaciones.

Podemos preguntarnos ahora ;La comprension y el aprendizaje de las
matemdticas no siguen un camino similar al del desarrollo historico de las
matemdticas? Parece incuestionable que es asi: enm la comprensidn de las
matemdticas se comienza en intuicién y se termina en abstraccién. Los objetos
matemdticos, los nimeros reales por ejemplo, deben haber sido interpretados
inicialmente por la imaginacion como objetos tangibles, tal vez longitudes ge.-
métricas en el mundo fisico, antes de que tenga sentido una teoria abstracta de
los nimeros reales., Y los axiomas de una teoria, como el axioma sobre parale-
las de la Geometria de Euclides, sélo adquiere ‘‘sentido’’ cuando lo conside-
ramos como la expresion formalizada de ciertas exigencias intuitivas de nues-
tra sensibilidad. En pocas palabras, para la eficaz comprension matemdtica

la imaginacion necesita saber de qué estd hablando.

A primera vista, el método axiomdtico niega la posibilidad de saber de
que estd bhablando. Una teoria axiomdtica supone un universo de individuos, que
son algo asi como los actores de la teoria; pero estos individuos son completa-
mente indeterminados. La teoria o sus axiomas sélo habla de las relaciones
entre los individuos, de ciertas propiedades que deben poseer; pero estas no
determinan a esos objetos. La teoria no habla de qué son esos individuos.
Un ejemplo aclarard las anteriores afirmaciones que pueden parecer un poco
extranas. Los axiomas de una teoria son como las reglas del juego de ajedrez,
estas reglas establecen interrelaciones entre las piezas, regulan sus movimien-
tos, etc.; pero estas reglas mno dicen cémo deben ser las piezas. Tanto que se
podria jugar ajedrez con tapas de botella convenientemente identificadas, sin
que ello alterara en absoluto la esencia del juego, Un ‘‘caballo’, por ejemplo,

es un ‘‘individuo '’ de la teoria, que se define por sus posibilidades de movi-
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miento en el tablero y por sus posibilidades de ‘‘comer’’ o “‘ser comido® por
otras piezas; y no se define por su forma ni por el material de que estd hecho.
En principio pues, un ‘‘caballo’’ podria ser cualquier cosa. Lo mismo pasa con
una teoria axiomdtica, La teoria axiomdtica de los nimeros reales, que ya he -
mos traido como ejemplo, habla simplemente de las condiciones que debe cum-
plir cierto universo de individvos para que sus objetos merezcan ser llamados
nimeros reales. Es mds, la teoria no dice nada sobre si en realidad existen in-
dividuos con esas propiedades. Y en el caso de que existan ni siquiera asegura
que esos individuos sea dinicos; es decir, queda abierta la posibilidad de que

haya muchos sistemas de individuos con las propiedades especificadas por
los axiomas de las nimeros reales. Asi como hay muchos tableros y muchisimas
piezas, tan buenos los unos como los otros para jugar el ajedrez. De ser asi,
bablar de el conjunto de los nimeros reales en singular seria algo cuestionable,

pues no habria un universo al cual le conviniera el apelativo, sino muchos.

Es cierto que esta caracteristica del método axiomdtico, de dejar indeter-
minados los individuos, es probablemente la que ha dado a las matemdticas su
actual potencia, liberdndola de la sujecion al pensamiento intuitivo, que puede
llegar a ser un obstdculo a la creacion, y permitiéndole construir teorias como
las de las geometrias no euclidianas, las cuales parecen a primera vista impo-
sibles de realizarse en un universo de individuos. También es verdad que en
ciertas teorias como la de los nimeros reales, una vez que se desarrollan sus
teoremas principales y se comienzan a manipular las propiedades algebraicas y
de orden, pierde importancia el hecho de que los individuos estén indetermina-
dos; pues lo que importa son sus propiedades, sus relaciones, el desenvolvi-
miento interminable de la teoria, Después de mucho analizar y descubrir nue-
vas propiedades, se adquiere familiaridad con los fantasmales ‘‘individuos’’ de
la teoria; estos se cargan de sentido y se vuelve natural el llamarlos nogmeros
reales, aunque en realidad podrian ser mesas o sillas, como decia Hilbert de

los ‘““individuos’’ de su teoria axiomdtica de la geometria.

Sin embargo, existe el peligro de que un sistema axiomdtico de individuos

indeterminados se convierta en una especie de discurso vacio, sin contenido.



En otras palabras, no bastan los axiomas de los nimeros reales para comprender
claramente qué son los nidmeros reales; necesitamos identificar aquellos indi-
viduos de cuyas propiedades se habla con objetos determinados, es una necesi-

dad de la imaginacion.

Decia que a primera vista el método axiomdtico no tenia en cuenta esta
posibilidad de determinar los individuos de una teoria. Pero esto no es asi.
La |égica matemdtica tiene en cuenta este otro aspecto de las teorias axiomdti-
cas. Se le puede dar sentido, pues, dentro de la logica matemdtica, a la exigen-
cia de determinar los individuos sobre los cuales habla una teoria. En términos
logicos, el problema consiste en ‘‘interpretar’’ esa teoria, o en dar un modelo
para la teoria. Un modelo es un sistema de objetos y relaciones concretos que

satisfacen una teoria axiomdtica dada .

La interpretacion logica de las matemdticas no se reduce, pues, al hecho
de la deduccion, usando reglas de inferencia, sino que considera la construccion
de modelos para esas teorias. Veremos como el concepto de modelo tiene una
importancia mucho mds profunda que la de la simple satisfaccion imaginativa
(aunque no debe despreciarse en absoluto esta consecuencia sobre todo si se

estd interesado en los problemas de la comprension de las matematicas).

1 LA NOCION DE MODELO

Epn la enserianza elemental de las matemdticas se usan continuamente mo-
delos en el sentido general que acabamos de descubrir. Un ejemplo muy simple
seria el uso de los dedos de las manos como modelo para las propiedades ordi-
nales de los nidmeros naturales, Otro seria el uso de pedazos de tortas o fraccio-

nes de naranja para explicar el concepto de nimero racional.

Sin embargo, el modelo cldsico tanto para los nimeros racionales como

para los reales, sigue siendo el fisico-geométrico que los asocia con longitudes
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o con magnitudes fisicas en general, La efectividad de estos modelos se basa
en sus cualidades puramente sensibles; los individuos y las relaciones de la
teoria se han tomado del mundo empirico. Sabemos como los griegos dieron
prioridad al modelo geométrico; las propiedades de sus nimeros fueron intuidas
y demostradas muchas veces en el modelo geométrico. Sabemos también los
dolores de cabeza que este modelo les proporciono, cuando aparecieron los
niimeros irracionales; ndmeros que saltaban a la vista en la diagonal de un
cuadrado, por ejemplo; pero que no cumplian los requisitos tecoricos de ser

‘‘razon’’, proporcion.

Debemos anotar que este concepto de modelo para una teoria matemdtica
difiere completamente del concepto de modelo usado en ciencias como la Fisi-
ca. En Fisica se llama modelo a una teoria, generalmente expresable en térmi-
nos matemdticos, que explica los hechos de la realidad empirica, Desde un
punto de vista logico, los hechos empiricos serian el modelo para esa teoria;
y la teoria no seria modelo de nada. Se invierten completamente los términos,
Pongamos por caso la geometria cuatri-dimensional de la Relatividad. Desde
un punto de vista fisico, esta constituiria un modelo para los fendmenos del
mundo real. Logicamente, sin embargo, la geometria de cuatro dimensiones
seria una teoria matemdtica para la cual ciertos fendmenos espacio-temporales
podrian servir de modelo. En Iogica, no se puede hablar de modelo independien-

te de una teoria axiomdtica de la cual el modelo sea una interpretacion.

Aclarado esto, tratemos de precisar mds el concepto de modelo, Los
ejemplos anteriormente citados adolecen de una falla. Las naranjas, o los
dedos de la mano, o los puntos de una regla graduada pertenecen al mundo sen-
sible, no son objeios matematicos. Y aunque a un nivel elemental pueden con-
tribuir a la comprension de las teorias matemdticas, a un nivel mds avanzado
pueden convertirse en obstaculo; ya que la teoria se vuelve dependiente de la
intuicion sensible, haciendo que se tomen como hechos de la teoria hechos que
solo corresponden al modelo empirico (o viceversa), Los nimeros racionales
no son cascos de naranja y los nimeros reales no son puntos marcados en una

regla,
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¢;Como definir, pues, el concepto de modelo, de manera que sea un concep-
to verdaderamente matemdtico? ;Como evitar los modelos empiricos que suelen
llevar a confusiones filoséficas? Vamos a tratar de contestar esta pregunta,
El problema consiste en qué clase de objetos vamos a aceptar como ‘‘indivi-
duos’’, qué clase de relaciones y propiedades concretas vamos a utilizar como

interpretacion o modelo de las teorias axiomdticas. La respuesta es sencilla

Los modelos van a ser tomados de la Teoria de Conjuntos. Los individuos
van a ser objetos de la Teoria de Conjuntos. Las relaciones van a ser relacio-

nes de la Teoria de Conjuntos.

Esto que acabamos de decir es precisamente el sentido de la afirmacion
que se hace continuamente de que la Teoria de Conjuntos sirve de fundamento
a las matematicas. Ella es la fuente de los modelos para las teorias axiomdti-
cas, o por lo menos para las teorias que constituyen las disciplinas matemati-

cas corrientes. Proporciona los ‘‘objetos’’ matemdticos.
Un Ejemplo de la Geometria

Vamos a examinar dos de los axiomas de la Geometria Euclidiana; es de-

cir, hablaremos de una teoria mds general que la Euclidiana, Los axiomas son:

Al Por cada par de puntos pasa una y solo una recta.

A2 Por un punto exterior a una recta pasa una y solo una paralela a esa

recta.
La teoria estd constituida por :

(1) Un universo indeterminado de individuos llamados puntos y rectas

(es decir el universo estd dividido en dos clases).

(2) Unarelacion entre rectas y puntos llamada : pasar (una recta) por ( un

punto).

(3) Una relacion de ser exterior (un punto a una recta), que se puede con-

siderar como la negacion de la relacion pasar.
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(4) Una relacion entre rectas llamada: ser paralela (una recta) a (otra

recta) .

Si utilizamos las variables: x, y, etc., para designar los ‘‘puntos’, y las
variables : L, L’, etc. para referirnos a las ‘‘rectas’’, y si ademds bautizamos

las relaciones en la forma siguiente :

‘L pasapor x'’ se simboliza : L‘bo x
““L* espardlelaa L' se simboliza: L’ 8 L

podemos expresar los axiomas de una forma mucho mds concisa :

Al Si x #y, entonces existe unay sélo una L tal que Lx , y
LPy.
A2 Si Lf'x, entonces existe unay sélo una L" tal que L'ocx P!

L'SL.

La teoria ha quedado completamente axiomatizada. El significado inicial
de los individuos y de las relaciones ya no aparece. No era sino el significado
de uno de los modelos asociados a esta teoria: el plano geométrico; pero la teo-
ria en si no depende de esta interpretacion. En su forma pura, la teoria consta
de un par de axiomas sobre individuos y también sobre relaciones sin identidad,
sin determinacion. Las variables x, y, L, L' etc. estdn abora en libertad de ser

interpretadas de muchas maneras. Lo mismo podemos decir de las relaciones.

¢Cudl seria un modelo para esta teoria, tomado de la Teoria de Conjuntos?

Seria, por ejemplo, el que damos a continuacion :

Universo : Los puntos serdn a, b, ¢, d, cuatro elementos arbitrarios. Las
rectas serdn ciertos conjuntos con a, b, ¢, 6 d como elementos. En resumen,

el universo es el conjunto :
U=1{a b c dla bl,ia c},la d}, {b c}, {b d}, lc, d} }
Relaciones : Las relaciones se interpretan asi :

(1) fo quiere decir x € L
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20 L'S L quiere decir L' L = ¢

De esta manera, los dos axiomas de la teoria se convertirian en dos afirmacio-
nes completamente ciertas en el universo de individuos tomado. Por ejemplo

a # b, y existe uno y solo un ente del universo, el conjunto { a, b}, tal que
ac€la bl y be€la b}, esdecir:{a b} “pasa” pora ypor b, yes la
gnica ‘‘recta’’ del universo con esa propiedad. lgualmente para el resto de
parejas. Tenemos, por otra parte, que a no pertenece a la #'recta’ {b, c}y la

gnica “‘paralela’ a { b, c} que “*pasa’’ por a es {a,d},

La ‘‘Geometria’’ asi obtenida
se ilustra en el diagrama adjunto.
Cabe anotar que este modelo no es
dnico , pues el universo
U =1la,bla, b}}, con la misma in-

terpretacion para las relaciones,

satisface los axiomas de una manera

trivial .

Il MODELOS PARA LOS SISTEMAS NEMERICOS

A) Los nimeros naturales

A la pregunta ;Qué son los nimeros naturales?, se puede contestar con una
teoria axiomdtica como la constituida por los axiomas de Peano. No son, sin
embargo, estos axiomas la unica forma de hacer una teoria de los nidmeros natu-
rales. Se puede dar un conjunto de axiomas que insistan mds en las propiedades
algebraicas que en las de orden (como lo hacen los axiomas de Peano). Estos

axiomas se podrian resumir asi :

(1) Hay una operacion (adicion) que es commutativa, asociativa y posee

identidad, el 0, (+ ).
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(2) Hay otra operacion (multiplicacion) con las mismas caracteristicas, y

con un elemento identidad, el 1, (.)
(3) La multiplicacion es distributiva con respecto a la adicion .
(4) Si n # m, entonces n+l ¥ m+l.
(5) No existe k tal que k+1 = 0.
(6) El principio de induccion .

Se puede comprobar que estos axiomas son completamente equivalentes a los

de Peano, si se toma como sucesor de n, en el sentido de Peano, a n+l.

Pero estos axiomas, como cualesquiera otros, hablan de un universo inde-
terminado de individuos. No concretan el universo de los nimeros naturales.

Un modelo que vendria a llenar este vacio podria serel de Cantor :

Se define una relacion de ‘‘equipotencia’ entre conjuntos :
ArRB &> S f:A > B, tal que f es biyectiva

esta, en realidad es una relacion de equivalencia y por lo tanto engendra
clases de equivalencia. Los individuos que necesitamos para nuestra teoria van

a ser precisamente esas clases de equivalencia .

Un ndmero natural serd una clase de conjuntos todos equipotentes entre si;

es decir, un numero natural serd un ente de la forma :

[A] =1{S| S~ A} donde A es cualguier conjunto finito

Mas concretamente tenemos :
0={¢}; 1=[{0}1;2=[{0,1}1;3=[10,1,2}]; etc.

Queda, entonces el problema de interpretar las operaciones. Esto se hace

de la siguiente forma :
§i n=[A] y m=[B]
n+m=[A] + [B] = [AUB] (A y B deben tomarse disyuntos)

n.m=[A] . [B] = [AxB]
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Todos los axiomas pueden ser comprobados para estas dos operaciones. Aun-
que en este sistema axiomdtico el orden de los nimeros naturales se puede de-
finir a partir de la adicion, es interesante anotar que se puede interpretar

directamente la relacion de orden :

Sin=[A] y m=1[B], entonces n<m, (o lo que es lo mismo :
[ A1 [ B)) significa simplemente que existe una funcion inyectiva del con-

junto A en el conjunto B.

El valor de este modelo para comprender lo que es un nimero natural es
indiscutible, Cldsicamente, el nimero es aquello que tienen en comdin distin-
tas colecciones con la misma cantidad de elementos. Ese algo en comin se
revela en la relacion de equipotencia; y se viene a cristalizar en las clases de
equivalencia. El nimero se ha convertido abora en un objeto muy definido: la

clase de todos los conjuntos equipotentes a uno dado .

¢Es este un modelo verdaderamente sustentado en la Teoria de Conjuntos?
¢Son los individuos de este modelo conjuntos o elementos de un conjunto?
Parece que no hay porqué dudarlo. Pero realmente no es asi, La construccion
anterior se basa en la idea de ‘‘la clase de todos los conjuntos’’ y bien sabe-
mos que la clase de todos los conjuntos no es ella misma un conjunto. Pues
de serlo, llevaria a contradicciones con respecto a su cardinal. Lo mismo su-
cede con el concepto de la clase de todos los comjuntos equipotentes a uno
dado. Los individuos de este modelo no son objetos de la Teoria de Conjuntos.

Por eso falla, porque no cumple las exigencias dadas inicialmente, (1) .

¢Se podrd dar un modelo que cumpla los requisitos? ,que sea puramente
conjuntista? Un modelo tal seria el correspondiente al desarrollo riguroso de la
teoria de ordinales (Von Neumann) en el cual un ordinal es un conjunto de carac
teristicas muy precisas; y se define un cardinal como el minimo ordinal corres-
pondiente a un conjunto. Como a los conjuntos finitos corresponde un solo
ordinal, el cardinal y el ordinal se identifican. Los cardinales finitos sirven

de individuos para la teoria de los nidmeros naturales. Estos sonm :
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¢

0

1=1{0} = oUfo} = {¢}

2 =1{0,1} = 1U{1} =1{o¢,161}

3 =140 1,2 = 2012} = {gp.{e}, 111}

Esto quiere decir que los individuos se construyen por medio de la definicion
rocursiva 0 = ¢

*
sucesor(n) = n = nU {n}
Las operaciones deben definirse también de manera recursica :

m+0 = m m.0 = 0

* * L]
m+n = (n+n) m.am = m.n+n
La relacion de orden, en cambio, adquiere en este modelo un significado sor-
prendente :
n<m  significa n€m

El orden de los nimeros naturales se bha identificado con la relacion bdsica

de la Teoria de Conjuntos, la pertenencia .

Obsérvese que si consideramos el orden débil, este se convierte en inclusion:

ng m  significaque nCm

(1) Debe advertirse que ¢l modelo ‘‘cantoriano’’ de los ndmeros naturales pue-
de volverse vdlido si en lugar de trabajar con clases extraidas del universo de
““todos los comjuntos’’, las extraemos de un universo de conjuntos m&s restrin-

gido como el siguiente :
U= donde H=1{4,I1}, t1a}}, tHiglh ...}

Es decir, la relacion de equipotencias se define entre los subconjuntos finitos

de H. Las clases de equivalencia van a ser, esta vez, verdaderos conjuntos.

B) Suponiendo que ya tenemos un modelo para los numeros naturales, lo cual

nos da derecho a bablar del conjunto de los nimeros naturales, porque abhora si
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se trata de un coniunt» complet amente determinado y tinico; podemos pasar a

la cons truce ion de un modelo para la teoria de los ntimeros enteros |,

Es un hecho que la introduccion de los ntimero s entero s a niuel intuitivo
choca con [uerte s obstdculos, pues los mode los basados en contar objetos
[isicos o en medir magnitudes [is ic o-geometricas [allan cuando se quieren
aplic ar a los ntimeros enteros; En este sentido, tenian razdn los anti guos cuan-
do recb azaban lila exis tenci a* de los negatiuos: de la misma manera que el
es tudiante de matemdtic as element ales recbaz aba los negatiuo s porque "cos as
que son menos que nacla no pueden exis tir' ', La vieja idea de inte rpretar las
magnitudes negatiuas como dis tanc ias hacia atras en un sistema de referencia,
0 como deudas de dinero, no son 10 suficientemente conuinc ente s para la imag i-
nacion, Solo el trabajo algebrai co con la teoria de los entero s permite familia-

rizars e con ellos y aceptarlos |,

Pero las preguntas ,Existen los ruimeros entero s negatiuos? ,Que es un
nsimero negativo? no son preguntas carente s de sentido y que deban ser des-
preci adas, Ni son preguntas que por su cardcter aparentemente metafis ico no
deb an ser contes tadas por las matematicas. La pregunta tiene una respuesta
dentro de las matematicas, diferente del simple enunciado de los axiomas.
Si existen los enteros (y por 10 tanto los negativos). Hay un modelo que satis-
face los axiomas. Hay un conjunto (un verdadero conjunto) de objetos vy rela-

ciones que cumplen las propiedades exigidas para poder IllamaTse enteros.

Partiendo del modelo N que ya se tiene para los ntimeros naturales, for-
mamos el producto carte siano N x N ¢
Se define en N x N wuna relacion de equivalencia  asi
xX VR @z w<==> x+w = y+2z

Esta relacion de equivalencia determina una particion en clases de equivalen-

cia en el conjunto N x N .

Ahora si, procedemos a la definicion del modela
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