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INTRODUCCION.

Los primeros problemas de ecuaciones lineales y polindmicas se plantearon
a los geometras y matemdticos de los primeros tiempos como necesarios en la
comprension de otros temas de mayor interés para ellos, y aunque en la actuali -
dad, la teoria de ecuaciones tiene interés por si misma (T eoria de Galois) tam-

bién se hace necesaria en el estudio de otros tGpicos matemdticos .

Las soluciones de las ecuaciones cubica y cudrtica, surgieron de una com-
petencia entre los matemdticos italianos en el siglo XVIi. Parece que T artaglia
fue el primero en resolver problemas particulares de la ecuacion de tercer
grado pero el método mds general (presentado en esta exposicion) es debido
a Cardano. Sobre la originalidad de la solucion de la ecuacion cibica, surgic
una polémica entre Cardano y Tartaglia. La solucion de la ecuacion de cuarto
grado fue encontrada por primera vez por Ferrari, alumno de Cardano, intentando
descomponerla coma producto de dos de segundo grado. El método de Cardano vy
Tartaglia fue intensamente estudiado por Vieta, Hudde y otros quienes en el
proceso de estudio simplificaron la notacion apareciendo la nomenclatura alge-

braica .
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En esta época aparecieron otras soluciones, entre las cuales se destaca la

de Gregory, quien creyo resolver el problema de grado n.

Lagrange intentc entender lo que realmente ocurria y principalmente el pa-
pel oscuro que la resolvente desemperia en la solucion. (En la solucion de la
cudrtica, cualquiera que sea el método, siempre se reduce el problema a resol-
ver una ecuacion cibica, llamada resolvente) y con esto introduce la nocion de
grupo y se reconoce la importancia de las funciones simétricas en este estudio.
E] trabajo de Lagrange tiene gran influencia en el método moderno para resolver
la cudrtica. El estudio de las ecuaciones de grado superior se continda con
Abel y con Galois., Abel demuestra que la resolvente de una ecuacion general de
grado 3 5 tiene resolvente de grado mayor que la ecuacion dada'y también ob-
tiene una prueba de la imposibilidad de resolver la ecuacion general de quinto

grado.

Galois reduce el estudio de las ecuaciones al estudio de algunas propieda-
des particulares de grupos de permutaciones. El estudio de las ecuaciones des-
de el punto de vista de las permutaciones de las raices se deja para un estudio

posterior.
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I

n

Consideremos la siguiente ecuacion en x de grado n .
. n n-1 -
(-1 "+ apx™"+,,, +a, 1x+a, =0
Si tomamos x =y + a (procedimiento debido a Vieta) y reemplazamos en la
ecuacion (I-1) se obtiene :
(1-2) y" +na y”'1+' ¢ ‘+a”+a1 y”'1 +000va; a”'1+'“+an_1y+an_1a+an=0

Observemos pues, que el coeficiente de y”'l es nag+a; ypor lo tanto ,

; a

escogiendo q de manera que na+d; =0, osea q= .1 entonces la
n

ecuacion (I-2) se reduce a una de la forma

(’_3) yﬂ+b1 yﬂ'2+ v 4 bn-] =0

Es claro que, resolviendo la ecuacion (1-3) la ecuacion (I-1) queda re -

suelta .

Ecuacion cobica. (Método de Cardano- Hudde) .

3

Consideremos la ecuacion x’ + ax +6 =0 (Il-1)

Supongamos zy v incognitas tales que x = z + v de manera que
x3-3zux - (z3+113) =0

Comparando con (ll-1) podemos suponer

P

= -6
3zv = - a
0 sea
23+u3 = - 6
3
53213 =. @
27

Entonces, 23 . 13 son las soluciones de la ecuacion

3
)\2 . & =9
+ 6A 2

y asi podemos escribir
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3 _
2= 36+ 2+ By

(-2)
B =162 T 300
2 6%/4 + a3/ 27

De 1as ecuaciones (I1-2), podemos calcular los valores de z, v y por tan-
to los valords de x. Sinembargo, hay tres valores posibles para z vy tam-
bién para v y como x = z+v entonces existirian seis valores posibles pa-
ra x; pero, la ecuacion de tercer grado tiene tres raices, es decir, deben e -

xistir a lo mds tres valords diferentes de x.

La indeterminacion se elimina de la siguiente manera :
LS
2
zy, vy mnidmeros complejos tales que

B=-t6+ Jo¥ v Py

v =-s6- Vv Py

Sean @ =- 3+ i una raiz cdbica de la unidad (o> = 1) y

321 vy=-a
Los posibles valores de z son 21, wZg, w2 z 0y los de v son vy
w?], wzvl y de estos, los valores de z, v tales que 3zv =-a son
21V wZp, w2 vy w2 z;, 0v] de manera que las raices de la ecuacion
(I11-1) son
xp=&p+vy
xy= w2+ oty
X2 =@z v
37w Z1tw?]
1) Ecuacion de cuarto grado .

Hiplrgxer=0 (1 -1)

A .- Método de Ferrari .
De (Ill-1) se sigue que

x4+px2 =-gx-r (11 -2)
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2

y tomando una incégnita q , sumando la expresion p/ +pa+ a2
4

2

+2aqx° aam-

bos lados de la ecuacion (Il -2) obtenemos

) 2
(x2+%1, a)? =- qX-r+% +pa+al+2ax?

o sed

2
(x2 +.2E+a)2 =2qx2-gxi(+pa+ P/4'- r) (HI-3)
Considerando el segundo miembro de la ecuacion (lll-3) como polinomio de
segundo grado en x, su discriminante seria
2 2 P2 .
q°-8af(a +Pa+/4-r) (111 - 4)

Escogiendo o de manera que la expresion (lil- 4) sea 0 entonces podemos

encontrar M,N tales que

(x2+}+a)2=(Mx+N)2 (11-5)
2
La expresion (Il11-4) puede escribirse de la manera siguiente

P-2a(p?-41)-8a>-8pa® = 0
y tomando f8 = - q

obtenemos
B -2pp2+ (pP-dnBrq =0 (i - 6)
Resolviendo la ecuacion (IlI-6) (ecuacion resolvente) podemos encontrar X

en la ecuacion (Ill-5) y portanto la ecuacion (Ill-1)
Obsérvese que la ecuacion (lil-5) se puede escribir en la siguiente forma :
(M-7) 0 = (2 + é’ +ta+ Mx+N) (22 + é’ +asMxaN

y entonces el valor de x se obtiene de una cualquiera de las siguientes ecua -
ciones :

x2+% +aMx+N=0
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x2+—22+a -Mx-N =0

En realidad, estemétodo no es completo pues la ecuacion (Ill-6) da tres
valores para q. Yy entonces las ecuaciones (II1-8) serian en total seis ecua

ciones y cada una de ellas tiene dos para x ; se tendrian asi doce valores

de x, entre los cuales hay que escoger las soluciones de (lll-1).
B . Método moderno .

a) Supongamos que X1, %9, %3, X4 son las soluciones dela ecuacion (11I-1)

entonces
(x-x7) (x-x,) (x - x3) (x-x,) = Hipxligxer (11-9)

b) Si Oy =X +X)+ X3+ Xy , 0T X X+ X X3+ Xp Xg+ Xp X3+ Xy x4 +

+ X3 X, 03T Xp Xy X34+ X X)Xy Xy X3 X+ X)Xz Xy

o4 = % Xy X3 %4 entonces la ecuacion (Il1-9) se puede escribir
x4'01x3+02"2'03 x+oy =x4+px2+qx+r
0;=0 ,0p=0 s03=-q, og=r  (ll-10)

c) Supongamos que 71y = (x;+ xp) (x3 + x4) , T = (x1+x3) (x3+x4)

73 = (x1 + x4) (x2 i x;) . Se pueden somprobar las siguientes relacio-

nes

o~
—~
|

=rp+T2+73 = 20y

Nl
]

P r172+71r3+rzr3=022+0103 - 4oy

o~
1]

= 2 Y4
3 7'172T3—0'10203'01 o4 03
Evidentemente 1y ,175,73 Son las soluciones de la ecuacion

(r-1p)(ro1p) (r-19) =12 -byrPebyr-by =0

56



Usando las relaciones (Il -10) se concluye que bI =2p, b2 = p2 -4r,

b3 Ew q2 y entonces 1;,7,, 73 son las soluciones de la ecuacion

T3-2p72+(p2-4r)'r+q2 =0

(Comparese con la ecuacion (Ill-6) )

d) Supongamos pues que rps Ty T3 SOm las soluciones de la ecuacion
(ll-6). De las relaciones (xl + %)) + (x3 + x4) =0y (x;+x5) (x3 +x4)

=77, se sigue que X 4+ x,, X3+ X4 son las raicesde la ecuacion

2

x< + rf = 0 1y entonces podemos escribir
X +xy= \/'-_}'1'
X3+ xg=- V-1

Con un razonamiento como el anterior obtenemos las otras ecuaciones del

sistema lineal

X+ %)+ 0x3+0x, = V- Tg
0xy + 0x) + X3 + x4 =-\T77
X+ 0-*2 +Xg + 0 X4 = . \’/'TZ
0x; + %)+ 0x3+ x4 =-y-7,
x;+0x)+ 0x3+xy = \»’.“73
Ox1+x2+x3+0x4 =-\/:_3

cuya matriz es de rango mdximo y por tanto su solucion es inica :
x1 = (\/:—7.1.1‘- V/:—Tzﬁ-\/‘_fj)/ 2
Xy = (VT VT2 VT3 /2
x3=(- VT +\Taer3) /2

xg =(-\VT VT2V /2
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1V )Método de Gregory .

Reemplazando x = u+v en la ecuacion P px+ g =0 obtenemos

u3+v3+3uu(u+ v)+p(u+v)+q=0 odeotramanera

y3+(3u)v2+(3u2+p)v+(u3+pu+q)=0 (1v-1)

Multiplicando la ecuacion (IV-1) por una expresion del tipo Brav? sbo

+ ¢ obtenemos una ecuacion de la forma

1v-2) v6+a1u5+a2 v4+a3v3 +ay ”2+a5”+a6 =0
donde
a; = (a+3u)
a, = 3u2+3au+b+p
az = u3+3au2+(3b+p)u+pa+q+C'
ag = aud +3b4° +(Bc+pa)urqa+ pb
as = bu3+3cu2+pbu+qb+pc
ag = cu3+pcu+qc
Escogiendo a,b,c,u de manera que a; =ay =ay = Oag =0, laecua -

cidn (IV-2) se convierte en una de la forma
P B=0
cuya solucion es inmediata .

El anterior método es aplicable al caso de grado 4 con un p ao de mds difi-
cultad, Gregory murié convencido de que su método era aplicable a la resolu-

cion de la ecuacion de grado arbitrario n .
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