
LA INDucelON MATEMATICA

Diego PAREJA HEREDIA

A finales del s igl o pas ado y comien zo s del pre sente la matem dti ca atra-

ue zd par una etapa de mar cada axiom ati z acion, tendien te a hacer de ella un

sistema mejor estructurado, de bases [irme s y ldgic amente .coberente s,

Cantor en sus trab ajos sabre cardinaiidad descubrid los nsimero s trans flni-

tos y mos trd la diferencia entre el cardinal de los naturales y el cardinal de

los re ale s,

Cantor /ue .de los primeros matem dticos en tamar conc iencia del e xtraordi-

nario papel que [ug aban los conjunto s en la matemd tic a; el procure cre ar alre-

dedor de los conjuntos una te oria 10 suficientemen te [irme ,

Par su parte, Zerm elo dio los primeros axiom as para los conjuntos can el

propos ito de conuertir la teoria de c onjuntos en un sistema deductiuo, Estos

axiom as, la may oria estudiados en teoria elemental de conjuntos son :

1) Dos conjuntos que tienen los mismos e lem entos son identicos ,

2) Hay un con junto que no tiene ningtin elemento , es el con [unto uacios si exis-
t

.te un objeto, existe un conjunto (a) cuyo dnico elemento es este objetoi si

exis ten dos objetos a y b existe un con junto (a.b ) cuyos tinicos elementos

son estos dos objeto s,

3) La reunion de todos los elementos de un conjunto M que s atis fa cen una

con dicion X. lorman un subconjunto de M (una untermenge de M).

4) A cada conjunto T corre spon de otro conjunto PT /ormado par todos los

subconjuntos de T.
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5) Cons ideremos un conjunto T cuyos elementos tamb ien son conjuntos; exis-

te un con junto ST cuyos elementos son los elementos de los e lementosde

T, s i por ejemplo T tiene tres elementos de A,B,C, que son a su ue z con-

juntos, si A tiene dos elementos a y a', B dos elementos b y b", C dos

elementos eye' ST tendrd sei s elementos; a.a', b,b' ; c, c' •

6) Si se tiene un con junto no vacio T, cuyoselementos son con juntos no ua-

cios, se puede elegit un elemento de cada uno de es tos conjunto s y la reu-

nion de estos elementos asi e le gi dos forma un subconjunto de ST.

7) Existe por 10 menos un conjunto in[init o, Aunque Zermel o no dio una defini-

cion de conjunto, ya que admitio que la idea de conjunto puede con s id erars e

como ente primitiuo, cons idero que si se tiene un dominio (Bereich) de ob-

[e tos, cuale squiera, puede suceder que entre dos de esos objetos X y Y

bay a unarelacion X C Y; diremo s en tal cas o que X e s un e lement o de Y,

y que Y es un con junto (una menge),

Cantor dio .la ci guien te definicion: Un con junto es la reunion de objetos

di s tin tos cual es quiera, c ons iderados como partes de un todo,

La anterior definicion [ue recb azada par Zarmelo porque presentia que

ence"aba una contradiccion.

En 10 referente a conjuntos numiricos Giusepe Peano fue el primero en

construir una axiomatica para los numeros naturales. Partiendo de cera, nume-

ros naturales y sucesivo, como conceptos primitivos y tomando cinco axiomas

dedujo toda la teoria de los naturales.

Los axiom as de Peano son

1) Cero es un numero natural.

2) El sucesivo de un ntimero natural es un ntimero natural.

3) Dos ntimeros naturales diferentes no tienen nunca el mismo sucesivo.

4) Cero no es el sucesi,vo de ningrin ntimero natural.

5) Toda propiedad que pertenezca a cero y al sucesivo de un ntimero que ten-

ga esa misma pr. piedad, pertenece a todos los ntimeros naturales.

E ste ultimo postulado encierra en si una tras,cendental opera ciOn logica :

la induccion matematica, y dio origen a una de las formas mas prodigas de
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demo stracidn, el me todo de demos tracion por in duccion, gran berramienta para

el desarrollo de l a m atem dtic a ,

Este metoda de demos tracion c ons is te en 10 siguiente

Sea pen) una propos icidn que enuue lue a un ente ro n, se concluye que

esta proposicion es udlida para todo n ~ n1 si se pue den verificar los s iguien-

pasos

i) P(n1) es uerdadero •

ii) Sea k un entero fijo > n 1 • Supuesto P(k) uerdadero se infiere la ueracidad

deP(k+1}.

La proposicion P(k) se llama hipotesis de indue cion, Para ilu strar este

metoda de demo strac idn cons ideremos e l siguiente ejemplo : (3)

Note que :
1 • 1/2 = 1/2

(1 • 1/2) (1. 1/3) = 1/3

(1. 1/2) (1 - 1/3) (1 • 1/4) = 1/4

Se puede es table cer una ley general que rija estos producto s: se ob serua

que los resultados de c ada producto son [raccione s de numerador 1 y e l denomi-

nador es el mismo que aparece en el ultimo factor, se sos pe cba pue s, que l a

proposiciom ge,ral gten drd la siguiente forma

pen) : (1 • 1/2) (1 - 1/3) (1. 114) ••• (1. l/n) = 1
n

Se trata de demostrar que esta proposicidn es udlida para todo n natural.

En nuestro c as o pen) tiene significado para n ~ 2 de aqui que podremos

esc;oger como n1 al numero 2. quedando : P(2)

1 - t = t la cual es obviamente verdadera

Sea k ~ 2, nuestra hipotesis de induccion es P(k)

(1 - 1/2) ( 1 - 1/3) ..• (1. l/k) =......L.
k

la cual la asumimos verdadera para concluir que P(k + 1} es tam bien verdade-

ra.

La mecanica de la demostracion se centra en la implicacion de P(k + 1} a
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partir de P(k). 10 cual puede bacer se por m edios algebraicos. En nuestro ej em-

plo multiplicaremos el enunci ado por el termin o que suponemos sera el s iguiente

de (l - l/k) esto es 1 - ...1.- para obt ener :
k+1

(l - 1/2) (l • 1/3) ••• (1 - l/k) (1 • ...L )
k + 1

De aqui que

1 (1- ._1_, ) k + 1 - 1
k k + 1 k (k + 1)

1
(l - 1 (1 -.2.. ) 1(1 - -)

k+l2 3 k+l

que es e fe ctiuamente P(k -t- 1) • La demo s trac ion ha c onc luido y e s tamo s con la

certeza que l a proposi cion pen) es odlida para todo n). 2 •

La importancia de este metodo es trib a pre cis amente en conuertir conje turas

en propos iciones uerdader as udlidas para c ada n > n1 .

l lustremos con otro ejemplo un poco mas dijicil, Ob s erues e que

1 1 = 0 + 1
2+ 3+ 4 4 = 1 + 8

5+ 6+ 7+ 8+ 9 + 9 = 8 + 27
10+11+12+13+14+15+16 + 16 = 27+64

'Trat e de enc ontr ar una re gla para e s tas propos icione s y pruebela por in due- •

cion.
A la derecha de las igualdades no se ne c e s ita :Zucho e sfuerzo para int uir

que sus terminos son cubos de dos numeros s uce siuos .

Se ten drd :
n3 + (n + 1)3 , n > 0

En la i zquierda se bace mas dijicil en con trar una ley general.

Voluamo s a es cribir el enunc iado con algun c ambio de e s critura :
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12(1+ 1)+3+ 2')
(2+3)+ 6+ 7+ 8+ 3~

(5+5)+11+12+13+14+15+42 =
(10i7)+18+19+20+21+22+23+24+S2 =

03+13
13+23
23+33

33+43
43+53

p(O)
p (1)
P(2)
P(3)
P(4)

Escrito en es ta forma el problema se torn a ace quible, En primer lugar, nota-

mos que los t erminos finales de las sumas de la iz quierd a son cuadrados cu>

ya base es la mi sma que la del segundo sum ando a la der ecba, Ademds el segun-

do sumando de cada c ant idad entre p arente sis es un ntimero impar, esto es :

I, 3, 5, 7: y el primer sum ando de la izquierda entre p arente sis es ex act amente

igual al re sul tado del parent e sis de la fila inme diatamente anterior, tambien se

ob s erua que el primer s umando (total) de la iz quierda es igual al ultimo de la

fila anterior de la izguierda mas uno. De aqui obtenemos la ley general.

pen) = (n2+1) + (n2+2)+ ••• + [(n+ ly2-1] + (n+ll = n3+(n+1)3

Se ve que prO) es uerdadera. Tratamos de p asar de P(k) a P(k + 1) •

Podemos obs eruar que cuando se pasa de una fila a la siguiente aumen tan

dos suman dos y ya vi mos antes que una fila se obtiene sumando a la anterior

un nsimero imp ar, y los dos term ino s finales son un cuadrado y un cuadrado me-

nos 1. Para nuestro cas o,

P(k) : (k2 + 1) + (k2 + 2) + ••• + [(k + 1/ - 1] + (k+ 1/ = k3 + (k + 1)3 •

Si adiciomamos a cada termino de P(k), 2k+ 1 Y al resultado

[(k + 2)2 - 1] + (k + 2)2 se obtiene : [(k +1)2 + 1] + [(k+1/ + 2])+ ... +

[ (k + 1)2 + 2k + 1] + [( k+2)2 - 1] + (k +2)2 = (k+ 1)3 + (k+2)3 y de esto ulti-

mo se tiene que : P(k + 1) es uerdadera .

En los dos ejemplos vistos hemos intuido una conjetura, utilizando el meto-

do de demostracion por induccion la hemos transform ado en una proposicion ver-
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dadera, Estos ejemplos son sufic ien te s para mos trar como se aplica este m etodo

de demo stracion ,

En una ocas idn Euler afirmii : "nosotros hemos uisto casos en que la m era

indue cion conduce a error", y en ejecto Fermat cons idero la se cuenc ia, 5.17.
n

2 57. 65537. cuyo termino general fen) = 22 + 1 , Y ob serud que /(1)./(2).

/0). /(4) son primos y conj eturo que los siguientes tambien 10 s erian, Se sintio

tan s eguro de s u c onjet ura que invito a John Wallis para que tratara de demos tr ar

10 contrario, No obstante" Euler de s cubrio que /(5) = 232 + 1 no es primo, pues

es divisible entre 641. Una prueba simple de este hecho se debe a G'. T.

Bennett y procede asi :

/(5) = 22
5

+ 1 = 232 + 1 = (2.27)4 + 1

Sea: 27 = a. 5 '" b entonce s

24 '" 1 + 3b • O. 24 = 1 + b( a • b3)

(1 + ab) [ a4 + (1 - ab) (1 + a2 b2 ) ]

/(5) = (2a)4 + I, tambien

yasi f(5)=(1+ab.b4)a4+1

10 cual implic a que 1 + ab = 641 divide a /(5).

Este ejemplo mue s tra que algun as propo sic ione s ualen para algunos ntime-

ros pero [allan para otros,

A propos ito de los mimeros de Fermat, aun que no todos son primos. George

Polya logro demos trar que dos diferente s nsimeros de Fermat son primos rel atiuos,

y en base a e st o ballo una e le g ante forma de demos trar la infinitud de los primos.

Como hemos visto a traues de estos ejemplos la indue cion ba ay udado a

/ormular verdades generales y a intuir re glas y proce sos de ualios a uti lidad,

Aunque l a induccion no siempre conduce a verdades. sin embargo pOT 10 que tie-

ne de util como medio de generalizacion debe ser tenido en cuenta y /omentar su

estudio a nivel de bachillerato. 10 cual dara magnificos resultados dado que la

induccion despierta en el estudiante una actitud de observacion y un alto grado

de generalizacion •

•
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