LA INDUCCION MATEMATICA

Diego PAREJA HEREDIA

A finales del siglo pasado y comienzos del presente la matematica atra-
vezd por una etapa de marcada axiomatizacion, tendiente a hacer de ella un

sistema mejor estructurado, de bases firmes y logicamente coberentes.

Cantor en sus trabajos sobre cardinalidad descubric los nidmeros trans fini-

tos y mostrd la diferencia entre el cardinal de los naturales y el cardinal de

los reales.

Cantor fue .delos primeros matemdticos en tomar conciencia del extraordi-
nario papel que jugaban los conjuntos en la matemdtica; ¢l procurd crear alre-

dedor de los conjuntos una teoria lo suficientemente firme.,

Por su parte, Zermelo dio los primeros axiomas para los conjuntos con el
proposito de convertir la teoria de conjunios en un sistema deductivo, Estos

axiomas, la mayoria estudiados en teoria elemental de conjuntos son :

1) Dos conjuntos que tienen los mismos elemenios son idénticos.

2) Hay un conjunto que no tiene ningun elemento, es el conjunto Uacio;si exis-
te un objeto, existe un conjunto (a) cuyo dnico elemento es este objeto/" si
existen dos objetos a y b existe un conjunto (a,b) cuyos inicos elementos
son estos dos objetos.

3) La reunion de todos los elementos de un conjunto M que satisfacen una

condicion X, forman un subconjunto de M (una untermenge de M) .

4) A cada cozjunto T corresponde otro conjunto PT formado por todos los

subconjuntos de T .
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5)

6)

7)

Consideremos un conjunto T cuyos elementos también son conjuntos; exis-
te un conjunto ST cuyos elementos son los elementos de los elementos de
T, si por ejemplo T tiene tres elementos de A,B,C, que son a su vez con-
juntos, si A tiene dos elementos a y a', B dos elementos b y b’, C dos

elementos ¢ y ¢’ ST tendrd seis elementos; a,a’; b,b’ ; c,c’ .

Si se tiene un conjunto no vacio T, cuyos elementos son conjuntos no va-
cios, se puede elegir un elemento de cada uno de estos conjuntos y la reu-

nion de estos elementos asi elegidos forma un subconjunto de ST .

Existe por lo menos un conjunto infinito., Aunque Zermelo no dio una de fini-
cion de conjunto, ya que admitic que la idea de conjunto puede considerarse
como ente primitivo, considerd que si se tiene un dominio (Bereich) de ob-
jetos, cualesquiera, puede suceder que entre dos de esos objetos X y Y
haya und relacion X C Y; diremos en tal caso que X es un elementode Y,

y que Y es un conjunto (una menge).

Cantor dic .la siguiente definicion: Un conjunto es la reunion de objetos

distintos cualesquiera, considerados como partes de un todo.

La anterior definicion fue rechazada por Zarmelo porque presentia que

encerraba una contradiccion.

En lo referente a conjuntos numéricos Giusepe Peano fue el primero en

cons truir una axiomdtica para los nimeros naturales. Partiendo de cero, nime-

ros naturales y sucesivo, como conceptos primitivos y tomando cinco axiomas

dedujo toda la teoria de los naturales,

1)
2)
3)
4)
5)

la

Los axiomas de Peano son :

Cero es un numero natural.

El sucesivo de un nimero natural es un nimero natural.

Dos nimeros naturales diferentes no tienen nunca el mismo sucesivo,

Cero no es el sucesivo de ningdn nimero natural .

Toda propiedad que pertenezca a cero y al sucesivo de un nimero que ten-

ga esa misma propiedad, pertenece a todos los nimeros naturales.

Este gltimo postulado encierra en si una trascendental operacion logica :

induccion matemdtica, y dio origen a una de las formas mds prodigas de



demostracion, el método de demostracion por induccion, gran herramienta para

el desarrollo de la matemadtica.

Este método de demostracion consiste en lo siguiente

Sea P(n) una proposicion que envuelve a un entero n, se concluye que
esta proposicion es vdlida para todo n 3 n; si sepueden verificar los siguien-

pasos

i) P("I) es verdadero .
ii) Sea k un entero fijo > n; . Supuesto P(k) verdadero se infiere la veracidad
de P(k+1).

La proposicion P(k) se llama hipctesis de induccion. Para ilustrar este
método de demostracion consideremos el siguiente ejemplo : (3)
Note que :
1-1/2 = 1/2
(1-1/2) (1:+d/3) = 1/3
(1-1/2)(1-1/3)(1-1/4) = 1/4

Se puede establecer una ley gemeral que rija estos productos; se observa
que los resultados de cada producto son fracciones de numerador 1 y el denomi-
nador es el mismo que aparece en el #ltimo factor, se sospecha pues, quela
proposicion gen‘ral gtendrd la siguiente forma :

P(n): (1-1/2)(1-1/3) (1-1/4)...(1-1/n) = L
n

Se trata de demostrar que esta proposicion es vdlida para todo n natural.

En nuestro caso P(n) tiene significado para n 3 2 de aqui que podremos

escoger como n; al nimero 2, quedando : P(2) :

1-%=% lacuaal es obviamente verdadera
Sea k3 2, nuestra hipotesis de induccion es P(k) :

(1-1/2)(1-1/3)... (1-1/k) =+

la cual la asumimos verdadera para concluir que P(k + 1) es también verdade-

ra .

La mecdnica de la demostracion se centra en la implicacion de P(k + 1) a
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partir de P(k), lo cual puede hacerse por medios algebraicos, En nuestro ejem-
plo multiplicaremos el enunciado por el término que suponemos serd el siguiente

de (1-1/k) estoes 1-. 1 para obtener :
k+ 1

(1-1/2)(1-1/3)...(1-1/k)(1-=L_ ) =

k+1
1y o de g [y e
k+1 k(k+1)

De aqui que :
(Grsis ) (T oid § o pollnde Joiinbe
2 3 k+1 +

-l

que es efectivamente P(k + 1) . La demostracion ha concluido y estamos con la

certeza que la proposicion P(n) es vdlida para todo n 3 2.

La importancia de este método estriba precisamente en convertir conjeturas

en proposiciones verdaderas vdlidas para cada n 3 n;

Ilustremos con otro ejemplo un poco mads dificil, Observese que :
1 i1 = 0+ 1
2+ 3+ 4 4 = 1+ 8
5+.6+ .7+ 8+ 9. + 9 = 8 + 27
10+11+12+13+14+15+16 + 16 = 27+64

Trate de encontrar una regla para estas proposiciones y pruébela por induc-

-

cion .
A la derecha de las igualdades no se necesita mucho esfuerzo para intuir

que sus términos son cubos de dos nimeros sucesivos .

03 + 3 ’ e 23 ;234 33 ; etc., en general
Se tendrd :
n3+(n+1)3 , n>0

En la izquierda se hace mds dificil encontrar una ley general.

Volvamos a escribir el enunciado con algin cambio de escritura
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1 03+13 : p(0)

(1+ 1)+3+ 2° = 1§+2§ ¢ P01
(2+3)+ 6+ 7+ &8+ ; = 23+33 : P(2)
( 5+5)+11+12+13+14+15+4° = 37+47 : P(3)

(1047)+18+10+20421+22+23+24+52 = 43453 ; p(4)

Escrito en esta forma el problema se torna acequible. En primer lugar, nota-
mos que los términos finales de las sumas de la izquierda son cuadrados cu-
ya base es la misma que la del segundo sumando a la derecha, Ademds el segun-
do sumando de cada cantidad entre paréntesis es un nimero impar, esto es
1, 3, 5, 7; y el primer sumando de la izquierda entre paréntesis es exactamente
igual al resultado del paréntesis de la fila inmediatamente anterior, también se
observa que el primer sumando (total) de la izquierda es igual al dltimo de la

fila anterior de la izguierda mds uno. De aqui obtenemos la ley general.
P(n) = (n%+ 1) + n%+2)+ ... + [(n+ 12-11+ (n+1)? = B r(ns1)3
Se ve que P(0) es verdadera. Tratamos de pasar de P(k)a P(k + 1).

Podemos observar que cuando se pasa de una fila a la siguiente aumentan
dos sumandos y ya vimos antes que una fila se obtiene sumando a la anterior
un  numero impar, y los dos términos finales son un cuadrado y un cuadrado me -

nos 1. Para nuestro caso,

PR): k2 + 1) + (B2 + 2+ +[(k+ 1?11+ (R+1P2=k3+ (k+1)3.
§i adiciomamos a cada término de F(k), 2k+ 1 y al resultado
[ (R + 2)2. 1] + (k + 2)2 se obtiene : [(k+1)2+ 1] + [(k+1)2+ 2Dl g

[ (R+ 1)2 4 2k + 11+ (k+2)2- 1] + (R +2)2 = (k+1)3 e (k+2)3 y de esto dlti-

mo se tiene que : P(k + 1) es verdadera .

En los dos ejemplos vistos hemos intuido una conjetura, utilizando el méto-

do de demostracion por induccion la hemos transformado en una proposicion ver-
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dadera. Estos ejemplos son suficientes para mostrar cémo se aplica este método

de demostracion.

En una ocasion Euler afirmd : ‘‘nosotros hemos visto casos en que la mera
induccion conduce a error’’, y en efecto Fermat considerd la secuencia, 5,17,
2 57, 65537, cuyo término general f(n) = 22" + 1, y observé que f(1),/(2),
f(3), f(4) son primos y conjeturc que los siguientes también lo serian, Se sintic
tan seguro de su conjetura que invitc a John Wallis para que tratara de demostrar
lo contrario. No obstante Euler descubric que f(5) = 232 .1 noes primo, pues
es divisible entre 641. Una prueba simple de este hecho se debe a G’. T .

Bennett y procede asi :
5
f5)=22 +1=282,1=02.2)% + 1
Sea : 27 =a,5=b entonces [(5) = (2a)* + 1, también
% =14+3b,6,2%=1+ba-5) y asi [5)=(l+ab-b%)ati1 =
(1+ab)[ a* 4 (1-ab)(1+a?b?)]
lo cual implica que 1+ ab = 641 divide a [(5).

Este ejemplo muestra que algunas proposiciones valen para algunos nime-

ros pero fallan para otros.

A propdsito de los nimeros de Fermat, aunque no todos son primos, George
q
Polya logré demostrar que dos diferentes nimeros de Fermat son primos relativos,

y en base a esto halld una elegante forma de demostrar la infinitud de los primos.

Como hemos visto a través de estos ejemplos la induccion ha ayudado a
formular verdades generales y a intuir reglas y procesos de valiosa utilidad,
Aunque la induccion no siempre conduce a verdades, sin embargo por lo que tie-
ne de 4til como medio de generalizacion debe ser tenido en cuenta y fomentar su
estudio a nivel de bachillerato, lo cual dara magnificos resultados dado que la
induccion despierta en el estudiante una actitud de observacion y un alto grado

de generalizacion .
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