INTRODUCCION A LA GEOMETRIA AFIN

Roger Guyot

Con la enserianza de la geometria al nivel medio aparece un problema muy
delicado. Con mucha frecuencia, el método utilizado es muy oonfuso, porque
los sistemas de axiomas se inspiran de la geometria tradicional de Euclides,
sin tener en cuenta la evolucion de la matemdtica en este dominio. En conse-
cuencia esta confusion contrasta con el rigor de las estructuras algebraicas y

uno puede preguntarse sobre el poder formativo de tal enseranza.

Por eso, parece que se debe cambiar totalmente el método. Un metodo
que parece satisfactorio es el que consiste en introducir la geometria a partir
de las nociones fundamentales del dlgebra que habrin sido presentadas ante-
riormente. No es dificil llegar al concepto de espacio vectorial, utilizando las
nociones intuitivas de la geometria de la recta, del plano o del espacio. En
observar que una estructura semejante se encuenira en varios ejemplos en
dlgebra aparece la necesidad de definir axiomdticamente la estructura de

espacio vectorial.

Recordemos aqui la definicion de un espacio vectorial sobre el campo de

los numeros reales.

Definicién 1. Un conjunto V de elementos u, v, ..., llamados vectores es

un R- espacio vectorial si :

1) En V estd definida una ley de composicion interna llamada adicién,

por la cual V es un grupo conmutativo.
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2) En V estd definida una ley de composicion externa (o sea una apli-
cacion de RxV 5 V) que cumpla las propiedades siguientes :
Wma(B+0)=au+av a€R, u,veV
b=(a+P)u =au +Bu aBER, uc V
c)d(Bu)=(aB)a a,BER, ueV
d)-1u=u ueV
Antes de definir las nociones generales de subespacios vectorial y de base
parece preferible comenzar por un estudio de los espacios vectoriales de dj.
mension 1, 2 y 3, los cuales sirven en el estudio de la geometria. Después.
no hay dificultad en generalizar los resultados encontrados, a los espacios

vectoriales de dimension n .
Consideremos ahora, por ejemplo, el espacio vectorial asociado al con-
junto de los puntos de un plano. Tenemos las dos propiedades fundamentales

siguientes

- - -

1) Si A,B,C son tres puntos y AB, BC, AC los vectores asociados a

- -
estos puntos, entonces AB 1 BC = AC

2) Si 0 es cualquier punto del plano, todo vector tieme un representante
de origen 0, y reciprocamente, todo vector ligado de origen 0 es unrepresen-
tante de un vector del plano.

Entonces, dado un espacio vectorial V, la idea es construir un conjunto,
llamado espacio afin asociado a V que cumpla las dos propiedades anteriores.
Mds precisamente :

Definicién 2. Dado un espacio vectorial V, un coniuntog de elementos
A,B,C, ..., llamados puntos, tiene una estructura de espacio afin asociado a
V si existe una aplicacion ¢ : F x? >V que tenga las propiedades si -
guientes :

1) $(A,B)+o (B,C)=¢(A,C) VA,B,C{ ? )

2) Para todo punto 0 perteneciente a ? » larestriccion ¢, de ¢ a
{0} x g es una biyeccion des)or){;sobre V.

El espacio vectorial V se llama direccién de E y; es un espacio
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afin de direccion V

>
Observacion. Si notamos AB al vector v imagen del elemento (A,B)

por la aplicacion ¢, entonces podemos traducir los axiomas anteriores asi:

') AB + BC = AC VA,B,CE ?

>

2’) VOE§ fijo,v;EV.BAGF dnico tal que 0A = v
Ejemplos fundamentales .

1) Sea V un R-espacio vectorial de dimension 1. Un espacio afin ; 1
de direccion V; se llama recta afin o simplemente recta y podemos represen-
tarla por una linea recta .

2) Sea V, un R-espacio vectorial de dimension 2, Un espacio afin EZ
asociado a V, se llama plano afin o plano y puede ser representado por la

superficie de una hoja de papel.

3) De la misma manera, a todo R-espacio vectorial V3 de dimension 3,
podemos asociar un espacio afin ?; 3, llamado espacio de 3 dimensiones y
representado por el espacio fisico en el cual vivimos .

Asi tenemos los elementos fundamentales de la geometria, definidos de
una manera precisa .

Algunas propiedades de los espacios afines .

1) Un elemento (A,B) del espacio producto ? x ﬁ se llama bipunto

En E x E , consideremos la relacion siguiente :
(A,B) K, (C,D) < ===> AB = CD

Es claro que R es una relacion de equivalencia, llamada relacion de
equipotencia, y las clases de equivalencia corresponden biyectivamente a los
vectores del espacio V. Asi podemos identificar la clase del bipunto (A,B)y
su imagen /(B por la aplicacio'n (,’5 .

-

- - -
Ademds no es dificil demostrar que AB = CD si vy solamente si AT =BD,
Abora, podemos poner la definicion siguiente :

Un paralelogramo es una sucesion de 4 puntos (A,B,C,D) tales que
3

>
AB=DC
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Se puede ver que esto corresponde a la definicion de la geometria cldsica.
2) De la propiedad fundamental AB + Yo 1o \/A,B,Ce F tenemos
las consecuencias siguientes :
Ve ? , AA=0
V(48 e ?x ¥ . 4B =.B4

i1i) Si 0 es cualquier punto

‘\V/(A,B)G gx% AB = 0B - 04

Llamaremos punto medio de un bipunto (A,B) al punto M dnico determi-
nado por la relacion MA + MB = _b
En consecuencia, (A,B,C,D) es un paralelogramo si y solamente si (A,C)

y (B,D) tienen el mismo punto medio.

Cuando tengamos definida una estructura, es natural definir el concepto de
subestructura. Vamos a ver como asociar la nocion de subespacio afin ala
nocion de subespacio vectorial,

Propiedad Fundamental .
Sea ?un espacio afin de direccion V, ¢ : g x E > V V' un sub-
espacio vectorial de V , 0 cualquier punto en ? .

Sea F/ =gl (V).
Entonces, ?/ provisto de la restriccion ¢’ de ¢ a F g es un espa
cio afin de direccion V' .

En primer lugar, observemos que ¢’ es una aplicacicn de { x f en
V’., En efecto : ) L/

Si A B € g’ _ AB =0B-0A vy por definicion de g 0%y
O—b pertenecen a V', luego A“B cv

Abora, si A,B,C € g’ , por definicion de ¢

g AB + BC = AC / /
Finalmente, sea ) cualquier punto en g ,y sea ¢ QfQ}x f

]
¢ Q es larestriccion a { Q0 }x g de ¢>Q{Q}xg——)¢ 1%

=5 W
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Siendo ¢ biyectiva, también lo es ¢’ () .

4’)/ ;
Definicion 3. EI subconjunto é de g asi definida se llama variedad

afin de direccion V/que pasa por el puntc 0 .
! i,
Es claro en efecto que 0 pertenece a g , pues q_';o(o) =0
Noteremos g}/ (0, V') ala variedad afin de direccion V' que pasa por el punt
to 0.
Ejemplos de la geometria clasica .

1) Sea Ck un espacio afin de direccion V de dimension 2 6 3. v/

un subespacio vectorial de dimension 1, A un punto en
La recta de direccion V' que pasa por A es el conjunto .
R={M eF / AMe V/}
Podemos notarla R(A, V’)
Pero si u es cualquier vector no nulo en V’
vtz /7 =Ad. LeR}

Entonces

> '
R(A,v')zgme? JAM = L u ,{e R }
y podemos notar también R(A,V’) = R(A, ‘;4 ).
N
u se llama vector director de la recta R,
1
Propiedad 1. Si B es un punto de la recta R(A,u ) entonces
R(B,}; )=R(A,;).
Existe q € R tal que AM)B=a17 pues BeR({(A, u)
- - -
Si MER(B, u), existe A_€R rtal que BM =Ju
Pero AM = AB 4 BM = (a _,_/{ ) ", lo que significa que M pertenece a
- - -
R(A,u) yque R(B, u ) estd contenida en R(A, u).
-> - - > -
Abora AB = q u implica que A€ R (B,u) pues BA=-qu .
-
Entonces R(A, u) C R(B, ;;) . De donde tenemos la igualdad.
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Propiedad 2. Existe una recta inica que pasa por dos puntos distintos
Ay B,
En efecto, si R pasa por los puntos A y B, AB es un vector director de
->

R,y R=R(A, AB) ., De donde la existencia y la unicidad de tal recta,

2) De la misma manera, podriamos definir un plano en el espacio afin de di-

mension 3, y demostrar propiedades semejantes, o sea :

- E xiste un plano dnico que pasa por 3 puntos no colineales.

- Existe un plano dnico que pasa por dos rectas secantes (dos rectas son

secantes si tienen un punto comdn dnico ) .

Variedades afines paralelas .

22

Definicién 4. Sean V; y V, dos subespacios vectoriales de V 'y é ]
E , variedades afines de direcciénes V; y V,. Entonces, FI 515 gz
se dicen paralelas si V;,C V5, (o V,CV, ).
1 2 2 1

Por ejemplo, en el espacio de 3 dimensiones :

. Dos rectas R(A,V’) y R(B,V') de direccion comin son paralelas .

- Dos planos de misma direccion son paralelos .
-> > -> , > ¢< > ->
- Unarecta R(A, u) yun plano P(B,v, w) tlales que u = Vipw

son paralelos .

5 -»

Propiedad 3. Sea R(A, u) unarecta del espacioy B un punto que no per
tenezca a esta recta. Entonces, existe una recta sinica que pasa por B y para -
lelaa R(Au).

E > > -

n efecto R(B, u) y R(A, u) son paralelas. Sea R’ (B, v) otrarecta
-> - -
paralela a R(A, u ). Entonces u y v generan el mismo subespacio vectorial
V y asi :
- >
R(B,u) = R"(B,v)=R(B,V)

Asi queda demostrado el postulado de Euclides .

Seria muy interesante prolongar este estudio y ver como presentar la nocidn

de sistema de referencia en un espacio afin a partir de la nocion de base en un
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espacio vectorial, y asi introducir la geometria analitica .

En este estudio se trata de geometria afin , es decir que no hemos introduci-
do todavia el concepto de distancia. Esto puede hacerse cuendo esté definido
un producto escalar en el espacio vectorial director considerado, que permite defi
nir la norma de un vector y luego la distancia de dos puntos . El espacio asocia
do a tal espacio vectorial se llama espacio métrico y se trata entonces de geome
tria métrica . Tales consideraciones pueden encontrarse en los libros menciona-

dos en la bibliografia siguiente .
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