
INTRODUCCION A LA GEOMETRIA AFIN

Roger Guyot

Con la ens erianz a de la geometria al nivel medio ap are ce un problema muy

delicado, Con muc ba frec uenc ia, el metodo utilizado es muy oon [uso, porque

los sistemas de axiomas se in spiran de la geometria tr adic ional de Eue! ides,

sin tener en cuen ta la euol uciein de la matem dtic a en este dominic, En conse-

cuenc ia esta confusion contra st a con el rigor de las es truc tura s algebraic as y

uno pue de pre gun tar se s obre el poder [ormatiuo de tal ens eiianx a,

Por eso, parece que se debe cambiar totalment e el metoda, Un me todo

que pare ce satisfactorio es el que con sis te en introducir la geometria a partir

de las noc ione s [undament ale s del algebra que babrdn s ido pre sentadas ante-

riormen te, No es dificilllegar al concepto de espacio vectorial, util iz ando las

nociones intuit iuas de la geometria de la recta, del plano 0 del es p ac io, En

obs eruar que una e s truc tur a s eme jante se encuentra en varios ejemplos en

algebra apare ce l a n ece s idad de definir axiomdtic amente la estructur a de

espacio vectorial.

Re cordemos aqui la definicion de un espacio vectorial sobre el campo de

los nsimeros re ale s,

Definicion 1. Un conjunto V de elementos u, u, ••• , llamados uec tore s es

un R. espacio vee torial si :

1) En V e s td definida una ley de compos icion in tern a ll amada ac/icion,

por la cual V es un grupo conmutativo.
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2) En Vesta definida una ley de compos ic ion ex terna (0 sea una apli-

de R x V .... V) que cumpla las propie dade s s iguiente s :

a)-ara+~)=(L;+a~ «e«. i,««
c acidn

b)-(a+(3); = a: + (3:
c). Ii ((3 :) = (a (3) :

d) - 1 : = ; ; E V

a,{3ER,
....

a ,(3ER, uE V

V
....
«e V

Antes de de jinir las noc ione s generales de subespacios vectorial y de base

parece pre jerible comen z ar por un es tudio de losespacios vectoriales de di.

mens ion I, 2 Y 3, los cuale s siruen en el e s tudio de la geometria, Despues.

no hay di/icultad en g eneral iz ar los resultados enc ontrados, a los espacios

uectori ale s de dimension n ,

Cons ideremos abor a, por ejem pl o, el e spacio vectorial as ociado al con'

junto de los puntas de un plano. 'I'enemos las dos propiedades [un damentale s

s igaiente s .... .... ....
1) Si A,B,C son tre s punt os y AB, BC, AC los vectores asoci ados a

estos puntas, ent onc es AS + BC = AC
2) Si 0 es cualquier punto del plano, todo vector tiene un re pre sen tante

de origen 0, y re ciproc amente, todo vector ligado de origen 0 es un re pres en-

tante de un vector del plano.

Entonc e s, dado un espacio vectorial V, la idea es c onstruir un conjunto,

ll amado espacio a/in as oc iado a V que cumpla las dos propiedades anteriore s,

Mas prec is ament e :

Definicion 2. Dado un e sp acio vectorial V, un conjunto ti de elementos

A,B,C, ••• , lIamadospuntos, tiene una e struc tura de espacio olin asocioc/o a

'V si existe una aplicacion ¢: f x ~ .... V que tenga las propiedades si •

guientes :

1) ¢ (A,B) + ci> (B, C) = ¢(A, C) VA,B, C~ f .
2) Para todo pun to 0 perte,neciente a , ' la restriccion ¢o de ¢ a

10 I x ~ es una biyeccion detotff sobre V.

El espacio vectorial V se llama aireccion de ~ y f es un espacio
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a/in de dire ccion V.
~

Observacion. Si notamos AB al vector v imagen del e le mento (A,B)

por la apl.ic ac ion ¢' entonce s podemos traducir los axiom as anteriore s asi:

r ) AB + B C = AC V A, B, C E ~~

2') V 0 E f /ijo, V -;E V, .3 A E- f ilnic o tal que OA = -;

Ejemplos fundamentales •

1) Sea V un R-espacio vectorial de dimension 1. Un e spacio a/in ~ 1

de dire ccidn V1 se llama recta of,n 0 simplemente recta y podemos re pre sen»

tarl a por una linea recta.

2) Sea V2 un R.espacio vectorial de dimension 2. Un es pacio a/in ~ 2

asoc iado a V2 se llama plano af,n 0 plano y puede ser repre s ent ado por la

superficie de una boja de pape l ,

3) De la mi s ma maner a, a todo R.espacio vectorial V3 de dimension J,

podemo s asoc iar un espacio a/in ~ 3' ll amado espacio de 3 dimen sione s y

repre sent ado por el espacio [is ic o en el cual uiuimo s •

Asi tenemo s los elementos [undamentale s de la ge ome tria, de finidos de

una maner a pre cis a •

Algunos propiedades de los espacios afines .

En

1) Un e lement o (A,B) del espacio producto

g x F
se llama bipunto

, con s iderem os l a relacidn s iguie nte :
y~ ~ ~

(A,B) A (C,D) ,< > AB = CD

E s cl aro que ,~ es una re lacion de e quiual enc ia, llamada re lacion de

equipotencia, y las clase s de equiualenc ia c orre sponden biyectivamente a los

ue c tore s del espacio V. Asi podemos identi/icar la clase del bipunto (A,B) y

su imagen AB por la aplicacion ¢.
....

Ademas no es di/icil demostrar que AB CD si y solamente si A't=BD •

Ahora, podemos poner la definicion siguiente :

Un paralelogramo es una sucesion de 4 puntos (A,B,C,D) tales que

A ....B = DC
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-> ->
2) De la propiedad fundamental AB + BC = AC

Se puede uer que e sto c orre s ponde a la definicion de la geometria c ld sic a,

vA,B,C f:' r ten emo s

las cons e cuenci as s iguiente s :

i) V A ~ ~ , A->A= 0
ii) V (A,B) E ~ x ~ , iB = - BA

iii) Si 0 es c ual quier punt o

Y(A,B)E E x f ->
OA

Ll amaremo s punta medio de un bipunto (A,B) al pun to M unico de termi-

nado por la re lac idn MA + MB =-0
En cons ecuenc ia, (A,B,C,D) es un paralelogramo si y sol amente si (A,C)

y (B, D) tienen el mis mo punto me dio ,

Cuando teng amos de fin ida una es truc tur a, es natural de jinir el con cepto de

sube structura, Vamos a uer como asoc iar la noc ion de s ube sp ac io afin ala

nocidn de sube spacio vectorial.

Propiedad Fundamental.

Sea ~ un es p aci o afin de dire ccion V, ¢: ~ x f
es pacio vectorial de V, 0 cual quier punto en f
Sea fl =¢~l(V').

Entonces, 'P' , proui s to de la res tric cion

cio a/in de dire ccion V'.

V V' un s ub-

e( - f
¢' de ¢ a ( x g es un eSPl!

En primer lugar, ob seruemo s que ¢' es una apl ic ac ion de

V ~ En efecto :

Si A, B ~ !i A->B = 0B - 0 A y por definicion de

013 pertenecen a V'" fuego AB C V'

Ahora, s i A, B, C E: !I , por definicion de ¢

A->B

,Ix fl en

. (
->g. OA Y

Finalmente, sea n cuaiquier punta en

¢' n es la restriccion a ! n Ix t I

+ B->C = AC
IE ' y sea ¢' n=! n Ix

de ¢ n ..In Ix t ~
,-Ig -> V'

V
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Siendo ¢o biyectiva, tam bien 10 es ¢' a
<.:-1 :e'

Definicion 3. EI subconjunto e- de t> asi de jinida se llama variedad

aiin de dir ecc ion V ( que pasa por e I punt o O.
t;;' I ....

Es claro en e je cto que 0 perten ece at:-, pue s ¢O(O) = 0

Not erem os r/ (0, V') a la uar ie dad a/in de dire c cion V, que pasa por e l punt

to O.

Ejemplos de 10 geometria cl a sic a .

1) Sea ! un espacio a/in de direc cion V de dimension 2 0 3. V/

un sube s pacio vectorial de dimension 1, A un punto en !
La recta de dir e cc ion V' que p as a par A es e l conjunto •

R = I M e F I AM EVil

Podemos not arl a R(A, V')

Pero si u es c ual qui er vector no nulo en v'

V=!v I if = ,J. ii·, J.f:- R I
Entonces

R(A,V')=IMep lAM = --L~ jER I
y podemos not ar tam bien R( A, V') = R (A, ~ ) •
....
u se llama vector director de la recta R.

Propiedad 7. Si B es un punta de l a recta R(A,;) ent onc es

R(B , ~ ) = R (A , ~ ) •

Existe a E R tal que A....B = a;; PUBS BE R (A, u

st ME R(B, :), existe .J... E R tal que B-eM =l~
Pero A....M = AB + B....M = (a +.l ) ~, 10 que sign i[ic a que M pertenece a

R(A,~) yque R B,;) estdcontenidaen R(A, ;).

Ab ora iB = a: implica que A E R (B,~) pues BA = • a u

Entonc e s R(A, ;) C R (B , ;). De donde tenemo s la igualdad,
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Propiedad 2. Existe una recta unica que pas a por dos puntos di stintos

A y B.

En ejecto, si R pas a por los puntos A y B, AB es un vector director de....
R, Y R = R (A , AB). De donde la existencia y la unicidad de tal recta.

2) De la misma manera, podriamos de jin ir un plano en el espacio a/in de di·

mens ion 3, y demos trar propiedades s emej ante s, 0 sea :

• E xiste un plano unico que pas a por 3 puntos no coline ales.

• Existe un plano unico que pasa por do s rectas s e can te s (dos rectas son

secantes si tienen un punto com dn unico ) .

Variedades afines para/etas .

Definicion 4. Sean Vi y V2 dos subespacios uectoriale s de V y

if 2 variedades afines de direc cione s Vi Y V2' Entonc es, e 1

se dicen para/etas si Vie V2 (0 V2 C Vi J .

y,

t 1

, )' ~ 2

Por ejemplo, en el espacio de 3 dimensiones

• Dos recta s R(A, V') Y R(B, V') de dire ccion comun son paralelas .

• Dos pianos de mi sma direc cidn son paralelos •
--Jo ...." -+ -+ J-+ -+

• Una recta R(A,u) yunplano P(B,v,w) tales que u=~v+llw

son poralelos •

Propiedad 3. Sea R(A,~) una recta del e spacio y B un punta que no per

tenezca a esta recta. Bntonce s, ex is te una recta unica que p as a POT B Y para.

lela a R(A,~).

En efecto R(B,~) Y R (A, ;) son parale las, Sea R' (B , ;) otra recta

paralela a R(A, :). Entonc e s Ii y 7J generan el mismo s ube s pacio vectorial
V y asi :

R( B , ~) R.' (B , ;) = R (B, V)

Asi queda demostrado el postulado de Euclides •

Seria muy interesante prolongar este estudio y ver como presentar la nocion

de sistema de referencia en un espacio afin a partir de la nocion de base en un
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espacio vectorial. y as i introducir la geometria analitic a •

En este e studio se tr at a de geometria aiin , es decir que no be mos introduci·

do todavia el concepto de di st anci a , Esto pue de hac ers e cuendo es te de/inido

un producto escalar en el es pac io vectorial director cons iderado, que permite del!.

nir la norma de un vector y luego la dis tan cia de dos puntos , El espacio a soci a

do a tal espacio vectorial se llama espacio metric» y se trata entonces de geome

tria metrica. Tales cons iderac ion e s pueden en contr ars e en los libros menc ion a-

dos en la bib liogr ajia siguiente •

BIBLIOGRAFIA

Condamine et Yis sio,

Mathematique' Term inale C et E. Geometric. Editions Delagrave .

Collection Cos sart et Theron
Mathematiques' Termin ale C • Tomes H et HI . Editions Bordas.

Jean D'iendome

Algebre lin eair e et geometric el ementarie , Editions Hermann.

Mostow • Sampson. Meyer

Fundamental Structures 0/ Algebra

International Student edition.

Universidad Nacional

Departamento de Matematicas

Recibido : Marzo de 1970

88


