LA ENSENANZA DE LA GEOMETRIA EN SECUNLCARIA

Gilma de VILL AMARIN
Mary BENITEZ
Antonio DONADO ACOSTA

INTRODUCCION.

Con este trabajo queremos presentar a ustedes algunas ideas para la
introduccion de la ensenanza de la Geometria en los primeros anos del Bachi-

llerato.
La Geometria es una disciplina matemdtica que participa de muchas y

muy complejas estructuras y es por eso que se hace dificil su presentacion en

este primer nivel.

En secundaria se puede y se debe (asi se ha probado en diversas experien=
cias pedagogicas) comenzar la Matemdtica por elementos de la Teoria de Con-
juntos seguida de una introduccion al Algebra.

Segin nuestro punto de vista, la mejor manera de introducir la Geometria
es infiltrandola gradualmente en el desarrollo de tales temas bdsicos de la

Matematica.

En un planeamiento ideal de la enseianza de la Geometria, debe comen-
zarse en los anos anteriores a la Ensenanza secundaria con cursos experimen-
tales en los cuales estaria casi totalmente ausente el razonamiento deductivo
explicitamente declarado como tal, pero estarian presentes la Geometria intuiti-
va y experimental. De esta manera se inicia al estudiante en los primeros anos
del bachillerato en un desarrollo racional mds o menos riguroso de la Geometria

en base a las experiencias realizadas.
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LAMINA 1.

La Geometria es la parte de la Matemdtica que estudia las ‘‘figuras’ u
‘‘objetos’’ del espacio (el plano, la recta, el circulo, los poligonos, etc.), seis
propiedades y sus relaciones mutuas (rectas paralelas), segmentos congruentes,
etc.), lo cual se observa en los estudios experimentales efectuados en los

cursos anteriores.

Partimos entonces considerando el ‘*Espacio’ como un conjunto, no vacio

de puntos, el cual constituye nuestro primer Axioma.

Las figuras geométricas no son otra cosa que partes del Espacio, es decir,
conjuntos de puntos. O sea, el Espacio serd considerado como el conjunto de
referencia de nuestro estudio. Sin embargo,een el presente trabajo haremos un
estudio de las partes del Plano, pero para dejar el camino abierto hacia el es-
tudio de los cuerpos o figuras del Espacio, serd también este nuestro referen-

cial.

Comenzamos a trabajar enunciando nuestro segundo Axioma, que habla de
existencia de por lo menos dos puntos :

re

“En E existen por lo menos dos puntos

La punta del ldpiz sobre el papel, puede darnos la idea de punto .

LAMINA 2.

Tenemos la existencia de por lo menos dos puntos. Experimentalmente
podemos verificar que.cualquiera sean los puntos a,b siempre se pueden hacer

coincidir con el borde de la regla.

Introducimos abora la nocion o concepto de Interestancia entre ternas de
puntos para lo cual postulamos la existencia de un tercer punto c, situado
entre ay b y sobre el borde de la regla. Decimos que se cumple la interes-
tancia a,c,b que notamos asi : a- c-b,

Cuando hablamos de interestancia estamos suponiendo que los puntos son

diferentes dos a dos, o sea a# b#c+ a.

Aplicando de nuevo el Axioma entre a y c existe otro punto en relacion
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de interestancia y otro entre ¢ y by por lo tanto, tantos puntos como queramos

distintos de los anteriores.

Si trazamos todos los puntos x que guardan la relacicn de interestancia
con ay b, hemos trazado el segmento abierto ab, lo cual hacemos corriendo el

lapiz sobre el borde de la regla sin incluir los puntos a y b,

Los puntos a y b son los extremos del segmento, o sea se define el signo
abierto ab, es el conjunto de todos los puntos x que cumple la interestancia

a-x-b,

LAMINA 3.

—
Dado el segmento abierto ab, si incluimos el extremo a, tenemos el seg-
mento cerrado en a.,

De la misma manera si incluimos el extremo b, obtenemos el segmento

cerrado en b.

En caso de incluir los dos extremos a y b, obtenemos el segmento cerra-

~—
do ab.

LAMINA 4.
Para liegar al concepto de semirecta, postulamos la existencia de un
tercer punto c, situado a la derecha de a y by sobre el borde de laregla. Es
~—
decir que dado el segmento cerrado ab, existen tantos puntos como queramos a
—:
la derecha de b sobre el borde de la regla, distintos de los del los segmentos ab,
 d
La reunion de los puntos del segmento cerrado ab con el conjunto de los
puntos £ que estdn_a la derecha de b, sobre el borde de laregla, se llama semi-

recta cerrada de origen a.

LAMINA 5.
En el caso de no incluir el origen de la semirecta, se tiene entonces la

semirecta abierta de origen b.

Abhora podemos hablar de recta, Dados dos puntos a'y b, podemos trazar
-

los puntos del segmento ab, los puntos a la derecha de a y by los puntos a la



izquierda de a y b.

Es decir la traza de un ldpiz deslizdandose a lo largo de la regla cuyo
borde pasa por los puntos a y b constituye la representacion grdfica de la

idea de recta.

En este momento podemos enunciar el Axioma :

“Dos puntos determinan una Recta '’ .

-
Por otra parte si p y q son otros dos puntos distintos de la recta ab, la

>
recta determinada por los puntos py q es idéntica a larecta ab .

LAMINA 6.

Tenemos abora la idea de lo que es una recta R, Hemos considerado a la
recta R como una parte del Espacio, pero que sin embargo no constituye todo
el Espacio. Para trabajar fuera de la recta, postulamos la existencia de un
punto fuera de la recta, En este caso decimos quelos puntos a,b,c son no co-

lineales.

LAMINA 7 .

<«
Sean tres puntos no colineales a,b,c. Llamemos x a cualquier punto de bc;
. > . <>
llamemos y a cualquier punto de ac y llamemos z a cualquier punto de ab.
<> i
De acuerdo con esto { ax § es el conjunto de todas las rectas que pasan por a
oy T 5 .
y por un punto x de bc ;i yi es el conjunto de todas las rectas que pasan por
<> <> 4
by por un punto y de ac, {czt es el conjunto de todas las rectas que pasan por
&~ . , .
¢ y por un punto z de ba. El conjunto de puntos determinado porla reunion de
«> . i
todas estas rectas determina el plano abc. En este momento podemos enunciar

el postulado que dice :

“Tres puntos no colineales determinan un plano **.

LAMINA 8 .

Dadas dos rectas Ay B del plano, puede suceder uno de los tres casos
siguientes :

En el primer caso las rectas se interceptan, o sed tienen un punto en

comin. p .

En este caso las rectas se llaman Secantes .
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En el segundo caso, las rectas no se cortan o sea no tienen ningin punto

en comun, es decir A M B = ¢4,

En el dltimo caso coinciden, o sea son iguales. En cualquiera de los dos

casos se dice que las rectas son Paralelas .
A continuacion enunciamos el postulado que dice :

Dado un punto p y una recta L, existe una inica paralela a L que pasa por
pll -
LAMINA 9 .

Observamos ahora una propiedad que cumplen algunas partes del plano.
Sea un conjunto D de puntos del plano, Dados ay b  puntos del conjunto D,

L d
se observa que todos los puntos del segmento ab son tambien puntos de D,

Un conjunto que cumpla esta propiedad se llama Convexo, Mds precisa-
mente, un segmento D de puntos del plano es Convexo , si y solamente e¢s va-
cio, o bien si el segmento que tiene por extremos dos puntos del conjunto estd
contenido en el conjunto.

De Ja definicion se sigue que la semirecta abierta g cerrada, larectay el
plano son convexos.

Los conjuntos convexos del plano juegan un gran papel en la Geometria,
gracias al teorema siguiente :

““L g interseccion de dos conjuntos Convexos del plano es un conjunto con-
vexo'’.

La demostracion de este teorema se observa en la grdfica .

Como Corolario se obtiene, que los segmentos cerrados y abiertos son
convexos, pues se pueden considerar como la interseccion de dos semirectas
cerradas o abiertas respectivamente, cada una de las cuales es un conjunto

convexo.

LAMINA 10.

Consideremos una recta R en un plano. Observando la figura se puede
constatar que la recta R determina dos partes Hy y Hy en el plano que llamare-

mos semiplanos abiertos de borde R.

La reunion del semiplano abierto Hy con la recta R se llama el semiplano
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cerrado T ;. La reunion del semiplano abierto H, con la recta R se llama el

semiplano cerrado de borde R .

En resumen, una recta R de un plano determina dos semiplanos abiertos
H, y H,y y dos semiplanos cerrados T| y T,. La recta R es el borde comin a
estos cuatro semiplanos. La recta R estd incluida en los semiplanos cerrados

TI y 7‘2 y no estd incluida en los semiplanos abiertos HI y H2 "

Consideremos dos puntos x vy z del semiplano abierto H, todos los puntos
-—
del segmento cerrado zx pertenecen al semiplano abierto Hj, o sea que el seg-
’—
mento cerrado zx estd contenido en el semiplano abierto H .
De manera andloga si dos puntos x e z pertenecen al semiplano cerrado T,

~— .
el segmento xz estd contenido en este semiplano.

Como consecuencia inmediata se tiene que los semiplanos cerrados 'y

abiertos son convexos.

Por otra parte se observa que si x es un punto del semiplano abierto H
y y un punto del semiplano abierto Hy, o sean x, y son dos puntos que perte-
necen a dos semiplanos abiertos distintos con el mismo borde R, entonces el

segmento Xy intercepta o tiene un punto en comin con la recta R.

LAMINA T11.

<>
ab vy

<>
Dadas dos rectas secantes y c¢d, cada una de ellas determina dos

semiplanos cerrados.

>
Consideremos el semiplano cerrado de borde ab que contiene al punto c

<>
y el semiplano cerrado de borde ac que contiene al punto b.

. . N ; o
Llamamos dngulo (o region angular) abc, a la interseccion de estos dos
; 7 b d -
semiplanos cerrados. Las semirectas ab y ac se llaman lados del dngulo y

el punto de corte a se llama el vertice.

Puesto que los semiplanos son conjuntos convexos del plano, un dngulo

es también un conjunto convexo por ser la interseccion de dos convexos.

Dados tres puntos ab y c no colineales, llamamos triangulos (o region
triangular) a la interseccion de los semiplanos de borde tz que contiene al
punto ¢ de borde ac que contiene a b y de borde bc que contiene a a como
interseccion de tres semiplanos cerrados el triangulo es también un conjunto

cerrado del plano.
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LAMINA 12 .

Sean las parejas de puntos del plano (a,b) y (c,d). Decimos quelas pare-
jas de puntos (a,b) es equidistante con la pareja de puntos (c,d), si al colocar
los puntos del compds sobre a,b y luego trasladarlos sin abrir ni cerrar el

compds sobre los puntos c,d, estos coinciden con ellos.

Cada pareja de las parejas de puntos (a,b) y (c,d) determinan un segmen
to cerrado. Decir que las parejas de puntos son equidistantes equivale a decir

que los segmentos determinados por ellos son congruentess.

Dados los puntos ¢ y b el punto x es tal que la pareja de puntos (c, b)

es equidistante con la pareja (c,x).
De igual manera se pueden determinar nuevos puntos tales que (c,x) equi-

distantes con (c,b). El conjunto de todos los puntos x que satisfacen esta

condicién se llama circunferencia de centro ¢ yradio cb.

LAMINA 13

En el conjunto de parejas de puntos del plano, consideremos la relacion de
equidistancia. Evidentemente la relacion es reflexiva, es simétrica y es transi-

tiva, o sea, la relacion de equidistancia es una relacion de equivalencia,

Dada una pareja de puntos (p,q) el conjunto de todas las parejas de pun
tos equidistantes con p,q se llama Distancia (p, q) :f’? ¢
Definida la Distancia como clase de cquivalencia, hablamos de*adicion

de distancias.

Dadas las distancias (p,q) y (r,s) adicionarlas significa colocarlas de
tal manera que el punto g coincida con 1, 'y que los puntos p-q-s sean
colineales. Ademds, siendo la distancia una clase de equivalencia, si tomamos
otra pareja de puntos (p,q’) de la misma distancia, o sea que dist. (p,q) =
dist. (p',q') y la pareja de puntos 1°,s’ tal que dist.(r,s)=dist.(r",s’) y los
adicionamos, entonces se cumple dist(p,s) = dist (p,s’) . Es decir que la adi -

cién de distancias es independiente delas parejas que se tienen.

De la definicion de adicion de distancias se desprende que dados tres
puntos en relacion de interestancia a-b-c, significa que, dist (a,b) + dist (b,c) =

dist (a,c) .
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LAMINA 14 .

Sean las parejas de puntos (a,b) y (e, f). Se dice que la distancia (a,b)
es estrictamente menor que la distancia (e,f), si y solamente si existe un pun-

to g, en relacion de interestancia e-g-/ de tal manera que la distancia

(a,b) es igual a la distancia (e, g).

Dados los puntos ¢ y b, el punto x es tal que dist (c,x) < dist (c,b).
Existen muchos puntos que satisfacen esta condicion. Rl conjunto de todos
los puntos x cuya distancia ac es menor que la distancia cb se llama
disco abierto de centro ¢ y radio cb. Si incluimos la circunferencia, entonces

hablamos de disco cerrado de centro ¢ yradio cb.

LAMINA 5.
Introducimos ahbora el concepto de Isometria .

Una manera experimental obvia de realizar isometrias consiste en identifi-
car el plano con un papel transparente, Dada una figura G del plano, marque-
mos en el papel los puntos de la figura. Movemos el papel y volvemos a apli-
carlo sobre el plano. Con este movimiento hemos transformado la figura G en
la figura G'. Hemos realizado una lsometria. Observamos que al realizar la
Isometria a los puntos p y g del plano les estamos bhaciendo corresponder
otros puntos p', q', también del plano y que llamamos las transformadas de

p v q locual notamos f(p), f(q) .

Es decir que con la lsometria estamos haciéndole corresponder a cada
punto del plano, otro punto, su transformado (por medio de esta isomeliria). 0]
sea una lsomelria no es otra cosa que una funcion puntual del plano sobre el

plano,

Por otra parte, observamos que la distancia entre los puntos p,q es igual
a la distancia de los puntos p',q', o sea de las imdgenes o transformadas por

la Isometria .

En resumen, una Isometria es una funcion puntual (biyectiva) que conserva

las distancias.
LAMINA 16 .

Veamos ahora cudl es la imagen o transformada de un segmento por medio
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—
de una isometria, Dado el segmento cerrado ab vy una isometria f tal que a’
es la imagen de a por la isometria [ y b' es laimagen de b por la isome-

tria f .
ot
Si m es un punto del segmento ab, significa que se cumple la interes-

tancia a-m-b y por lo tanto dist(a,m) + dist(m,b) = dist(a,b). Puesto que una
isomelria es una funcion puntual que conserva las distancias, la distancia

entre los puntos a,m es igual a la distancia entre las imdgenes, es decir, que
se cumple :

dist (a’,m’) + dist(m’, b’) = dist(a’ , b’)

lo cual significa que se cumple la interestancia a’-m'-b’, o sea que la imagen
de m por f,m' pertenece al segmento :1'—[:'. Es decir, que la imagen del

segmento cerrado ;: por una isometria, es el segmento cerrado t;'-‘b', cuyos
extremos a,b’ son las imdgenes de los extremos de :17;. Por otra parte, pues-
to que la isometria conserva las distancias, en particular para los puntos a,b
se cumple dist(a,b) = dist(a’,b’) lo cual significa que el segmento cerrado ;—I;

—
es congruente con el segmento cerrado  a’,b’.

En resumen, la imagen de un segmento por una isometria es un segmento
congruente con el y tal que sus extremos son las imdgenes de los extremos del
primero.

De manera andloga se obtiene que la imagen de una semirecia por una

isometria es olra semirécta cuyo origen es la imagen del origen de la primera.

LAMINA 17 .

A través de la definicion de isometria podemos de finir dngulos confruentes.
Sea el dngulo bac y una isometria f, tal que la imagen del vértice a es el
punto a'. Sobre los lados del dngulo podemos determinar los puntos b y c los
cuales tendrdn otros dos puntos b’,c’ transformadas de b y c por ﬁz\mz’sma
isometria. Se obtiene que la imagen del dngulo b/a\c es el dngulo b’,a’,c’, de
tal manera que se cumple : dist(a,c) = dist(a’,c’); dist(a,b) = dist(ﬂb’) y ﬁgr
lo tanto dist(c,b) = dist(c’,b’), lo cual significa que los angulos bac y b'a’c’
son congruentes.

Con el concepto de congruencia se puede definir la bisectriz de un angulo.

S . = .
Sea el dngulo bac. Si una semirecta ap con origen en el vertice a que pasa
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por un punto p interior al dngulo, determina en el dngulo quela contiene dos
dngulos adyacentes con gruentes, la semirecta ap se llama Bisectriz del

A
angulo bac.
LAMINA 18

Consideremos la recta R en la cual podemos determinar dos puntos a y
b. El punto ¢ es tal que distancia(a,c) igual a distancia(b,c). El conjunto
de todos los puntos del plano tal que su distancia al punto a es igual ala

distancia del punto b que determina la recta .

Decimos que la recta M es perpendicular a la recta R, En particular en

el punto p, punto de corte de la recta R con la recta M se cumple que :

distancia (a,p) = distancia (p,b)
—
esto significa que el punto p es el punto medio del segmento ab

La recta M perpendicular a la recta R es el punto medio del segmento
— —
ab, se llama también Mediatriz del segmento ab. De la construccion de la
A
recta M, es inmediato que los dngulos apc y bpc determinados por las rectas

M y R perpendiculares son congruentes.

LAMINA 19

Dadas dos rectas My R perpendiculares los dngulos congruentes deter-
minados por ellas se llaman Rectos, Un dngulo recto se puede materializar por
una escuadra, Un dngulo menor que un dngulo recto se llama agudo. Un dngulo

mayor que un angulo recto se llama obtuso.

Se puede hacer una clasificacion de los triangulos segin los dngulos. Un
tridngulo que tiene un dngulo recto se llama Rectangulo; un tridngulo que tiene
todos sus dngulos agudos se llama Acutangolo. Un tridngulo que tiene un dngulo

obtuso se llama Obtusdngulo.

LAMINA 20

Los triangulos se pueden clasificar también segin sus lados. En el tridn -
gulo abc las distancias entre los puntos vertices son diferentes.i. En este caso,
o sea cuando un triangulo no tiene un par de lados congruentes se !lama Esca-

leno. En el tridngulo gq,r,s la distancia gqs es la igual a la distancia rs, En
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este caso, o sea cuando un tridngulo tiene dos lados congruentes se llama
isosceles. Por otra parte, el iriangulo gqrs tiene dos dngulos congruentes

. ; A
En efecto, el angulo sqp es congruente con el dngulo prs.

Como caso particular de los tridngulos isosceles tenemos el caso del
trigngulo dfe en el cual la distancia de [ a los puntos d y e esigual a
la distancia de e. En este caso o sea cuando un triangulo iscsceles tiene
sus tres lados congruentes, se llama Equildtero . Por otra parte el tridngulo de

[ tiene sus tres dngulos congruentes.

LAMINA 21 .

Sea un punto d y una recta R, La perpendicular a R que pasa por el
punto d corta a R en el punto p. La distancia del punto d alarecta R,
es la distancia entre los puntos d vy p. En base a esto podemos hablar de

distancia entre  rectas paralelas.

Sean L y R dosrectas paralelas. Trazamos rectas perpendiculares a
L y R. Se puede verificar que la distancia entre los puntos de corte de las
perpendiculares con las rectas L y R es la misma. Esta distancia es la

distancia entre las rectas L y R, O sea :
distancia entre L y R esla distancia (a, p) o distancia (a’,p’).

LAMINA 22 .

Dados los puntos a b,c,d, tales que tres de ellos no son colineales.
Considerémos los semiplanos cerrados de borde s que contiene al punto
d, el semiplano cerrado de borde ad que contieneal punto c, el semiplano cerrado
d ¢ que contiene al punto b y el semiplano cerrado cb gque contiene al punto

a.

La interseccion de estos cuairo semiplanos es el cuadrildtero abcd., El

—

borde del cuadrildtero abcd es la reunion de los segmentos cerrados a b,
Gd Ot v . .

bc cd da Puesto que cada uno de los semiplanos es un conjunto cerrado

del plano, el cuadrildtero abcd es también un conjunto convexo.

LAMINA 23 .

Dadas las rectas R y L paralelas consideremos los siguientes semi-
r
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planos determinados por ellos. El semiplano cerrado de borde R que contiene
la recta L 'y el semiplano cerrado de borde L que contiene larecta R,

Llamamos banda cerrada B, a la interseccion de los dos semiplanos cerrados

T; y 1Tp. La Banda es un conjunto convexo, por ser la interseccion de dos

Convexos .

La distancia b entre las rectas paralelas R y L se llama altura de la
Banda. Hablemos abora de algunos poligonos especiales. Consideremos el
angulo (o region angular) a o b y una banda B cuyos bordes intersectan los
lados del sector angular. La interseccion de estos dos conjuntos de puntos se

— ot e P
llama Trapecio, de lados ab, b d, d ¢ y c a.Es decir que el trapecio es un
cuadrildtero que tiene dos de sus lados paralelos. La altura b de la banda es

la altura del trapecio.

Por otra parte el trapecio es también un conjunto Convexo, por ser la inter-

terseccion de dos Convexos.

LAMINA 24 .

Consideremos dos bandas B y B’ intersectantes. El conjunto de inter-
seccion de las dos bandas es el paralelogramo abcd. Puesto que cada banda
es un conjunto convexo también lo es el paralelogramo por ser la interseccion

de dos Convexos.

Obsérvese que el paralelogramo es un caso particular del trapecio, cuando
este tiene sus lados opuestos paralelos. Por otra parte en el caso del paralelo-
gramo se pueden considerar dos alturas, las correspondientes alturas de las dos

bandas.

LAMINA 25 .

Un primer caso parti cular del anterior se tiene cuando se tienen dos bandas
B y B’ de bordes respectivamente perpendiculares. En este caso la intersec-
cion de las dos bandas se llama Rectangulo. Es decir, un rectangulo es un
paralelogramo que tiene todos sus lados perpendiculares, o sea, que todos sus
angulos son rectos. Como caso particular del paralelogramo, el rectdngulo tiene

dos alturas y ademds es un conjunto convexo.

LAMINA 26 .

Un segundo caso particular se tiene cuando se trata de la interseccion de
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dos bandas B y B’ gque tienen la misma altura. En este caso la inter seccion

de las bandas se llama Rombo, es decir, un rombo es un paralelogramo que

tiene sus lados congruentes, Obsérvese que el rombo no tiene sino una sola
altura.
LAMINA 27

Los dos casos anteriores pueden suceder simultdneamente. Es decir,
puede tenerse la interseccion de dos bandas B y B’ de bordes perpendicula-
res y ademds con igual altura. En este caso la interseccion de las dos bandas
se llama Cuadrado. O sea que un Cuadrado es el rectangulo que tiene todos sus
lados congruentes, o también se puede considerar el Cuadrado como el Rombo

cuyos dngulos son rectos.

Como en el caso del rombo el cuadrado no tiene sino una sola altura,

LAMINA 28 .

En esta grifica se resumen las relaciones de inclusion entre los diferentes
conjuntos de cuadrildteros convexos.

Se tienen los cuadrildteros, los trapecios como un caso particular cuando
dos lados son paralelos y si ademds todos los lados opuestos son paralelos,
se tiene el paralelogramo.

Como caso particular del paralelogramo, el rectangulo cuando los angulos

son rectos, o el rombo cuando los lados son congruentes, y cuando se cumplen

las dos condiciones anteriores se tienen los cuadrados como la interseccion del

conjunto de los rectangulos y de los rombos .

Universidad Nacional de Colombia
Departamento de Matemdticas y Estadistica

Recibido : Febrero de 1970
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